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刷 说 者 的 话 


本 书 在 数学 史上 闻 位 显 志 ， 是 对 数学 发 展 影 响 最 大 的 七 部 名 
i 善之 一 .初版 (1748 年 ) 至 今 虽 已 200 多 年 。 公 大 数 学 家 
上 Wei 教授 1979 年 称 谱 其 现实 作用 说 : 学 生 从 它 所 能 得 到 的 益 
处 ,在 现 代 的 任何 一 本 载 科 书 都 比 丕 上 的 . 笔者 手 过 的 僵 、 德 、 
英 译 本 依次 出 版 于 1961、1985、1988， 这 大概 可 视 为 其 现实 作用 
的 一 个 证 明 . 

欧 蘭 資 献 巨 大 , 著述 上 衣 方 多 皮 . 本 者 是 世 著作 中 最 赤 出 的 , 
书 中 结果 几乎 或 都 为 他 自己 所 得 ,或 为 他 用 自己 的 方法 推出 . 他 
的 作法 是 把 最 基本 的 东西 解 灾 得 尽量 清楚 ， 讲 明 引 导 他 得 出 结论 
的 思路 ， 而 把 进一步 展开 究 给 读者 ,使 读者 有 机 会 驰 驻 自己 的 才 
能 . 这 大 概 和 都 是 A，Weil 教授 前 面 那 段 话 的 根据 ， 

本 书 是 作为 微 积分 预备 教程 ， 为 弥补 补 等 代数 对 于 微 积分 的 
未 足 ,为 帮助 学 生 从 有 穷 业 念 向 无 穷 回 念 过 渡 而 写 . 读者 对 象 是 
准备 攻读 和 正在 攻 谈 数学 的 学 生 、 数 学 工作 者 和 广大 数学 爱好 
者 . 

检 书 从 黄 译 本 转译 ， 参 考 便 、 德 译本 作 了 些 订 正和 改动 . 
限于 永 平 ， 中 译文 错误 难免 ， 敬 希 指 正 ， 


几 段 话 


. 高 斯 “学 习 欧 拉 的 著作 ， 乃 是 认识 数学 的 最 好 
工具 .” 


2， 拉 普 拉 斯 :“ 读 读 欧 拉 ， 他 是 我 们 大 家 的 老师 .” 


. 波 里 亚 很 次 沉 欧 拉 的 作法 坦率 地 告诉 人 们 引 
导 他 作出 发 明 的 思路 ， 

. Alberto Dou, S. J 教授 将 欧 拉 的 许多 著作 译 成 了 
西班牙 文 . 他 对 本 书 的 英 译 者 说 : “《 无 穷 分 析 
引 论 》 是 欧 拉 著 作 中 最 杰出 的 .” 

. A、 Weil 教授 1979 年 在 Rochester 大 学 的 一 次 讲 
演 中 说 :， “今天 的 学 生 从 欧 拉 的 《无 穷 分 析 引 
论 》 中 所 能 得 到 的 益处 ， 是 现代 的 任何 一 本 数 
学 教科 书 都 比 不 上 的 .” 


英 丈 者 序 ( 节 译 ) 


19 加 年 10 月 ，Andre Weil 教授 在 Rochester 大 学 ， 以 欧 拉 的 

生平 和 工作 为 题 ， 作 了 一 次 报告 . 报告 中 他 向 数学 界 着 力 
陈述 的 一 点 是 : 今天 的 学 生 从 欧 拉 的 《无 穷 分 析 引 论 》 中 所 能 得 
到 的 益处 ,是 现代 的 任何 一 本 数学 教科 书 都 比 不 上 的 . 我 查 到 了 
该 书 的 法 、 德 、 恤 三 个 语种 的 译本 ， 但 查 不 到 黄 文 全 译本 ， 就 是 
在 这 样 的 背景 下 ， 我 着 手 对 该 芳 进 行 翻译 的 . 

欧 接 在 序言 中 说 得 明 自 ， 这 是 一 本 微 积分 预备 载 程 ， 书 中 有 
儿 处 ,那里 的 未 西 只 提 了 一 下 ， 把 处 理 留 给 了 微 积 分 ， 用 微 积分 
处 理 要 简单 容易 许多 . 上 凡 这 称 地 广 书 中 都 有 交待 . 

关于 书 名 ， 欧 拉 原 文中 的 无 宅 【lnfiniteram) 是 复数 .看 来 
这 复数 主要 指 : 无 穷 级 数 、 无 穷 乘积 和 连 分 式 三 种 无 穷 . 因而 书 
名 应 译 为 《有 关 几 种 无 穿 的 分 析 引 论 》， 不 贤 口 ， 我 译 它 为 《于 
穷 分 析 引 论 》. 

任 载 于 巴塞 罗 那 天 学 的 S， 丁 Albero Dou 教授 将 欧 拉 的 神 多 
著作 译 成 了 西班牙 文 ， 最 近 译 者 曾 与 他 谈 起 过 本 书 . 我 们 就 用 那 
次 谈话 中 他 的 一 句 话 作为 这 段 序 言 的 结束 : “在 欧 拉 的 著作 中 
( 元 才 分 析 引 季 ) 最 为 杰出 .” 


ra 盘 到 的 学 生 ， 他 们 学 习 无 穷 分 析 之 所 以 遇 到 困难 ， 人 往往 是 
j 红 由 于 在 必须 使 用 无 穷 这 一 陌生 概念 时 ， 初 等 代数 刚 学 ， 沿 
未 登 党 入室， 虽然 无 穷 分 析 并 不 要 求 初 等 代数 的 全 部 知识 和 技 
能 ， 问 题 是 有 些 必 备 的 东西 ， 裙 等 代数 或 者 完全 没 讲 ， 或 者 讲 得 
不 够 详细 ， 本 书 力求 把 这 类 东西 讲 得 既 充 分 又 清楚 ， 求 得 完全 玖 
补 初 等 代数 对 无 穷 分 析 的 不 足 . 书 中 还 把 相当 多 的 难点 化 易 ， 使 
得 读者 逐步 地 、 不 知 不 觉 地 掌握 到 无 穷 这 一 思想 ， 有 很 多 通常 归 
无 穷 分 析 处 理 的 问题 ， 本 书 使 用 了 代数 方法 .这 清楚 地 表明 了 分 
析 与 代数 两 种 方法 之 间 的 关系 . 

本 书 分 上 、 下 两 册 ， 上 册 讲 纯 分 析 ， 下 册 讲 必要 的 气体 知 
识 ， 这 是 因为 无 穷 分 析 的 讲解 常常 伴 以 对 几何 的 应 用 ， 别 的 书 中 
都 讲 的 一 般 知识 本 书 上 、 下 册 都 不 讲 ， 本 书 所 讲 是 别处 不 讲 的 ， 
或 讲 得 太 粗 的 ， 或 昌 讲 但 所 用 方法 完全 不 同 的 . 

整个 无 鹤 分 析 所 讨论 的 都 是 变量 及 其 函数 ， 因 此 上 册 细 讲 阴 
数 ， 讲 了 务 数 的 变换 、 分 解 和 展开 为 无 穷 级 数 ， 对 消 数 ， 包 括 属 
于 高 等 分 析 的 一 些 函 数 进 行 了 分 类 . 首先 分 画 数 为 代数 函数 和 超 
越 函 数 ， 变量 经 通常 的 代数 运算 形成 的 函数 叫 代 数 函 数 ， 经 别 的 
运算 或 无 穷 次 代数 运算 形成 的 函数 叫 超越 函数 .代数 函数 又 分 为 
有 理 消 数 和 无 理 函 数 ， 对 有 理 函 数 讲 了 分 解 它 为 因 式 和 部 分 分 
式 ， 分 解 为 部 分 分 式 之 和 这 种 运算 在 积分 学 中 有 着 重要 应 用 .对 
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市 建 辆 数 狗 出 了 上 由 适当 的 代 斤 李 它 为 有 理 国 数 的 方法 ， 元 过活 到 
和 有 理 通 数 帮 可 以 展开 万 为 无 穷 级 数 ， 但 这 种 展开 对 超越 函 葡 局 
沉 最 大 ， 无穷 角 数 区 理论 可 用 于 高 等 分 析 ， 为 此 增 训 了 了 部 革 ， 外 
二 者 察 很 多 蕊 穷 绥 数 的 性 质 与 种 .其 中 有 些 谎 数 的 和 不 用 无 器 分 
析 是 很 难 求 出 的 ， 其 和 为 对 数 和 红 度 的 级 数 就 是 .对 数 和 旨 度 是 
超越 是 ， 可 通过 求 妈 盟 线 下 的 和 图 的 商 积 确 定 ， 主 要 由 无 宅 分 析 
对 它们 进行 研究 . 扒 下 去 从 以 底 为 变量 的 守 转 向 了 以 指数 为 变量 
的 医 ， 作为 以 指数 为 变量 之 竹 的 逆 ， 自 然而 有 上 成果 地 得 到 了 对 数 
概念 .对 数 不 仅 本 身 有 着 大量 应 月， 而 且 由 它 可 得 到 一 般 量 的 无 
穷 级 数 表示 .还 讲 了 造 对 数 表 的 简单 方 法 . 类似 地 ， 我 们 考察 了 
弛 度 . 弛 度 与 对 数 虽 然 是 两 种 完全 不 间 的 若 , 但 它们 却 有 六 如 此 
密切 的 关系 ， 当 一 种 为 虚数 形式 时 ， 可 化 为 另 一 种 ， 重 复 了 几 人 向 
中 多 信和 角 和 等 分 角 正 纺 和 余弦 的 求法 文 后 ， 从 任意 角 的 正 骇 余 忒 
导出 了 极 小 基 的 正 芒 和 祭 驴 ， 并 年 出 了 无 穷 级 数 . 由 此 ， 从 趋 于 
消失 的 角 其 正弦 等 于 角度 ， 余 蓄 等 于 半径 ， 我 们 可 以 通过 无 穷 诅 
数 使 任何 一 个 角度 等 于 它 的 正 纹 宗 纺 .这 里 我 们 得 到 了 如 此 之 兆 
的 各 种 各 样 的 有 限 的 和 无 穷 的 这 和 表达 式 ， 以 至 于 无 需 再 对 其 性 
质 进行 研究 。 对 数 有 着 它 自 书 的 特殊 算法 ,这 种 算法 应 用 于 整个 
分 析 . 我 们 推出 了 三 角 函 数 的 算法 ， 使 得 对 三 角 函 数 的 运算 如 局 
对 数 运 算 和 代数 运算 一 样 地 容易 . 从 万 中 有 几 章 的 肉 容 可 以 看 
出 ， 三 角 沙 数 算法 在 解决 难题 时 ， 其 应 用 范围 是 何等 的 广 ， 率 实 
二 ， 这 种 例子 从 无 穿 分 析 中 还 可 举 出 很 名 ,日 常 的 数学 学 习 和 数 
学 荆 作 中 也 会 过 到 很 多 ， 

分 解 分 数 函 数 为 实 部 分 分 式 在 积分 学 中 有 着 重要 上 应用， 而 三 
角 函 数 算 法 对 分 解 分 式 为 实 部 分 分 式 有 极 大 帮助 ， 我 们 对 它 进行 
详细 讨论 的 原因 正在 于 此 . 接 下 去 的 讨论 是 分 数 函 数 展 成 的 无 鹤 
级 数 一 一 弟 推 级 数 . 讨论 了 它 的 和 、 通 项 和 另外 一 些 重要 性 上 质 . 
递 推 级 数 考 虑 的 是 因 式 秉 积 的 蚀 烤 ,我 们 也 考 息 了 展 多 因 式 ， 划 
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至 无 穷 个 困 式 的 乘积 为 级 数 . 这 不 仅 可 导致 对 无 穷 多 个 级 数 的 研 
究 , 而且 利用 瓜 数 可 表示 成 无 穷 乘积 ， 我 们 找到 了 一 些 方便 的 数 
值 表达 式 ， 用 这 些 表达 式 可 以 容易 地 计算 出 正 束 、 余 弦 和 正切 的 
对 数 ， 利 用 展 因 式 乘积 为 级 数 ， 我们 推出 了 许多 有 关 拼 数 为 和 这 
类 问题 的 解 . 倘 不 利用 这 一 点 看 来 分 析 对 指数 为 和 是 无 能 为 力 
的 . 

本 书 涉及 方面 之 广 ， 完 全 可 以 写成 几 贡 书 ， 因 而 我 们 力求 莘 
单 明 了 ， 把 最 基本 的 东西 解释 得 尽量 清楚 ， 而 把 进一步 展开 留 给 
读者 ， 使 读者 有 机 会 驰 贡 自己 的 才能 ， 自 己 来 进一步 发 展 分 析 . 
我 坦率 地 告诉 读者 ， 本 书 含有 许多 全 新 的 东西 ， 并 且 从 本 书 的 很 
多 地 方 可 以 得 到 重要 的 进一步 的 发 现 ， 

下 册 讨 论 的 问题 ， 一 般 地 说 都 属于 高 等 几何 ， 处 理 方法 同 于 
上 册 , 一 般 教 科 书 讲 这 一 部 分 时 都 从 回 锥 曲线 开始 ， 本 书 先 讲 此 
线 的 一 般 理论 ， 再 讲 男 锥 曲线 ， 为 的 是 能 够 应 用 曲线 理论 去 研究 . 
任何 一 种 曲线 . 本 书 利用 描述 曲线 的 方程 ， 而 且 只 用 这 种 方程 来 
研究 曲线 . 曲线 的 形状 和 基本 性 质 都 从 方程 推出 . 我 觉得 这 种 处 
理 方法 的 优越 性 ， 在 男 锥 曲线 上 表现 得 最 突出 . 即 或 有 人 对 它 应 
用 分析 方法 ， 那 也 是 显 才 生硬、 不 自然 的 ,我 们 先 从 二 阶 曲 线 的 
一 般 方 程 解 释 了 二 阶 曲 线 的 一 般 性 质 . 接 下 去 根据 有 无 舍 向 无 穷 
的 分 支 ， 也 部 是 否 界 于 某 个 有 限 区 域 之 中 ， 对 二 阶 曲线 进行 了 分 
类 . 对 二 无穷 分 支 ， 我 们 进一步 考虑 分 支 的 条 数 ， 并 考虑 各 条 分 
支 有 无 渐 近 线 . 这 样 我 们 得 到 了 通常 的 三 种 回 锥 曲线 .第 一 种 是 
椭圆 ， 它 界 于 一 个 有 限 区 域 之 中 ; 第 二 种 是 双 曲 线 ， 它 有 四 条 介 
向 无 穷 的 分 支 ， 趋向 两 条 渐 近 线 ; 第 三 种 是 抛物 线 ， 有 两 条 促 向 
无 次 的 分 支 ， 没 有 渐 近 线 . 

接 下 去 ， 对 三 阶 曲 线 用 类 似 的 方法 ， 阅 述 了 其 一般 性 质 ， 并 
将 它 分 为 2 类， 事实 上 是 把 牛顿 的 72 种 划分 成 了 12 类 . 对 这 
一 方法 我 们 的 描述 是 充分 的 ， 不 难 用 它 对 更 高 阶 曲 线 进 行 分 类 ， 
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书 中 用 它 对 四 阶 曲线 进行 了 分 类 . 

在 分 阶 齐 行 考 察 之 后 ， 我 们 转 向 了 了 寻求 曲线 的 共同 性 质 ， 讲 
了 曲线 的 切线 和 法 线 的 定义 方法 ， 也 讲 了 用 密切 圆 半径 表示 的 曲 
率 . 虽然 这 些 问 题 现在 一 般 都 用 微 积分 来 解决 ， 但 本 书 只 在 通常 
代数 的 基础 上 对 它 进 行 讨论 ， 为 的 是 使 谍 者 能 够 比较 容易 地 从 有 
穷 分 析 这 渡 到 无 窍 分 析 . 我 们 也 对 曲线 的 拐点 、 尖 点 、 二 重点 和 . 
多 重点 进行 了 研究 ， 讲 了 如 何 从 方程 求 出 这 些 点 ， 求 法 都 不 难 . 
但 我 不 否认 用 微分 学 的 方法 来 求 更 容易 ,我 们 也 讲 到 了 关于 二 阶 
尖 点 这 有 争论 的 问题 . 二 阶 尖 点 ， 即 有 同 需 向 的 两 段 跌 收 雪 于 它 
的 尖 扣 .我 们 讨论 的 深度 不 越 出 看 法 一 玛 的 范围 . 

加 写 了 几 和 草 ， 用 来 讨论 其 有 某 些 性 质 的 曲线 的 求法 ， 最 后 给 
迪 了 与 圆 有 关 的 几 个 问题 的 解 . 

几何 中 有 几 部 分 是 学 习 无 穷 分 析 所 必 备 . 有 鉴于 此 ， 我 们 添 
上 了 一 个 附录 ， 用 计算 的 方式 讲 立 体 几 何 中 有 关 立 体 和 曲面 的 一 
些 知 识 . 讲 了 如 何 用 三 元 方程 表达 曲面 的 性 质 ， 然 后 腿 曲 线 屠 
样 ， 根据 方程 的 阶 数 将 曲面 分 了 类 ， 并 证 明了 只 有 一 阶 申 面 才 是 
平面 . 根据 它 伸 向 无 窃 的 部 分 将 二 阶 曲面 分 成 了 六 类 .对 更 高 阶 
的 曲面 也 可 以 用 类 似 的 方式 进行 分 类 ， 我们 对 两 个 曲面 的 交 线 进 
行 了 讨论 . 交 线 多 数 都 不 在 一 个 平面 上 ， 我 们 讲 了 如 何 用 方程 表 
示 交 线 . 最 后 对 曲面 的 茹 线 和 法 面 进 行 了 一 些 讨论 . 

这 里 申明 一 点 ， 书 中 很 多 东西 是 别人 已 经 得 到 了 的 ， 邵 我 没 
有 一 一 指出 .本 书 力求 简短 ， 如 果 对 问题 的 历史 进行 讨论 ， 那 将 
突 禾 本 书 的 篇 幅 限 制作 者 可 聊 以 自 风 的 是 ， 对 别人 已 经 得 到 了 
的 东西 ， 其 中 很 多 本 书 是 用 咽 一 种 方法 进行 讨论 的 . 很 希望 多 数 
读者 从 方法 新 和 全 新 特别 是 全 新 的 东西 中 得 到 益处 
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常量 是 固定 的 保持 不 变 的 量 . 


常量 可 以 到 定 一 个 数值 ， 一 旦 取 定 即 保 持 常 值 不 变 ， 在 需要 
用 符号 表示 常量 时 ， 使 用 拉丁 字母 表 中 开始 部 分 的 字母 a，48， 
c 等 ， 这 是 分 析 与 代数 的 不 同 . 代数 的 考察 対象 是 園 定 的 量 , 在 
代数 中 a，&8，ce 等 代表 已 知 数 ，x，y，: 等 代表 末 知 数 . 而 分 
析 中 前 者 代表 常 量 , 后 者 代表 変量 . 
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变量 是 不 确定 的 ， 是 可 以 取 不 同 数值 的 量 ， 
确定 的 量 都 只 可 以 是 一 个 数 ， 变 量 可 以 取 每 一 个 数 ， 也 邯 确 
定 的 量 ， 或 者 常 最 与 变量 的 关系 有 如 单个 事物 与 一 类 事物 ， 一 类 
事物 包含 这 类 事物 的 每 一 个 ， 变 量 包含 每 一 个 确定 的 量 ， 变 量 通 
常用 拉丁 字母 者 中 结尾 部 分 的 字母 *，y ，z 等 表示 
， 1 = 


$ う 


指定 变量 为 某 个 确定 的 值 ， 它 就 成 了 常量 . 

变量 可 以 职 任 和 何 数 ， 因 而 它 的 确定 方式 是 无 穷 的 ， 事 不 过 所 
有 确定 的 数 ， 这 变量 就 依然 是 变量 , 不 是 常量 .这 样 变 量 就 包容 
着 正 数 和 人 负数、 整数 和 和 分数、 无理 数 和 超越 数 等 这 一 切 数 . 零 利 
虚数 也 一 样 地 在 它 的 琉 值 范围 之 中 . 
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变量 的 函数 是 变量 、 常 量 和 数 用 某 种 方式 联合 在 一 起 的 解析 
表达 式 . 

只 会 一 个 变量 *， 余 者 都 为 当量 ， 这 样 的 解析 表达 式 叫做 z 
的 函数 . 表达 式 

at+3z, ggー427。 ar+bva 2, co 
等 就 都 是 : 的 画数 . 
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变量 的 函数 本 身 也 是 一 个 变量 . 

可 以 用 任何 一 个 确定 的 值 来 代替 变量 ， 招 凋 函 数 可 以 取 无 穷 
多 个 值 . 区 由 于 变量 可 以 歌 虚 数值 ， 因 而 函数 可 以 歌 任 何 值 ， 便 
如 ， 函 数 v 9- 2， 如 果 限 制 z 只 取 实数 值 ， 那 么 Y9 - 2 就 取 不 


到 大 于 3 的 值 ， 如果 人 允许 z 取 虚 数值 ， 那 就 没有 Y9- z* 取 不 到 
的 值 . 例如 ， 可 以 让 z* 取 5w -1. 但 有 时 会 遇 到 只 是 象 函数 的 
消 数 ， 不 管 变量 取 计 么 值 ， 它 总 保持 为 这 数 . 例如 

* 


2 
il 1* ーー 
证 3 一 る | 


它们 样子 象 函数 ， 但 实际 上 都 是 常量 . 
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函数 由 变量 与 常量 联合 而 成 ， 函 数 之 间 的 基本 区 别 就 在 于 这 
联合 方式 . 

联合 方式 决定 于 运算 ， 运 算 规定 量 之 间 的 关系 ， 这 运算 首先 
是 代数 运算 ， 即 加 、 碱 、 乘 、 除 、 乘 方 和 开 方 ， 以 及 解 方 程 ， 其 
次 是 超越 运算 ， 即 指数 运算 ， 对 数 运算 ， 以 及 积分 学 提供 的 大 量 
其 他 运算 等 . ] 

这 里 指出 两 种 简单 的 函数 ， 一 种 是 倍数 ， 例 如 


フォ 。 3*。 する 。 az 等 . 
再 种 是 答 ， 例如 

了 2 33 ， 23 」 sz! 等 . 
它们 都 只 含有 单一 的 一 种 运算 . 下 面 我们 对 包含 过 于 一 种 运算 的 
表达 式 加 以 分 类 ， 并 成 于 每 类 一 个 名 称 . 
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冰 数 分 为 代数 函数 和 超越 函数 ， 前 者 愉 合 代数 运算 ,后 者 含 
有 超越 运算 . 
z 的 倍数 ，z 的 矢 以 及 由 前 面 所 说 的 代数 运算 形成 的 任何 一 
个 表达 式 ， 例 如 
at+b"—ecv2s— 2 


ロア ター Ab 


都 是 代数 函数 ， 代 数 本 数 常常 不 能 旺 式 表 出 . 例如 由 方程 
pa 
确定 的 的 冰 数 Z 就 不 能 显 式 表 出 . 虽然 这 个 方程 解 不 出 ， 但 可 
以 肯定 这 个 Z 等 于 * 和 常数 构成 的 某 个 表达 式 ， 因 而 这 个 Z 是 > 
的 函数 . 关于 超越 锋 数 要 指出 的 一 点 是 ， 赵 越 运算 必须 作用 于 变 
其 ， 如 果 超 越 运 算 只 作用 于 常 景 ， 这 样 的 隔 数 依旧 是 代数 函数 . 
例如 ， 记 半径 为 1 的 沿 的 周 长 为 <， 这 “是 个 超越 量 . 对 这 个 起 
越 量 c， 表 达 式 
c+z, cee, 4F 
等 坊 然 赴 代 数 中 数. 有人 対 关 是 否 为 代数 本 数据 出 疑问 ， 也 有 


人 认为 指数 为 无 理 数 的 短 ， 如 z”， 不 该 归 入 代数 函数 ， 并 给 它 
们 起 子 个 名 字 叫 半 超 越 函数 ， 这 都 无 关 紧 要 .- 
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代数 函数 又 分 为 有 理 陋 数 和 无 理 函 数 . 有理 函数 其 変 量 不 受 
根 号 作用 ， 无 理 萎 数 其 变量 受到 根 号 的 作用 . 
有 理 函 数 只 言 有 加、 了 减 、 乘 、 除 和 整数 次 的 乘 方 运算 .如 


2 
+E Ls i の する a 一 be 


得 十 记 


等 就 都 是 z 的 有理 函数 . 而 表达 式 


G オ アロ ーー デジ 。 (。-2z+ 2)3. ーー と キー 
就 都 是 无 理 函 数 . 

无 理 冰 数 又 分 为 显 式 的 和 风 式 的 . 显 式 无 理 函数 ， 加 我 们 刚 
举 出 的 例子 ， 是 可 以 乃 根 导 表 未 出 来 的 ， 隆 式 无 理 函 数 是 从 方程 
产生 的 . 例 名 , 方 程 

EI gr pe 


确定 的 2 就 是 z 的 隐 式 函数 . 代数 理论 还 没有 达到 能 够 从 该 方程 
求 出 2 的 显 式 表达 式 这 样 的 完善 程度 ， 人 允许 使 用 根 屿 也 不 行 . 
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有 理 汞 数 又 分 为 整 函 数 和 分 数 函 数 . 
分 母 中 不 含 变量 >， 且 变量 z 的 指数 中 没有 负数 ， 这 样 的 有 
理 函 数 叫 整 函数 ， 分母 中 含有 z， 或 者 z 的 指数 中 有 负数 ， 这 样 
的 有 理 熙 数 电 分 数 郴 数 ， 整 函数 的 一 般 形状 为 
atbrt+er td tat fe + 
此 整 淆 数 都 在 该 表达 式 之 中 .由 于 几 个 分 数 可 以 合成 为 一 个 分 
数 ， 所 以 分 数 函 数 的 形状 都 为 
atbktea +dr te t+ 
e す 店 27182+ す の キル デュー 
这 里 须 指 出 一 点 ， 常 量 a, 8, c,d, … 和 2, 名, y, 98, … 可 
为 正 数 ， 可 为 负数 ; 可 为 整数 ， 可 为 分 数 ; 可 为 无 理 数 ， 甚 至 可 
为 超越 数 ， 这 都 不 末 响 该 表达 式 为 分 数 函 数 . 
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接 下 来 我 们 考虑 单 值 函 数 和 多 值 函 数 . 

単 人 南 数 指 , 変量 z 的 每 一 个 值 都 只 得 到 一 个 确定 的 函数 
值 ， 多 值 郴 数 指 ， 从 变量 z 的 每 一 个 值 都 可 以 得 到 多 于 一 个 确定 
的 函数 值 ， 有理 函 数 中 的 整 画 教 和 分 数 函 数 都 是 单 值 函数 ， 因 为 
这 类 表达 式 ， 每 一 个 z 值 都 只 产生 一 个 函数 值 .无理 函数 都 是 多 
值 的 ， 根 号 给 出 两 个 值 ， 超 越 函 数 就 不 同 了 ， 有 单 值 的 ， 也 有 多 
值 的 ， 甚 至 有 无 穷 多 值 的 . 反正 弦 函 数 就 是 无 穷 多 俏 的 ， 其 变量 
z 的 每 -… 个 值 都 对 应 无 穷 多 个 角 虐 . 

1 


我 们 用 字母 PP，O， 玉 ，S$，7 了 等 表示 z 的 単 値 画数 . 
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二 值 函 数 ， 指 从 每 一 个 > 值 都 得 到 函数 Z 的 两 个 值 . 
平方 根 ， 例 如 w 2z + 2Z。 就 是 二 値 函数 . 対 毎 一 條 z 值 ， 表 


这 过 2 + 江都 有 正 一生 个 信 。 一 般 地 ， 如 果 2 由 一 次 方程 
-PZ+0=0 

确定 ， 它 就 是 个 一 们 汪 数 当然 ， 这 里 假定 P,Q 都 是 z 的 単 

值 函数 .. 从 这 个 二 次 方程 我 们 得 到 


Z = 六 PtVTI ピー 0 
也 即 每 一 个 确定 的 z 值 都 对 应 两 个 确定 的 Z 值 ， 须 指出 ，2Z 的 


两 个 值 必 定 同 为 实数 或 同 为 虚数 ， 而 且 由 方程 的 知识 我 们 知道 : 
这 两 个 值 ， 和 等 于 P， 积 等 于 0. 
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三 值 函数 ， 指 每 一 个 * 值 都 给 出 函数 的 三 个 确定 的 值 . 
三 次 方程 的 解 就 是 一 个 三 值 函 数 . 如果 P, 0, 是 z 的 单 
僅 画 数 , 且 
PI + OF-R=0, 
那么 2 就 是 z 的 三 值 函数 ， 央 为 从 z 的 任何 一 个 值 都 能 得 到 2Z 的 
三 个 值 . Z 的 这 三 个 值 ， 必 定 或 者 全 为 实数 ， 或 者 一 实 两 虚 ， 且 
这 三 个 值 ， 和 等 于 P， 积 等 于 丸 ， 两 个 两 个 之 积 的 和 等 于 0. 
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四 值 函 数 ， 指 每 一 个 z 值 都 给 出 函数 的 四 个 确定 的 值 ， 

四 次 方程 的 解 就 是 一 个 四 值 函 数 . 如 果 P，Q，R，5 都 是 zs 
的 单 值 函 数 ， 且 

グー P+ 07:- RFI+S=0, 

那么 Z 就 是 z 的 四 信函 数 ， 因 为 z 的 每 一 个 值 都 对 应 2 的 四 个 
值 ， 这 四 个 值 ， 或 者 都 是 实 的 ,或 者 两 实 两 虚 ， 或 者 都 是 虚 的 . 
而 且 这 四 个 值 ， 和 等 于 P， 积 等 于 5， 两 个 两 个 之 积 的 和 等 于 
0， 三 个 三 个 之 积 的 和 等 于 R， 类 似 闻 可 以 定义 五 值 函 数 、 六 值 
函数 ， 等 等 . | 
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这 样 一 来 ， 如 果 Z 由 方程 
の ーー アー + Om RI + 8 の ーー… =0 
确定 ， 那么 Z 就 是 z 的 rn 值 函数 ， 从 x 的 每 一 个 值 都 可 以 得 到 2 
的 £ 个 值 . 


这 里 应 该 指出 ，n 必须 为 整数 ， 也 即 要 知道 2 是 z 的 几 值 两 


” 数 ， 应 先 化 Z 的 方程 为 有 理 形 式 ， 这 时 Z 的 最高 次 損 的 次 数 訪 


几 ，Z 就 是 z 的 几 值 中 数 ， 从 z 的 每 一 个 值 就 可 以 得 到 2 的 几 个 
人 秆 .还 应 记 住 ，P，0，RR，5，… 都 应 该 是 单 值 函 数 . 如 果 其 中 
某 一 个 是 多 值 的 ， 屠 么 从 z 的 每 一 个 值 ， 得 到 的 Zz 值 的 个 数 ， 
将 出 P，Q@，RR，5"… 都 是 单 值 函 数 时 多 很 多 . 2Z 和 值 中 虚数 的 个 
数 必定 为 偶数 . 由 此 我 们 得 到 ， 如 果 mn 为 奇数 ， 则 2 的 秆 中 至 
少 有 一 个 是 实 的 ， 如 果 ヵ 是 偶数 ，2 可 以 没有 实 值 . 
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如果 z 的 多 值 函 数 Z 恒 有 并 且 只 有 一 个 实 值 ， 那 么 这 个 Z 
就 可 以 被 看 成 单 值 函数 ， 并 且 在 多 数 情况 下 就 可 以 当 作 单 值 函数 
来 使 用 . 
YE, JP, FP, 
就 是 这 样 的 函数 ，P 为 的 单 值 函数 时 ， 它 们 都 给 出 并 且 只 给 出 


一 个 实 值 ， 其 余 的 值 都 是 虚 的 . 因此 状 如 P+ 的 函数 ， 不管 m 为 
奇数 还 是 偶数 ， 只 要 n 是 奇数 ， 就 可 以 当做 单 值 函 数 ， 如果 x 


为 偶数 ， 那 么 Pr 或 者 没有 实 根 ,或 者 有 两 个 实数 . 因此 r 为 但 


数 时 ， 表 达 式 pr 可 以 被 当做 二 值 函 数 . 这 里 要 求 旦 为 最 简 分 
数 . 
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如 果 y 是 z 的 函数 ， 那 么 z 就 也 是 y 的 函数 . 

7 是 z 的 函数 ,不 管 单 值 的 还 是 多 值 的 ， 那 就 有 一 个 方 福 . 
通过 这 个 方程 ，y 由 z 和 常量 决定 . 通过 这 同一 个 方程 ，z 也 可 
以 由 y 和 常 量 決定 . 这样 > 就 可 以 等 于 由 y 和 常量 构成 的 表达 
式 . 这 就 是 说 z 是 7y 的 函数 ， 并 且 我 们 也 可 以 得 出 从 一 个 y 值 能 
确定 几 个 z 值 ， 可 以 有 这 样 的 情形 ，y 是 z 的 单 值 函 数 ， 但 > 基 
7 的 多 值 函数 .例如 y，z 通过 方程 y= ayz - bx? 相 联 系 时 ,，y 是 
z 的 三 值 函 数 ， 而 z 是 y 的 二 值 函数 . 
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如 果 y 和 x 都 是 3 的 函数 ,那么 y 和 x 就 也 互 为 对 方 的 蚁 
数 . 

Y 是 z 的 函数 ， 从 而 x 也 是 y 的 卫 数 ， 类 似 地 z 也 是 x 的 函 
数 . 这 两 个 函数 z 相等 ， 由 此 得 到 一 个 关于 *，y 的 方程 . 通过 
这 个 方程 ，y 和 可 互 由 对 方 表 出 ， 也 即 互 为 对 方 的 函数 .由 于 
代数 技巧 的 不 足 ， 两 个 函数 = 往往 者 不 是 显 式 的 ， 但 这 并 不 影响 
它们 相等 这 一 性 质 .、 再 者 ， 给 定 两 个 方程 ， 一 个 合 y 和 z， 一 个 
含 x 和 z， 那 么 用 传统 的 方法 消去 *， 我 们 就 也 得 到 一 个 表示 x 
和 y 之 间 关 系 的 方程 . 
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下 而 我 们 考虑 特殊 的 几 类 函数 . 先 考 忠 偶 函 数 . z 取 + 下 和 
-大 时 ， 郴 数值 相等 的 函数 叫 偶 函数、 

就 是 :的 一 个 全 函数 ，z = 和 z= -站 时， 表达 式 于 的 
值 相同 ， 都 是 デニ = 成 ， 类 似 地 ，z+，z##s， 弄 ， 一 般 地 ， 只 槛 m 为 
偶数 , 不 管 正方 和希 , 疾 が 都 为 偶 函 数 . 再 者 ， 由 于 当 nr 为 奇 
数 时 ， 可 以 把 zr 当做 单 值 函 数 ， 所 以 m 为 偶数 = 为 奇数 时 ， 不 
是 偶 函 数 . 进一步 ， 由 偶 次 宪 以 任何 方式 组 成 的 函数 仍然 是 偶 函 
数 ， 例 如 

ZF=a+ b+ e+ di +, 
Ft be te t+ das + 
すす お デー Yt Bs 4 


都 是 > 的 偶 函 数 . 对 分 数 指数 也 类 似 ， 


2 2 4 
Li Dt rs FT キー 


2 和 4 2£ 
アーg 十 本 ヨコ 十 本 3+ + 


tej + os + 3 
£ 
a+ t+ yr + df 


都 是 z 的 偶 函 数 ， 而 且 这 类 表达 式 全 是 单 值 函数 ， 因 而 也 称 它 们 
为 单 值 个 函数 . 


= 


$S 19 


z ニ + ル 和 z= -点 时 取 慎 完全 相间 的 多 值 餐 数 称 为 儿 值 偶 销 
数 . 
含 Z 和 z 的 方程 ，2Z 的 最 高 次 数 为 几 ，Z 就 是 z 的 ル 合 画 
数 . 如果 z 的 次 数 都 是 偶数 ,那么 这 种 方程 确定 的 就 是 Z 的 多 
情 但 歯 数 . 如果 
Zs og グ T ha”, 
那么 Z 就 是 z 的 二 値 偶 画 数 : 如 果 
-aT + pg グー gg =0。 
那么 Z 就 是 z 的 三 值 偶 函 数 . 如果 PP，0Q，RR，$， 了 等 表示 z 的 
单 值 偶 郴 数 ， 那 倪 
到 -PFA+0O=0 
确定 的 Z 就 是 ; 的 二 值 偶 函数 ; 
ZZ- P+ QF- R=0 
确定 的 Z 就 是 z 的 三 值 偶 函 数 ， 类 推 . 


$ 20 
可 更 由 常量 和 变量 z 的 成 的 偶 画 数 , 不 管 单 值 的 还 是 多 值 


的 , z 的 次 数 都 必须 是 偶数 ， 
a 10 . 


我 们 已 经 举 过 一 些 这 样 的 单 值 函数 的 例子 ， 再 如 ， 表 达 式 
at+v ぴー a + oz — bz’, e+ z+ a 

等 也 是 这 样 的 函数 . 

因而 剖 定义 侦 畏 数 为 2 的 函数 . 

如 果 y=z 开 ,而 〆 是 7Y 的 函数 ,那么 换 y 为 *，2 就 三 了 指 
数 全 为 偶数 的 : 的 函数 . 须 指 出 ， 作 为 y 的 函数 ，Z 中 不 能 含有 
yy 或 类 似 于 yy 的 ， 使 得 换 y 为 z? 时 产生 z 的 奇 次 输 ， 例 如 y+ 
v ay 是 y 的 函数 ， 但 换 y 为 瑟 ， 它 成 为 z+ zya， 不 是 z 的 偶 函 
数 . 排除 大 这 种 情况， 我 们 做 成 的 偶 函 数 就 都 是 2 的 函数 ， 这 
诈 头 既 适 用 又 便于 构成 介 函 数 . 
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換 = 为 - = 时 ， 其 值 变 号 的 函数 叫 * 的 奇 函 数 ， 

z 的 奇 次 每 ，2，55，27，… 及 z-1，z-3，z-5，… 都 是 z 
的 奇 浮 数 ， 当 m，n 都 是 奇数 时 ， 式 也 是 奇 函 数 ， 更 一 般 地 ， 
由 这 类 每 组 成 的 表达 式 ， 如 


m+ Bei, ar+ az ! 


及 
23 十 gz3 十 he る 
等 都 是 z 的 坷 函数 奇 函 数 的 形成 及 性 质 的 获得 都 苘 以 比照 着 偶 
盟 数 进行 . 
S 22 


:的 偶 函 数 乘 上 z 勤 x 的 任何 一 个 奇 函 数 ， 得 到 的 积 为 > 的 
时 11 a 


奇 函 数 . 

设 PP 是 z 的 侦 函 数 ， 则 换 z 为 -z 时，P 的 值 不 变 ， 这 时 换 
应 的 > 为 -=z 得 - 产 ， 即 产 是 奇 函数 .现在 设 P，@ 分 别 为 z 
的 企画 数 和 硼 函 数 ， 由 定义 知 ， 换 * 为 -zz 时， 忆 的 值 不 变 ， 吕 0 
的 值 变 为 - Q. 因而, 换 PQ 的 x 为 -sz 时 ， 其 值 变 为 - PO, 即 
PO 基 奇 晒 教 . 例 如 e+w e+ 也 是 个 函数 ， 妇 是 奇 画数 , 所 以 
乘积 

mt gta 
是 * 的 译 范 数 ， 类 似 的 ， 
s(t 
x+ 应“ a +t” 
是 z 的 奇 函 数 . 从 这 里 的 讨论 中 可 以 看 到 ， 如 果 函 数 P, 9 一 奇 


一 个 ， 则 它们 的 商 广 和 总 都 是 奇 画 数 ， 
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两 个 奇 函 数 ， 相 乘 相 除 ， 结 果 都 为 偶 函 数 . 
设 0，$ 都 是 z 的 奇 函 数 ， 那 么 换 z 为 _z 时 ，0 变 为 -0， 
S 变 为 - $、 从 而 换 z 为 z 时 ， 积 PQ 和 商科 的 值 都 不 变 ， 也 


即 它们 都 是 z 的 偶 函 数 . 显然 ， 任 何 一 个 奇 函 数 ， 其 平方 是 个 范 
数 。 立 方 是 奇 函 数 ， 四 次 方 是 侦 函 数 ， 类 推 . 


$ 24 
如 果 y 是 z 的 奇 函 数 ， 则 > 也 是 y 的 栖 函 数 . 


由 y 是 z 的 奇 薄 数 我 们 知道 , 换 z 为- z 时 ，y 变 为 ~-y。 
円 まう " 


现在 将 这 个 z 确定 为 y 的 函数 ， 那 么 换 yy 为 -7 时 ，z 必定 变 为 
-s， 也 即 x 是 y 的 奇 函 数 . 例如 y=2， 这 7 是 z 的 奇 咕 数 ， 解 
出 得 ジ ニッ 或 々 =?3. 这 个 z 是 y 的 奇 函 数 ， 再 如 y= az + bz， 
这 个 y 是 3 的 奇 琐 数 . 反之 ， 由 方程 如 + ar = y 得 到 的 由 y 表示 
的 z, 也 是 y 的 奇 函 数 . 
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如 果 在 确定 y 为 z 時 函数 的 方 程 里 , 各 項 中 y，z 指数 之 和 ， 
同 为 偶数 或 同 为 奇数 ， 则 y 为 z 的 奇 函 数 ， 

在 这 样 的 方程 中 ， 同 时 换 z 为 -z,， 换 7 为 -YY， 则 各 项 或 
者 帮 不 变 ， 或 者 都 变 为 负 的 ， 这 两 种 情况 下 方 牧 都 是 不 变 的 ， 也 
即 在 两 种 情况 下 ，y 由 z 确定 的 方式 中 -由 -xz 和 确定 的 方式 都 
是 一 样 的 .因此 ，z 换 为 ~z 时 ，y 就 换 为 ~- y， 也 即 * 是 z 的 奇 
函数 ， 例如， 方程 

y= ay + be +e, - 
+ ar z= ba + ey+ dd 
中 的 y 都 是 z 的 奇 函 数 . 
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如 果 了 是 y 的 医 数 ,二 是 z 的 函数 ， 且 了 同 y 及 常数 之 间 的 
关系 跟 同 z 及 常数 之 间 ， 这 黄种 关系 完全 相同 ， 那 么 我 们 就 称 
Y、Z 是 相似 末 数 . 

例如 ， 当 

Z=at+bto, Y=ao+by+tor 
对， 这 Z，Y 就 是 相似 函数 .类 似 的 ， 在 多 值 函 数 情况 下 ， 当 
・ 13 


DP = az 起 ， 了 = ay2 了 二 
时 ， 这 二， 了 也 是 相似 郴 数 .由 此 我 们 得 到 ， 当 7 的 郴 数 了 与 = 
的 函数 Z 相似 时 ， 换 y 为 z， 函 数 了 就 谈 成 了 函数 Z. 这 种 相 
似 ， 我 们 把 它 说 成 是 了 与 y 之 间 的 函数 关系 同 于 Z 与 z 之 闻 的 消 
数 关 系 . 変量 y，z 之 间 有 无 依赖 关系 我 们 都 可 以 使 用 这 种 说 
法 . 例如 ，Y 的 沙 数 

ay + by 
相似 字 y+ nn 的 函数 

a (y+n) +b (y+n), 
这 里 我 们 视 y + 站 为 z， 又 z 的 函数 

g++ ce 

q+ 应 二 Yr 
相似 于 二 的 函数 

a i+ he+e 

ort 让 + 7 
这 里 我 们 视 二 为 y， 相 似 函数 这 一 概念 在 整个 高 等 分 析 中 有 着 广 
证 的 应 用 .一 元 函数 的 一 般 知 识 先 讲 这 些 ， 进 一 步 的 解释 将 在 后 
面 的 应 用 中 给 出 . 
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第 二 章 


i は ER Wi が be が 2 か a i ed Hy お I 于 全 oy a es 小 pe 7 


7 if HH ! i i A IN 1 | 
人 A pd! 0 MM + 
店 EE i tpt te a Tr 
a de ee tp 
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改变 函数 形式 的 方法 有 两 种 ,一 种 是 替换 变量 ， 一 种 是 保持 
原 有 变量 ， 直 接 改写 表达 式 ， 
从 代数 中 我 们 知道 ， 同 一 个 量 可 以 有 不 同 的 表达 式 ， 例 如 
3 2a2 1 
2ー32 ナ 2 の 3g222T3g7 ナ 2; ni Tr, 
可 分 茵 改写 为 
ロー (2- 72); (Cara; 了 
这 改写 成 的 表达 式 都 与 原 表达 式 完全 等 价 ， 不 同 的 只 是 形式 . 
变换 函数 的 再 一 种 方法 是 蔡 换 变量 ,也 称 为 换 元 ， 即 用 另 一 
个 变量 y 代替 変量 <. 当然 ，y 与 : 有 着 一 定 的 关系 . 例如， 用 
7 蔡 换 ec-z， 则 > 的 函数 o4 -4asz+6azz2 4az+ 坟 恋 为 Y 的 


2 2 
頭数 ば 念 っ 则 攻 的 无 理 函 数 v a* + #“ 恋 为 再 的 有 理 


i+ + sz. 


2 2 
函数 “一 .下 一 章 讨论 这 种 换 元 变换 ， 本 章 讨论 不 换 元 的 改写 
* 1 。 


志和 
"tl 
NN 2 


将 整 旺 数 分 解 成 因 式 ， 人 从重 将 它 表 泵 为 蓝 积 ， 这 常常 带 来 方 
司 . 
分 解 成 因 式 的 整 函 数 ， 其 性 质变 得 明显 ， 一 根 怠 看 得 出 z 的 

哪些 值 合 它 变 为 等 . 例如 将 末 数 

6ー7z の" 
表示 訪 乗 息 

(1ーz) (2- 82) (3+z), 

扼 么 使 该 辐 数 变 为 零 的 三 个 值 显 然 是 z=]，z=2 科 z=--3. 但 
是 要 从 原 式 和 -7s+ 和 全 看 出 这 兄 点 性 质 ， 可 就 远 非 这 人 么 容易 . 我 
们 用 z 的 最 高 次 数 来 区 别 因 式 . 称 z 的 最 高 次 数 为 1 的 因 式 为 线 
性 因 式 . 线 件 因 式 的 形状 为 

上 + 华 ， 
称 x 的 最 高 次 数 为 2 的 因 式 为 二 以 因 式 ， 其 形状 次 

f+ p+ hee, 
称 z 的 最 高 次 数 为 3 的 因 式 为 三 次 因 式 ， 其 形状 为 

f+g+ he + 
类 推 . 显然 ， 二 次 因 式 是 两 个 线 手 因 趟 的 积 ， 王 次 因 式 是 三 个 线 
性 因 式 前 息 . 类 推 , 由 此 可 出 z 的 最 高 次 数 为 n 前 整 画 数 含有 p 
个 线性 因 式 ， 这 样 ， 即 使 一 个 整 冰 数 的 因 式 中 有 二 次 、 三 次 或 于 
高 次 的 ， 我 们 也 说 得 出 它 的 线性 藉 式 的 总 个 数 . 
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对 于 z 的 整 函 数 Z， 求 出 了 方程 Z=0 的 所 有 的 根 ， 就 等 于 
a 16 内 


让 本 了 全， 下記 

に テー ア 浅 方 可 ク =0 前 直 。 半 ュー チア 除 得 だ を 。 也 部 : 

中 Mr 人 这样， 水 抽 了 方 各 Z <0 的 所 名 的 根 
由 

a jh 和 全 人 靖 碟子 线性 因 式 ， 也 就 有 了 站 的 梯 积 形式 

a 

让 让 -注意 浊 人 2 中 的 最 高 次 等 的 系数 不 是 + 1， 那 

六 天 和 和 (zz- sg 让 生 上 这 个 系数 才 等 于 了 Z， 也 即 ， 如 


1 是 
ンド 


4 に 
“hh ir, 
PE 


Z= rt Bl Cy 
则 

Z=A (zー ア が ) (z-g) ta hf) 3 
如 果 

Z=A+B+ C+ D+ Et +, 
7 =0 的 根 为 六 9 Fi， …， 则 


:人 
有 反之 ， 如 果 z 的 函数 2 有 因 式 =- 了 或 1- 了， 那么 把 2 中 的 s 换 
成 げ 。 刘 因 式 ~/ 或 1- 地 变 为 堆 ， 从 而 请 数 2 变 为 零 ， 
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线性 因 式 可 实 可 虚 ， 和 如果 函 数 Zz 有 虚伪 式 ， 则 虚 盆 式 的 个 
数 必 为 偶数 . 

整 疯 数 Zz 的 线性 因 式 由 方程 7=0 的 根 纵 出 ， 实 根 得 出 实 因 
式 ， 虚 根 给 出 氏 因 式 ， 而 方程 的 虚 根 个 数 恒 为 偶数 ， 因 而 基数 


Z， 或 者 没有 碟 因 式 ， 或 者 有 2 个， 或 者 有 4 个 ,或 者 有 5 个 ， 
17 


等 等 . 如果 画数 Zz 只 有 两 个 虚 因 式 ， 那 么 这 两 个 虚 因 式 的 积 必 
定 是 实 一 次 因 式 . 这 是 因为 记 全 体 实 因 式 的 积 为 P， 则 这 两 个 虚 


因 式 的 积 太 必定 是 实 的 ， 同 样 的， 如 果 函 数 2 有 4 个 ,6 个 或 者 


8 个 虚 因 式 ， 那 么 它们 的 积 也 人 重 为 实 的 . 因为 这 每 一 个 积 都 等 于 
Z 除 上 相应 的 全 体 实 因 式 的 积 ， 
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如 果 0 是 4 个 虚线 性 因 式 的 实 乘积 ， 那 么 这 个 Q 可 以 表示 
或 两 个 实 二 次 因 式 的 恢 积 . 
这 个 0 的 形状 为 
z+ de + Br+ C+D. 
假定 9 不 能 表示 或 两 个 实 因 式 的 乘积 ， 那 么 它 必 定 可 以 表示 或 
形状 为 
ター2 (p+g ア ーー1) >z+r+sw 一 1 
和 
ター2 (pーg マ -1) z+r-sv ー1 
这 样 两 个 女 二 次 因 式 的 积 ， 这 是 因为 这 两 个 因 式 的 积 必须 等 于 实 
的 z+ A + 有 ?+ +D. 从 这 两 个 虚 二 次 因 式 我 们 得 到 下 面 4 
个 虚线 性 因 式 
TI.z- (p+g マ -1) + 
Vp +2pgv -1-g-r-sv -1 
1. z- (prav -1) - 
Vp +2pgv -1-g-r-sv 1 
H. xz- 人 tp-gw -1) + 


Vp ~ 2pg y lg -r+sw ー1 
円 lB * 


N. xz- (p-gv ~1) - 
vp-2pgv grits -i 
为 简单 起 见 ， 我 们 令 
t=p -gq -rr, ルー2pg 一 5. 
I ， 扯 相 乘 ， 积 为 
和 一 【2p 一 21 + 2 t+ wi) z+ p+ ge 
pV 2 E+ qv 2 2 PI I RT 
是 实 的 . 类 似 的 ， 正 ， 下 的 积 
タテ ー (2p+y 2 +2 t+ us) z+p” 
+ 9 の "+pV 2 +2 VM +g 2 + 
也 是 实 的 .这样 从 我 们 前 假定 ，C 不 能 表示 为 两 个 实 二 次 因 式 
出 发 ， 推 出 & 也 依然 能 表示 成 两 个 实 二 次 因 式 的 乘积 . 
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不 管 * 的 整 函数 2 有 允 少 个 虚线 性 因 式 ， 我 们 都 可 以 把 它们 
配 成 对 ， 合 得 每 一 对 的 乘积 都 是 实 的 . 

虚 根 前 个 数 恒 为 性 数 ， 记 为 2， 又 虚 根 对 应 的 全 笨 因 式 的 
乘积 是 实 的 . 如 果 只 有 两 个 虚 根 ， 那 么 由 前 一 节 知 它们 的 积 为 
笑 : 如 果 有 4 个 虚线 性 因 式 ， 也 由 前 一 节 知 ， 它 们 的 积 可 以 表示 
成 两 个 状 如 大 + 到 + 上 药 实 二 次 因 式 的 积 ， 虽 然 这 证 明 方 法 不 能 
推 庙 更 高 次 ， 但 是 不 管 虚线 性 因 式 的 个 数 是 多 少 ， 它 们 都 其 有 这 
种 性 质 是 无 疑 的 . 因而 可 以 用 =” 个 实 二 次 因 式 代替 2n 个 虚线 性 
因 式 . 这 样 我 们 得 出 了 结论 ，z 的 整 函数 可 以 表示 成 实 线性 因 式 
和 实 二 次 因 式 的 乘积 . 这 里 没 作 严格 证 明 ， 后 而 给 出 的 一 种 严格 
些 的 证 法 ， 是 把 状 如 

本 19 而 


。 は 
二 bs", a + ba" + ea, q+ ba + esr + ga 


等 的 裔 数 实际 地 分 解 成 实 二 次 办 式 . 
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划 毕 :的 整 男 数 艺 在 *= 和 时 取 值 4 在 >*= 问 时 到 值 号 ， 郝 
么 对 A, 吾 之 间 的 酝 何 :个 值 C，a， 上 4 之 同 者 存在 一 个 c<， 使 得 
= 了 时，Z 取 值 为 万， 

ZZ 是 :的 单 秆 是 数 ,对 z 的 每 一 个 实 值 ，Z 都 有 一 个 实 局 与 
之 对 应 我们 这 里 ，z> = a 时 ，Z 取 值 4; z= 5 时 ，Z 取 慎 8， 
函数 Z 从 A 变 到 召 的 过 程 不 能 中 过 4 ， 召 之 间 的 任何 一 个 值 ， 如 
果 方 程 Z-4=0， 2 -了 =0 各 有 一 个 实 根 ， 那 么 对 4， 瑟 之 闻 
的 任何 一 个 值 EC， 方程 Z-C=0 就 也 有 一 个 实 根 . 

因此 ， 如 果 表 达 式 了 -4，7Z- 晴 各 有 一 个 实 钱 性 因 式 ， 那 
么 对 4， 昌之 间 的 任何 一 个 CC， 表达 式 Zz-C 就 也 有 一 不実 幾 性 
因 式 . 
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期 果 整 陣 数 中 g 的 最 大 指数 是 奇数 ， 记 作 2m + 1， 那 么 ， 
函数 2 至 少 有 一 个 实 线 性 因 式 . 

这 个 了 的 形状 显然 为 

レス た の テン ます て ポン ンー 
z= wm 了 时 ,与 第 一 项 相 比 ， 其 他 项 都 可 忽略 ,我 们 有 2Z = 
(oyna oo, 从 而 ダー- 吧 有 实 线性 因 式 z- ゅ w. 类 似 地 ，， 和 二 
-名 持 ，z= 《jt -wm， 从 而 z+ wm 有 实 线性 因 式 z + 
2 由 于-o 和 7Z+o 都 有 实 线性 因 式 ， 知 2 + CC 由 必 有 线性 因 
式 ， 只 要 怀 在 + 中 和 -oo 之 间 ， 也 即 〖C 可 以 是 任何 一 个 实数 ， 
a 230 时 


或 止 ， 戒 信 ， 成 者 为 零 ， 因 此 C=0 時 , 函数 Z 有 実 幾 性 因 式 z 
-cc 数 c 在 +m 和 =- 台 之 问 ， 它 或 让， 或 负 ， 或 者 为 零 ， 
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如 采 整 明 数 3 中 > 的 最 大 指数 是 奇数 , 那么 ，Z 的 实 线性 
因 式 的 个 数 ， 必 定 或 为 1， 或 为 3， 或 为 5， 或 为 7， 等 等 . 

前 节 证 明了 ， 这 个 2n + 1 次 整 函 数 Z 至 少 有 一 个 实 线 性 因 
式 s ~- c， 如 果 8 有 另 一 个 因 式 zd 那么, 用 (z-c) (zs-d) 
除 Z 得 到 的 商 ， 是 2n -~- 工 次 整 画 数 ， 由 章节 条， 这 商 圣 少 有 一 
个 实 线性 因 式 . 即 2 的 实 线性 因 式 个 数 ， 如 果 多 于 1， 那 它 至 少 
是 3 个 ， 类似 地 ， 如 果 多 于 3 个 ， 那 它 至 少 是 5 个 ， 类 推 . 我 们 
得 到 奇 次 整 画 孝 的 实 线性 因 式 个 孝 为 奇数 、 面 这 个 Z 的 线性 因 
式 总 个 数 为 2n +1， 也 为 末 数 ， 可 兄 它 的 大 线性 因 式 的 个 教 为 候 
数 . 
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z 的 最大 指数 方 偶数 2z 的 整 函 数 Z， 其 实 线性 因 式 的 个 数 ， 
必定 或 为 2， 或 为 4, 或 为 6， 等 等 . 

假定 这 个 ZZ 有 2m +1 个 实 线性 因 式 ，2m + 1 是 奇数 ,那么 ， 
用 这 2m + 1 个 因 式 的 积 除 2 ， 得 到 的 商 中 = 的 最 大 指数 是 2m - 
2m -1， 这 是 个 奇数 .因而 这 个 商 ， 从 而 2 有 舅 外 一 个 实 线 性 因 
式 . 好 Z 的 实 线性 因 式 个 数 为 2m+2， 为 偶数 ， 加 上 前 节 的 结 
论 ， 我 们 叉 一 次 证 明了 整 函 数 的 万 根 个 数 为 偶数 . 


21 * 
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如 果 画 数 2 中 z 的 最 大 指数 为 偶数 ， 且 常数 4 的 符号 为 负 ， 
那么 ， 这 个 Z 至 少 有 两 个 实 线性 因 式 . 
这 里 的 这 个 Z 形状 为 
za lt 二 -A. 
前 面 讲 过 , 令 x=m， 则 = wm， 这 里 令 z=0, 则 ZZ= -A. 回 
而 Z- 呈 有 实 因 式 z- m; Z + 4 有 因 式 z -0. 从 而 由 0 位 于 
-与 4 之 间 ， 知 Z +0 必 有 实 线性 因 式 z-c,c 在 0 与 %m 之 
间 . 及 由 z= -ww 时 ， Z=m,。 得 8- 中 有 因 式 :s+ mm，2+4 有 
因 式 z+ 0. 这样， 我 们 得 到 Z +0 有 实 线性 因 式 z+ d, g 在 0 
与 无 穷 之 间 ， 命题 得 证 .我 们 得 到 了 ; 对 于 这 里 的 Z, 方 程 2 = 
0 至 少 有 两 个 实 根 ,一 正 一 负 . 人 例如， 方程 
z+taor lilt+y-a=0 


就 有 一 正 一 负 两 个 实 根 ， 
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分 数 函 数 ， 如 果 分 子 中 z 的 最 高 次 数 比 分 母 中 的 不 小 ， 那 
么 ， 这 个 分 数 函 数 可 以 表示 成 一 个 整 函 数 与 一 个 新 的 分 数 函 数 这 
样 两 部 分 的 和 ， 这 个 新 的 分 数 函 数 ， 分 子 中 z 的 最 高 次 数 比 分 母 
中 的 小 . 

如 果 分 母 中 z 的 最 高 次 数 比 分 子 中 的 小 ， 那 么 用 分 母 按 通常 
的 方法 除 分 子 ， 除 到 商 中 的 宕 要 为 负数 时 停止 ， 这 个 商 就 由 一 个 
整 函 数 和 一 个 分 数 函 数组 成 ， 旦 分 数 函 数 分 子 中 z 的 最 高 次 数 比 


分 母 的 低 .- 例如 对 分 数 函 数 1+ 世 ， 作 除法 ,得 


1+22” 


= 。， 


ョ キト > 4 四 
キー 
ji 十 之 1 キュー 


仿照 算术 ， 我 们 称 分 次 数 比 分 年 次 数 不 小 的 分 数 明 数 为 假 分 数 
沁 数 .以 区 别 于 分 次数 小 于 分 其 次 数 的 腑 分数 国 数 ， 凡 而 本 节 
下 讲 可 际 述 久 假 分 数 天 数 可 表示 成 一个 整 羡 数 与 一 个 真 分 比 尖 数 
的 衝 . 新 的 大 示 用 通常 的 除法 得 色 . 
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分 母 是 两 个 互 质 因 式 乘 积 的 分 数 画 数 ， 可 分 解 成 分 别 以 这 两 
个 因 式 恩 分 荚 的 两 个 分 数 畏 数 之 租 . 

虽然 这 里 的 分 解 方 法 对 真 候 分数 呆 数 都 适用 ， 但 我 们 主 槛 是 
把 它 用 于 真 分 数 函 数 ， 即 可 以 把 分 苹 是 两 个 互 质 因 式 的 真 分 数 函 
数 ， 分 解 成 分 别 以 这 两 个 因 式 为 分 母 的 两 个 新 的 真 分 数 光 数 之 
种 ， 本 分 法 队 --， 我 们 只 举例 ， 不 证 明 ， 内 例子 完全 可 以 于 清 . 
亡 虑 分 数 王 数 

1 -2z+3¢ - 4 の 
1+ 4 
で 的 分 年 1+48 等 二乗 息 
人 

我 全 本 艇 的 直击 访 阔 络 分 解 蕊 分 绚 以 1 2z222 和 和 了 22 1 
人柱 
虎 们 假定 它们 的 分 子 分 因为 a + 应 和 y+ 并 ， 袖 据 微 定 我 们 有 


拉 在 辣 的 蚂 个 分 数 也 歼 加 起 来 ， 辣 时 得 


> 234 ， 


分 子 为 分 母 为 
a-2ar+2ar + 应 -2 128 
‘Fy +2 +27 + +267 + 
2 1 + 站 


求 得 的 各 ， 其 分 母 与 原 分 数 汕 数 的 相等 ， 因 而 分 子 也 应 相 

等 .由 于 未 知 数 { 即 a，8，Y，5) 的 个 数 与 分 子 的 项 数 相 等 ， 
我 们 唯 -~ 地 得 到 如 下 的 四 个 方程 

1) a+¥=1 

2) -2a+P+2Y+8= -2 

3) 2a -28+27 +28=13 

4) 28+28=ー4. 
1)、4) 分 别 给 出 e+y=1 和 8+I= -2. 由 2) 和 4) 得 。 - ァ 
=0, 由 1) 和 3) 得 9- =1. 最 后 我 们 得 到 


< ティ ァ = ラ , p= 3, = 
从 而 画 数 
1 -2z+ 3 どー42 
1 +4z4 
分 解 成 了 
1 3 1 3 
2 47 2 47 


1+2z+12 1 1_ 27+22 
由 于 引进 的 未 知 数 的 个 数 便 等 于 分 子 的 项 数 ， 所 以 一 定 求 得 出 我 


们 所 要 的 解 . 但 要 记 住 一 点 ， 一 个 前 提 是 分 母 的 因 式 必须 是 互 质 
的 . 


"了 4- 
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分 数 画数 可以 分 解 成 W 的 不 相同 线性 因 式 个 数 那么 多 个 ， 
状 如 一 人 的 简 分 式 . 
Pp 


设 分 数 函数 兴 为 真 分 数 函 数 ， 即 村 、N 都 是 整 函数 ， 且 が 
的 次 数 比 的 小 ,那么 当 N 分 解 成 了 不 相同 线性 因 式 时 ， 表 达 
式 蛤 就 可 以 分 解 成 W 的 不 相同 线性 因 式 个 数 那么 多 个 分 式 ， 因 
为 每 一 个 因 式 都 是 一 个 部 分 分 式 的 分 母 . 因此 ， 如 果 pq 是 N 


的 一 个 因 式 ， 它 必定 是 一 个 部 分 分 式 的 分 母 ， 而 这 个 分 式 分 子 的 
次 数 应 该 小 于 分 母 p - gz 的 次 数 ， 所 以 分 子 应 该 是 常数 .从 而 我 


们 得 到 分 母 p+ qz 对 应 的 简 分 式 为 > 人 < 二， 这 种 分 式 全 体 的 和 等 


于 分 数 沙 数 江 ， 
例 : 我 们 考虑 分 数 函数 


分 母 的 线性 因 式 为 z,。 1- z 和 1+ z. 该 函数 可 分 解 为 三 个 简 分 
式 


4 お .LC _1+2 
z 1-z l+z rz， 


作为 分 子 的 常数 4、B、C 待定 ， 求 这 三 个 简 分 式 的 和 ， 得 公分 
母 为 z - 2. 由 分 子 的 和 应 该 等 于 1+ 一 ， 我 们 得 到 方程 
A+B -A ーー 
+ C+ 本 = + + 
— Cr 


"5 " 


毕 较 两 洲 ， 得 到 关 十 末 知 数 4、 お 、 的 方 吾 
4) パー 
2) BaD 
3) -A+B- C=i, 
方程 的 个 数 与 未 灶 数 的 个 数 相等 . 代 1) 入 3) 得 』- 已 =2， 从 
Ti 
A=1, B=i, C= —E. 
这 样 我 们 得 到 


1 キテ 
= 2 


テー 

的 分 解 式 为 
て 1 _ 

1 を +z 


ga 只 要 它们 都 不 相 


商 站 就 志 可 以 用 这 样 的 方式 把 它 分 解 为 分 母 因 式 个 数 那 么 多 个 从 
分 式 . 如 果 分 母 的 因 式 中 有 相同 的 ， 那 时 的 分 解 方法 与 这 里 的 不 
同 ， 这 后 面 讲 . 
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分 母 的 每 一 个 线性 因 式 都 给 出 分 数 函 数 些 分 解 式 的 一 个 
简 分 式 .这 一 节 我 们 讲 这 单个 简 分 式 的 求法 . 
将 是 育 的 一 个 加 姓 因 式 
N= {p- g) 3。 
这 里 5 是 :的 整 丽 数 ， 记 p- 和 和 所 对 应 的 分 式 分 曾 为 -4 
和 号 ， 那 么 由 8 39 我 们 有 
も 


| 
四 


T(tp- gq) SS 
RE P, 即 p- or 十 及- AS 的 因 式 ， 由 此 知 


z= 羡 时 好 -43 为 零 ， 也 即将 斤 和 3 中 的 > 换 为 时 玉 - 4 = 
0， 从 而 4 = 全 ， 这 样 我 们 但 到 了 分 式 一 全 -的 分 天 4， 等 于 : 
时 二 的 从 ， 半 二 的 分 区 分 解 成 了 不 同 的 线性 因 式 时 ， 求 册 


ォ 


対 記す 送 毎 个 内 式 的 简 分 式 ， 分 式 人 时 就 等 于 这 些 简 分 式 的 和 
例 : 考虑 上 节 举 过 的 例子 


1+ z* 
一 3 1 
这 里 放 =1+ ョ 7, MP 了 线性 因 式 :. 則 9 ニュ ーー ~ 


17 


i ゴ 


时 ，4= 二 = 前 分 攻 二 ; 取 因 式 1- =， 则 S= z+ 呈 
2 


-z=0 时 ，4= -士气 =1， 简 分 式 为 1 ， 取 国 式 142， 则 5= 
一 - 1+ ] . 
ォ ー<“。 1+z=0 时, ーー MI 


2 1 すす 
タッ ー ジ て を ロー i 
与 上 节 求 得 的 结果 一 致 ， 
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PP 的 次 数 小 于 (pp 一 qz)" 的 次 数 时 ， 分 数 函 数 于 -二 可 分 


ーー 
・ 2 了 7 ・ 


解 为 部 分 分 式 的 和 


4 8 I 
(pq) pg) po gp 
这 里 的 分 于 全 都 是 常数 . 
由 P 的 次 数 小 于 nn， 知 P 的 形状 为 
+ 
共 』 項 . 尸 应 该 等 于 部 分 分 式 和 的 分 子 ， 部 分 分 式 和 的 分 母 为 
(一 FE)"， 分 子 为 
A+B (p- gq) +C (p- g++D tp- g++k 
(p - ge) 
这 分 子 的 次 数 为 n - 1， 未 知 数 【 妈 4，B，C，，…， 下 》 的 个 数 
n， 与 P 的 项 烤 相 同 . 这 样 由 
Pp __ 4 ,8 Cc , 
(p-g)” (po qa)" (の ーー (p- ga)" 


Dp kK 
(pg (p- gg) 
我 们 可 以 求 出 A4，B，€，…， 下 面 我 们 讲 它 们 的 求法 .. 
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对 应 于 因 式 (p - qe》 的 部 分 分 式 的 求法 . 
$ 41 讲 了 对 应 于 不 相 重 线性 困 式 的 部 分 分 式 的 求法 .现在 
人 AN 有 相同 的 两 个 线性 三 式 ， 即 有 因 式 ウー qe)”. 
一 节 告 诉 我 们 ， 对 应 于 该 因 式 的 部 分 分 式 形状 为 
A B 


十 。 
(p- gz77 りー の 


N= (p- gg)S, 
则 
2% + 


M___M .A -8.1.£ 
N (pgz)7S (p- gg) Pp-g 3 
去 是 对 应 于 分 征 其 余 因 式 的 部 分 分 式 的 总 和 .由 上 面 等 式 得 


“ 
P M-A5-B(p-g) 3 
3 tp- gz“ 


p= ーー お ip- = 整 函 数 . 
由 此 得 知 (p 一 gz 为首 -45-B (p- ww) 3 的 因 式 ， 当然 ?~ 
4 也 为 它 的 因 式 ， 因 此 p ~ qz =0， 也 即 z= 时 MM -4S -8 (p 
ーgz) 3=0， 从 而 性 - 4S =0， 


前 
4 = で ・ 


也 即 4 等 于 z= 卫 时 澡 的 值 ，4 有 了 ， 我 们 再 来 求 8. 由 朋 - AS 


诸 - 
PP 


-8B pg) 3 被 (p -gg) 除 得 尽 ， 知 p~gz 为 5 ps 


由 此 得 
{pp-g) 3S p-g*s 
要 指出 的 是 ,因为 及- 45 被 p - gz 除 得 尽 ， 所 以 应 先 司 除法， 


然后 再 将 z 换 为 一 ， 或 者 ， 令 
MA -7 
PF 
则 如 等 于 z= 卫 时 和 的 值 
* 0 : 


1 - 一 ， 人 2 i -be “Tr mm 
和 了 人 请 本 Th 二 二 し お - ei I 王 党 


W 
/ お 
a 
ーー 本 アメ に 
全 壮 庶 全 替 只 雪 
于 
ーー 万 


这 里 .- 重 因 式 为 呈 ，S=T+ 如 有 =- 22 詞 2 才 生 的 部 分 分 
式 为 


ll 


A=1. 
XX 用 一 45 = 一 2s， 除 它 以 线性 因 式 x, 得 了 = -2z， 从 而 


M ma 
了 -人 
+ = 


は 本 一 ce = -一 


-二 一 人 和 人 上 鸭 请 个 分 式 3 - 


例 2 上 涡 虚 分 数 赔 数 


{7 本 トト 
ーー 人 让 全 的 部 分 分 赴 形 闫 为 


_ 上 
= っ ・ 
有 
一 〆+ 1 1 4 _ 工 3 1 4 
M- A=2 -7-7 = う キタ 5 2・ 
除 它 以 1-=， 得 
1 11? 1 3s 
イニ ーー つう ター ダキ うる 
从 而 
ーー テー が だ + が 
B= = 2+22* 
買 z=1, 得 
_ 一 1 
”2 
所 求 部 分 分 式 为 
1 
2 (1-z) 2 (1-2)° 
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再 讲 对 应 于 因 式 (p - gz)? 的 部 分 分 式 的 求法 ， 即 分 数 函 数 
W 的 对 应 于 丈 的 因 式 〈P - gz 的 部 分 分 式 
4 BC 
(pg (pa) Pp- 
的 求法 
记 
N= (pー ge) S。 
門 31 四 


记 5 产生 的 分 式 为 七 ， 虽 


M-AS-B 一 3 一心 


P= = 整 阿 数 . 


因而 允 -43 -Btp-o) 5-C {lp-qg)5 被 p -qz 除 得 尽 . 
从 而 p=0， 也 即 := 也 时 它 为 零 由 此 得 z= 总 时 到 - 43= 


0， 即 4 に 


对 求 得 的 4，i -48 被 p- 和 2 除 得 尽 ， 人 人 


MA 


则 于 -B83-C (lp-gg) 5S 被 (p- 人 共布 p- 補 =0 
時 アー BS =0. 由 此 得 *= 了 时 了 = ， 也 即 昌 等 于 z= 下 时 5 去 的 
值 . 

对 求 出 的 お ,。 アー SS 被 p-w 除 得 尽 . 含 

TB し 

Pp~ 
测 了 -~ 虞 被 p- 罗 除 得 尽 ， 即 pp 和 =0 时 了 -68=0. 从 而 z= 
と 時 6 で 。 即 5 等 于 z = 呈 时 的 值 

至 此 4、 吾 、 5 全 来 了 出 来 前 人 式 tp 
ーー) 产生 的 部 分 分 式 


4 8B 
(pg (poe) p- ge 
例 : 考慮 画数 


2 


(1- タ 7 (1 する) 
分 母 的 三重 因 式 (1- z)? 产生 的 部 分 分 式 形状 为 
| B CG 
1- 23 (1- 22 1ーz 
由 2 四 


对 于 该 分 数 函 数 我 们 有 现 =2，$=I+ 了 .首先 1-z=0 或 z=] 


2 1 
4=T+ 2 
其 次 ， 令 
1 ぅ 1 
MAS _ 2* 2 1_1, 
~ 1—z i—x 2 2 
得 z=1 时 
_1_1, 
2 2 1 
B= 1+ 2 
再 次 ， 令 
アー pS 7+ テ 5 
『= Fog ーー を 
得 
1 1 ぅ 
ーー2 2 すう __1, 
1-z ーー 7 
从 而 z=1 时 
_ 
了 >， _. 1 
C=3= 42 4 


我 们 求 得 了 对 应 于 分 母 因 式 (1 - xz) 的 部 分 分 式 为 
1 【 1 - 
2 (1- ニ 4272 2(1-z)7 4 (C12:) 
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现在 讲 对 应 于 因 式 p - gg)" 的 部 分 分 式 的 来 法 , 即 分 数 党 
*・ 33 * 


的 对 庶 于 六 的 因 式 (p ~ ga)" 的 部 分 分 式 


| BB CG 
(po po pg pg 
的 求法 . 
记分 母 
N= (p- gg ググ 
仿照 前 两 节 的 推 时， 我 们 依次 得 到 


1) 4 オーラ 其 中 =. 记 已 = 到 4 ， 则 
P pp アー 
2) = :其 中 z= 记 0= p- -oz 则 


3) C=, 其 中 += 0 记号 = 则 

4) り = テ , 基 中 ょ = ご . 记 3= 人 ， 则 
ざき _p 

5) 二 = 了 了， 其 中 z= 


类 推 . 照 此 法 依次 算出 4、』、C、 り 等 我 何 就 求 得 了 党 的 対 


应 于 分 母 N 的 因 式 (p - gz)" 的 部 分 分 式 . 
例 考 虚 分 数 硝 数 
1+ 
が (1+ 2) 
因 式 六 产生 的 部 分 分 式 形状 为 


M=1+22, 2=1+2, 2 =?. 


将 z=0 代 人 ， 得 


A= ニ ll. 
记 
pM A デー デー の, 
る g 
则 
五 了 
ジェ アニ ィ ュ カリ 
将 =0 代 人 ， 得 
B=0 
记 
の ーー 2 1- 
则 
_Q 工 -: 
し ニタ ニュ ュ ッ の 
将 z=0 代 入 ,得 
=l. 
记 
= ニー グー a の 
z EF 
则 
RR _ 1-2 
ブー 
将 z=0 代 人 ， 得 
D=-1 
记 


将 z=0 代 大 ， 得 
E=0. 

所 求 部 分 分 式 为 
1,0,1_1.0 
tt 
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一 般 分 数 函 数 党 的 部 分 分 式 的 求法 . 


先 将 分 母 分 解 成 线性 因 式 ， 这 线性 因 式 也 可 以 是 虐 的 ， 对 单 
重 因 式 、 用 $ 41 的 方法 逐个 求 出 它们 所 对 应 的 部 分 分 式 ， 如 果 
线性 因 式 中 有 二 重 的 或 更 多 重 的 ， 则 把 相同 的 集中 在 一 起 ， 写 成 
(p - qz)* 的 形式 然后 用 $45 的 方法 求 出 它 对 应 的 部 分 分 式 . 
这 样 我 们 就 把 对 应 于 每 一 个 线性 因 式 的 部 分 分 式 都 求 出 来 了 ， 把 


求 得 的 部 分 分 式 加 起 来 ， 就 得 到 函数 六 的 部 分 分 式 ， 这 里 假定 
为 真 分 式 ， 如 果 六 为 候 分 式 ， 则 应 先 把 整 函数 部 分 分 离 出 来 ， 热 


后 求 出 真 分 式 部 分 的 部 分 分 式 ， 最 后 把 两 部 分 加 起 来 就 得 到 间 的 


最 简 表 达 式 ， 说 明 一 点 ， 对 假 分 式 也 可 以 先 不 分 离 出 整 函 数 部 
分 ， 而 和 直接 求 部 分 分 式 . 事实 上 ， 从 前 面 给 出 的 部 分 分 式 求法 中 
我 们 看 到 ， 分 子 于 乘 上 或 除 上 分 母 的 整 倍数 ， 对 结果 都 不 产生 
影响 . 

例 求 函数 


“区 控 原 书 混 编 了 两 个 』 46, 参照 儀 矢 本 政 科 第 一 條 846 妨 545 ぁ , 保 了 廊下 -- 條 


* 信和 * 


1 
2 (1 2) (1+ ネタ) 
的 最 简 表 达 式 ， 


先 取 单 因 式 1+ z. 此 時 =ー ュ 1 M=1, ター ジー2 が + 29. 
对 应 于 1 + 的 部 分 分 式 形状 为 7 全-， 
A= > 特 z= -1 代 和 人， 得 4 ュー オ 、 


ーー 
即 1+z 产生 的 部 分 分 式 为 
ー 1 


4 {1+z)' 
再 取 重 因 式 (1 -)?, 此 时 =1， M=t, ダグ ェ アダ ィ ォ ダ . 对 
度 于 该 重 因 式 的 部 分 分 式 形状 为 
4 ,8 
人 和 1- z" 
ーー 将 2=1 代 和 ,得 4 了 
记 
1 1 3 1 4 
ーー メメ 1 
P= 方太 
则 
re 
Eg トト, 
将 z=1 人 代入, 得 
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最 后 取 三 重 因 式 2, 此 時 
了 =0， 出 =1， アニ 1 キー ター r+ 2. 
所 求 部 分 分 式 的 形状 为 


P 1+ ター 
| 县 = 二 = 一 一 一 一 一 一 ， 
则 ーー 


将 z=0 代 人 ， 得 


结果 得 函数 


1 
2 (1 2) (1+ 2) 
的 分 解 式 为 
1 1 2 1 7 
Hz 「2 (1 a) 4 (1- の 9 4 (d+ る の 


没有 整 函 数 部 分 ， 因 为 函 孝 不 是 假 分 式 . 


"+ 
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如 果 y 是 z 的 函数 , 面 * 由 一 个 新 的 变量 * 决定 ,那么 了 就 
也 可 以 由 ぇ 決定 . 

y 本 来 是 z 的 西数 ， 现 在 引进 一 个 新 的 变量 x, 使 得 y 和 5s 
都 由 这 个 * 决定 ， 例 如 


每 给 定 一 个 * 值 ， 都 可 以 求 出 由 它 确定 的 > 值 和 y 值 . 这 样 一 
来 ， 就 可 以 独立 地 求 出 这 个 值 和 对 应 于 这 个 z 值 的 y 值 ， 例 如 
令 = 也， 则 z= 才 ，y= 他， 令 原来 的 表达 式 1 二 中 的 z=, 


* 9 ・ 


我 们 也 得 到 y= 三 

我 们 在 两 种 情况 下 引进 新 变量 . 一 是 原 表 达 式 中 根 导 下 有 
z， 我 们 要 使 新 变量 摆脱 根 司 ， 即 有 理化 ，- -是 Y 和 z 的 关系 由 . 
高 次 方程 给 出 ，y 不能 由 z 显示 表 出 ， 我 们 要 使 y，s 都 能 由 新 
变量 方便 地 表 出 . 换 元 的 作用 我 们 已 经 说 得 够 清楚 了 ， 通过 下 面 


讲 的 ， 大 家 会 更 清楚 . 
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如 果 y=ya+t 用， 为 了 使 z 和 + 的 表达 式 都 有 理化 ， 我 们 
用 下 面 的 方法 求 新 变量 x. 

令 v a+ 好 = by，Y 和 x 的 表达 式 就 都 是 有 理 的 了 ， 首 先 由 
yy 二 bx 得 a + by = zs, 从 面 z= x? 一 二 这 样 我 们 就 把 y 和 x 


1 


都 表示 成 了 x 的 有理 画数 . 置 y = VY a+ 如 中 的 z= ?ー ちの 我 
们 就 得 到 y= bx 


§ 48 


如 果 y= (a+ 如)"", 为 了 有 理 地 表示 出 这 个 y, 我 们 用 
下 面 的 方法 求 新 变量 x. 

念 += 和 の 加 (ot 如)?= x 从 而 (a+ 如)!i"=x， 由 
此 得 e+ 如 = xn， 从 而 = 各 二 4， 这 样 换 元 公式 为 z= 全 二 4， 
从 而 y = xm 就 使 得 y 和 z 都 由 x 有 理 表 出 ， 虽 然 y*、* 本 来 都 不 
能 由 对 方 有 理 地 表 出 ， 但 它们 都 是 新 变量 x 的 有 理 晒 数 ，x 就 是 


针对 这 一 目的 面 引 入 的 . 
.4 。 
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设 
¥ = (Emin, 
做 变量 替换 ,使 y 和 :* 的 表达 式 都 是 有 理 的 . 
看 得 出 ， 令 y= x" 就 可 以 导出 所 要 的 代 换 . 事实 上 ， 由 


得 


将 这 个 z 代 人 原 表达 式 ， 得 y= x"， 由 此 我 们 也 看 到 ， 如 果 
+ a + bs, 
Cm, 

那么 令 左右 端 都 等 于 x ， 我 们 就 分 别 得 到 y 和 z 的 有 理 表 达 式 ， 

结果 为 


YL 
イー あー pp 
这 已 经 是 容易 处 理 的 了 . 
S 50 


Y= (at 如 }) (e+ dz) 时 ,YY 和 x 的 有 理 表 达 式 的 求法 . 
仿 
wat be) (c+d)= (a+ by) x. 


* dl ・ 


两 边 平方 得 到 x 的 一 个 线性 方程 
式 . 具体 地 ， 两 边 平方 得 


crd= (a+ bz) を"、 


解 出 z， 得 
c — {x 
4 pad 
将 
ーー 
代入 


， 解 出 z 就 得 到 z 的 有 理 表达 


ァ ニ (e+ kg) (ctd)= (a+ bh) x, 


得 到 y 的 有 理 表 达 式 


gg 
这 样 我 们 用 代 换 


bd 
就 候 到 疾 元 理 葉 炒 
y= (a+ bz) (c+ de) 
变换 成 了 有 理 卫 数 
y= (be— md) x 
gg ーー 
例如 


アニ gnー デ = ニ ツ (gg エ 2) ta- sz), 


这 时 b=+1, c=a, d= -1. 
采用 民 换 


"dd2 * 


.Zax 
了 1 Ts 


也 即 根 号 下 为 两 个 实 线 性 因 式 时 ， 用 这 里 的 代 换 就 可 以 把 根 号 去 
掉 . 如 果 根 导 下 的 两 个 因 式 是 虚 的 ,我 们 可 以 用 下 一 节 的 方法 . 


$531 


Y=Y p+ 开 + 2， 求 z 的 代 换 ， 使 y 的 表达 式 有 理 . 
这 里 z 的 代 換 随 ぁ , r 的 为 正 或 为 负 而 不 同 . 我 们 先 假 定 .p 
为 正 ， 并 令 p = a*. p 可 以 不 是 完全 平方 数 ， 其 方 根 的 无 理性 不 


影响 我 们 的 代 换 . 

I. y= a?+ bt ext. 
人 ql + be + er: =at+, 
两 边 平 方 得 


b+ ez=2ar + xz, 


解 出 z 得 


代 这 个 zx 人 YY=a+x 妈 得 
7=e+ 和 好 = 押 3 
求 得 的 y 和 z 都 是 x 的 有 理 本 数 . 
タニ os +br+e, 
令 
Vv as htc=as+ix. 
两 边 平方 得 


br+e=2ars + x’, 


解 出 z 得 


。 43 ・ 


ルオ ac+ be ar 
アー テー b ~ 20x 


有 . p 和 r 同 为 负数 时 ， 涛 非 % > 4pr， 则 x 恒 为 虚数 ， 车 
和 >4pr， 则 pP+ 和 + 到 可 分 解 为 两 个 实 线性 因 式 的 积 ， 就 成 了 
上 一 节 的 情况 . 但 把 这 里 的 y 改写 成 
往往 更 方便 ， 此 峙 我 们 令 
アニ ロナ {biter} x, 
两 边 平方 得 
d+ er=20r+ b+ cs, 


解 出 x 得 


从 而 


有 时 将 y 改写 成 
アニ o+ (b+e) (d+e) 
也 带 来 方便 ， 此 时 我 们 令 


y=a+ {bre a, 


两 边 平方 得 

d+e=2ar+ 十 eriz, 
解 出 > 得 

z= ad 


从 而 


了 一 e 一 2gz 一 oy" 
例 考虑 无 理 函 数 
Yy=w ー1+3z- を 。 
将 它 改 写成 
= ニ ヅ 1-2+3 タ - ダ = ェ ゾ 1- (1 ロータ) (2-2). 
令 
アニ ュー (1-2) %, 
两 边 平方 得 
2+x= —2x+ x — wz, 
解 出 z 得 
ノー2ー2 を + 
1+ x“ 
从而 
1_ z= 1 +2x 
+ 
1 rr 
GO 


上 面 我 们 用 不 定 代数 法 《或 称 丢 番 图 法 ) 找到 了 我 们 所 要 的 
几 种 代 换 .在 另 一 些 情况 下 ， 用 有 理 代 换 变换 不 出 有 理 表达 式 . 
下 面 我 们 讲 用 于 这 另 一 些 情况 的 别 的 种 类 的 代 换 . 
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y 为 z 的 函数 ， 它 们 的 关系 由 方程 
ar + b+ cr =0 
规定 ， 求 一 个 新 变量 x， 使 得 y 和 z 都 能 由 新 变量 显 式 地 表 出 . 
由 于 没有 求解 方程 
ay + bf + oye =0 
* 相生 . 


前 通用 方 法 , 所 以 既 不能 把 y 表示 成 z 的 函数 ， 也 不 能 把 * 表示 
成 y 的 耳 数 . 这 是 一 种 椒 便 .下面 我 们 提供 一 种 克服 这 种 不 便 的 
方 法 . 令 
アー x, 
则 
Gr bal + ex ram te 0, 
现在 我 们 来 决定 ぁ , 使 得 可以 解 出 *。 决定 的 方法 有 三 种 ， 
1. 令 mm= 有 ， 即 = 上 二， 除 方程 以 ダー デ 得 


en bt opm ts =0, 


解 出 z 得 
sr 
或 
z= + d+ 
从 面 


I. 令 B= 加 +， > 然后 除 方程 以 〆, 得 


rm し ちよ et DD, 
解 出 z 得 


ー ぁ ー eg ゲー トー 一 让 一 ct 
一 ar 一 月 一 一 
z= ( ーー ) ( ーー )e8 一 ゆー by 


加 令 on= Yn+8， 即 n= 一 .然后 除 方程 以 か 得 


ax bp eb. 


和 解 出 z 得 
ァ ニ (~) Ce 
从 而 


ー Hi hh 上 
アニ テー (天 


用 这 三 种 方法 我 们 都 求 得 了 x 的 函数 y 和 z. 下 一 步 是 决定 
可 指定 它 为 任 合 非 零 整数 ， 以 使 得 表达 式 最 为 方便 . 
例 设 西数 7 由 方程 
ア + ダ デーoz=0 
规定 . 试 将 + 和 = 都 表示 成 y 的 貢 毅 . 
这 里 
gq=—l, b= -1, ce=3, B=3, y=1, =1. 
用 第 一 种 方法 ， 到 m=1， 则 


mm 


于 


3 3 
+1, 3 +l], 
(テーー) (ニー で ) 


z= ， アール 


Fe 
re 7 
yy 前 = 部 是 有 理 辆 数 ， 
册 第 一 种 方法 得 


im 
tt 


用 第 二 种 方法 得 


,之 下 
2 二 (er 一 %33， y= loc— x)3. 


・ 47 ・ 
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前 面 我 们 使 用 的 是 反 向 推导 法 ， 我 们 看 到 了 ， 玉 向 推导 法 可 
以 用 x 有 理 表 示 出 由 一 些 方程 联系 起 来 的 y 和 > 
事实 上 ,假定 结果 为 
z= (Mt + tp 
A+ Bt + Cx + 
a + be + ox! + gr 


了 (MT 
则 

= 
将 这 个 x 代 人 

グ 
得 

ダリー 

プッ ak た 0 は たま も 

或 

A 十 Byte YP + Cy Mp + = gy Pp 十 
be Pp TP 
两 边 乘 z”'?， 得 


の 2 の ウェ ーー ft 
Bfgt ~ Aad 十 yz(g- 29 の + 
念 


ms Mn p=a-b, 


则 
9=n, r=am- fn- an. 


"4 * 


从 而 得 到 方程 
A + By rte "A + Cre- ie 月 二 be 
+ cyle- nte-P 十 


解 方程 得 
2 (tt 
+ Bx + Ct + * 
二 
了 (Cat Be Cer te A -om 
或 者 令 
Mt, 一 すし p= kg, 
P Pp 
则 
一 天 二 全 = 了 一 -二 = _ i — = 
i 中 だ p 1 p | p mm ft ， 了 了 
pm—aom + on. 
从 而 得 到 方程 
A 十 アデ 十 Cy クー Yim- ne + = ae 
bizt PYlm~ m:n + ey te lm nat 
解 方程 得 
z= (+ b+ 
二 4 Bt Ct ーー クー「 
ィ A Be Ct | 
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用 新 变量 x 有 理 地 表示 依赖 关系 为 


othrto +dy+e=0 
的 y 各 z 的 一 种 方法 . 
令 方 程 中 的 y= xz， 然 后 除 以 *， 得 


Cr 
各 于 
、 
— dy 。 一 dx or 
z= 
i + BY キビ Hr FEE 

担 -: 句 ，* 42 的 仿 赖 惨 系 六 

ay + he te td ter+f=0 


时， 可 用 村 ”个 全 最 员 上 或 总 去 某 个 常 教 本 万 法 ， 


成 为 刚 讲 过 的 形 屎 ， 也 就 可 以 使 用 刚 讲 过 的 方法 . 


名 5) 


用 新 变量 x 有理 地表 示 佑 頼 甘 系 妨 
@"+ の アタ + gg td te tet+g =0 
的 y 和 z 的 一 种 力 法 . 
令 坟 程 中 的 y = xz， 然 后 除 方 程 以 2, 得 
tt + 放す =D. 


解 出 EF 


ke 一 
二 
有 从 而 


ef 


a + he te t+ 


他 得 J 3 人 ， 


不 难看 出 ， 本 节 所 讲 的 用 新 变量 有 理 地 表示 y 和 z 的 方法 ， 
司 以 用 到 决定 ヶ 、z 关系 的 更 多 的 高 次 方程 上 去 ， 虽然 这 些 情况 
都 包含 在 #53 之 中 ， 个 间 了 通用 公式 使 用 上 的 不 便 ， 下 面 我 们 


再 考虑 几 类 常见 的 重要 情况 ; 


* 90 ・ 


有 
nt re + っ ーッ 
中 , 下 1 j= 1 -证 
人 和 1 


gt" 十 db + ") 3 1， 


z= J こす 
すす 
が 
外 一 が ay 二 ba + 時 
类 似 的 ， 如 末 
G+ hy zt ow + dr = ey+f, 


(e+ bt mtd) P= 0+]. 


thr tert+d' 
ee キア 
ーー 3 2 . 


本 节 是 下 节 的 特例 . 


| 


从 而 
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oy + by z+ ot dP + 


Vy 4 OI 


的 y 和 z 的 一 种 方法 . 
含 方 種 中 的 y= 喜 , 優 定 m 大 于 n， 用 x* 际 方程 ， 得 
(Cas + ba te 4 da a + 
+ Ya + + 
其 而 
ーー )1:(m—n) 
a + ba T+ orm da + ’ 


ニッ (t+ + す 9 キー fm) 
Y= a br™ pe 3 
种 ， 就 可 以 应 用 这 里 的 方法 . 我 们 这 里 yY、z 指数 的 和 是 到 和 


两 种 . 


z= t 
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表示 y、z 关系 的 方程 ， 如 果 各 项 中 y、z 指数 的 和 只 有 成 
算术 级 数 的 高 、 中 、 低 三 种 ， 则 可 以 用 解 二 次 方程 的 方法 将 这 
y、3 用 新 变量 x 表示 出 来 . 

令 方 程 中 的 y = xe， 再 用 z 的 最 低 次 竹 除 方程 ， 对 结果 应 用 
二 次 方程 的 求 根 公式 ， 就 可 以 把 * 用 x 表示 出来 . 下面 用 例 子 作 
具体 说 明 . 

例 1 设 

ay + bz + の 2 + =2ey2+25z+292+ 阴 + た 
令 方程 中 的 y= 写 , 再 除 以 z, 得 - 

(a + 2 ナ gwTg@) 7 =2 (el+ft+g) zt hr+ti. 

这 是 * 的 二 次 方程 ， 用 求 根 公式 得 


网 本 :过 。 十 日 土台 《er 十 译 十 可 2 二 tr 十 加 十 or 二 《ri 


ae 本 be + er+ d 
将 这 个 z 代 人 7 = nz， 就 得 到 y 的 表达 式 . 
円 うう 円 


例 2 设 
yor + by+ cz, 
令 方程 中 的 y= 妊 ， 再 用 * 除 ， 得 
7 一 2 二 Er+e 


从 而 


例 3 設 
アー ニ Zaya + pg" + cot. 
各 项 中 y、z 指数 的 和 为 10, 7, 4 三 种 


用 2 除 , 得 
Dg + bry+e 
或 
g 2aw + 二 c 
全 一 如 四 
从 而 
SEY + be + or" 
= 10 * 
各 
最 后 得 
な キア a t+ br? + ews 
站 三 3 + 
Na gt bt at 
== ェ 2 内 


. 令 方 程 中 的 Y= xz, 青 


Me 


・ 3" 


芝 儿 个 出 于 已 经 把 这 种 方法 证 得 很 清 钨 了 了 


”54 ， 
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对 于 z 的 分 数 函 数 和 无 理 函 数 ， 人 们 常常 寻求 它们 的 整 隙 数 
那样 的 ， 但 项 数 无 穷 的 表达 式 4 + 本 + Cz2+ 19? +…， 妈 使 是 超 
越 函 数 ， 用 这 种 无 穷 表达 式 表示 出 来 ， 其 性 质 也 更 清楚 . 

整 函 数 的 性 质 是 最 为 清楚 的 ， 如 果 一 个 函数 展 成 了 z 的 等， 
并 整理 成 形状 4+ 本 + Cz?+ Dr?+-…， 那么 即使 项 数 无 穷 ， 这 也 
是 函数 的 性 质 最 易 人 掌握 的 形式 ， 显 然 ， 普 量 z 的 任何 一 个 非 整 函 
数 都 不 能 用 状 如 

A+ t+ C+ D+ 

的 有 有限 项 表示 出 来 ， 否 则 它 就 是 整 函 数 了 .但 是 可 以 用 这 种 形状 
的 无 穷 多 项 把 一 个 非 整 元 数 表示 出 来 . 如 果 对 这 一 点 有 怀疑 ， 那 
么 通过 下 面 对 上 基体 函数 的 展开 ， 这 怀疑 会 消除 的 ， 为 更 上 其 一 般 
性 ， 我 们 不 限制 z 的 指数 必须 为 正 整数 ， 人 允许 它 为 任何 实数 ， 这 
样 z 的 任何 - -个 函数 ， 就 都 可 了 以 用 状 如 

A + Be + C2 + De + 
a 55 四 


的 表 送 式 表示 出来 , 其 中 指数 a，B，7y ，3… 为 任何 实数 . 
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连续 进行 除法 可 以 化 分 数 函数 
z+ 
为 无 穷 级 数 


a a a pe 92 
a a "4 + ・ 


Le a 


这 是 一 个 几何 级 数 ， 邻 项 的 比 都 为 -1: 生 
这 一 级 数 也 可 以 用 比较 系数 的 方法 求 得 . 


令 
z+ Bt C+ D+ Ex +e, 
去 分 母 , 得 
a= 《aa+ 应 ) (A+ B+ Cr +tD +), 
展开 ， 得 
og=og4 + gz ToC ア Te + akrt … 
+ Bz + PB + BC + Ba’ + 


比较 零 次 笑 的 系数 得 g = z4 或 4 = ーー・ 由 = 的 其 余 各 次 者 的 系数 
都 应 该 为 等， 得 
+M=0, 
aC+ /B=0, 
oD + Ac=0, 
aE + BD =0, 
类 推 . 
知道 了 任何 一 个 系数 都 可 以 求 出 它 后 面 的 一 个 ， 例 如 系数 P 
・ 56 ・ 


已 知 ， 它 后 面 的 一 个 为 0, 则 aO+ BP =0, 从 面 0= -全 内 
于 已 知 第 一 个 系数 为 4 = ， 从 它 我 们 可 以 依次 求 出 8B，C，D， 
…- 结果 与 连续 进行 除法 所 得 一 致 、 我 们 看 到 在 -总 展 成 的 天 
穷 级 数 中 2 的 系数 为 +- 的 1，n 为 偶数 时 取 正 号 ，n 为 奇数 时 取 
负 号 ， 也 即 が 的 系数 为 《一 且 )". 
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类 似 上 一 节 ， 连 续 进行 除法 也 可 以 化 分 数 范 数 
在 十 本 | 
a+ 上 应 + Yz? 
为 无 窃 级 数 . 
这 里 除法 太 咎 ,日 从 得 到 的 级 数 中 找 不 到 简单 的 超 律 ， 所 以 
我 们 采用 上 比较 系数 法 . 令 


ーー 
a+ 应 十 YY 


两 边 习 x+ 应 + 和 办， 得 
r+ hz=ad +aBs + aC :+a Fo 上 … 
+ fdz + BB + PC + BD + ~ 
+ YAz + YB + yO +. 
比较 系数 得 4 =a，aB+ Al = も. 稚 面 4= 芝 pg=- る 9 


性 
接 下 去 的 系数 可 以 从 下 面 的 方程 求 得 
ae + AB+ 7Y4=0, 
D+A+YB=0, 
aE + O+ YC=0, 
a 号 了 时 


of + E+ YD=0, 
类 推 . 

我 们 办 到 ， 知 道 了 相 邻 的 两 个 系数 ， 就 可 以 求 出 它们 下 面 的 
一 个 .例如 相 邻 的 两 个 系数 P，0 已 知 ， 它 们 下 面 的 一 个 为 丸 ， 
列 ] 

aR+ PI+YP=0 或 R= = 
由 于 开始 的 两 个 系数 4，B 已 经 求 出 ， 上 所 以 接 下 来 的 C，D,E， 


F.… 都 可 求 得 ， 这 样 我 们 就 求 出 了 等 于 分 数 函 数 + 如 的 无 


な 十 族 7 
穷 级 数 A + 成す G+ De + 
例 分 数 冰 数 为 

1+2s 

1-z— 2 
记 它 展 成 的 级 数 为 

4+ 記す C+ D+, 
这 日 

a=l, 8=2, a=1, B= -1, Y= -1, 
以 而 

A=1, B=3 
接 下 去 我 们 有 

c=B+4, 

D=t+B, 

E=D+€, 

F=E+D, 
美 推 . 


我 们 看 到 ,每 一 个 系数 都 是 它 前 两 个 系数 的 和 .， 即 如 果 PP， 
0 是 相 邻 的 两 个 系数 ， 则 它们 后 面 的 那个 系数 =P+ 0， 由 于 
4， 了 如 已 经 求 得 ， 所 以 分 数 函 数 

* 全員 。 


1+2z 


1 ニタ ー ァ “ 


展 成 的 无 穷 级 数 为 


1 +3z+4s2+ T7731+11lzt+ 18zi (+, 


可 以 无 休止 地 写 下 去 . 
$ 02 


关于 分 数 函 数 展 开 为 无 穷 级 数 的 讨论 ， 已 经 够 清楚 了 . 我们 
已 经 找到 了 由 一 个 或 相 邻 几 个 系数 决定 下 一 个 系数 的 规律 。 展 成 
级 数 为 

A+ Bit Co eet Pt ht Ret? + Bert3+., 

分 母 为 a + 应 时 ， 任 何 一 个 系数 0 都 由 它 的 前 :~ 个 系数 P 決定 , 
P，0 间 关 系 为 a0 + BP =0; 分 母 为 a+ 度 + 7 时， 任何 一 个 
系数 尺 都 由 它 的 前 两 个 系数 0Q 和 PP 撕 定 ，P，0, 卢 何 关系 为 
aR + BQ+ YP=0; 分 母 是 四 项 式 。+ 成 + 7 錠 + 時任 何 一 不 
系数 $ 由 它 的 前 社 个 系数 P，Q， 且 决定 ，P，Q，RR，5 间 关 系 
为 aS+ 好 + YQ +6P =0; 对 次 数 寅 高 的 分 母 ， 这 关系 类 似 ， 也 
即 对 酝 何 一 个 分 数 函 数 ， 根 据 它 的 分 和 母 ， 我 们 都 可 以 立即 写 出 一 
个 公式 ， 根 据 这 个 公式 ， 展 成 级 数 的 项 可 由 它 的 前 几 项 决定 ， 著 
名 数学 家 4， 标 莫 弗 详细 考察 了 这 类 级 数 ， 并 给 它 起 了 一 个 各 字 
叫 递 推 级 数 ， 意 思 是 从 前 面 的 项 可 传递 式 地 推出 后 面 的 项 . 
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在 这 些 级 数 的 形成 过 程 中 都 要 求 分 母 中 的 常数 项 a 不 为 堆 . 
如 果 =0， 则 第 一 项 4= 生 ， 因 而 所 有 的 项 都 为 无 穷 ，a = 0 的 
情形 留待 以 后 讨论 . 
* 和合 人 * 


任何 -个 分 挟 第 一 项 不 为 零 的 分 数 函 数 ， 我 们 都 可 以 把 它 展 
成 无 穷 级 数 ， 而 任何 一 个 这 样 的 函数 我 们 都 可 以 把 它 化 成 分 母 第 
-- 项 为 1 的 分 数 函 数 

a+ bt + dr + 

l-az— fe ~ yr Bt ーー 
分 母 中 第 一 项 之 外 各 项 都 带 负 号 ， 这 是 为 了 使 得 在 无 穷 级 数 的 系 
数 公 式 中 不 会 负 号 ， 设 该 函数 的 递 推 级 数 为 

A+Bet C+ D+ +, 
则 系数 

A=a, 

B=aA+h, 

C=aB r++t+e, 

リー 

= の + オア 884 了 ナ e, 
类 推 ， 可见 每 一 个 系数 都 是 它 前 几 个 系数 的 加 可 组 合 加 上 分 子 中 
的 一 个 数 . 如 果 分 子 的 项 数 有 限 ， 那 么 可 以 加 上 去 的 数 很 快 被 用 
尽 . 这 以 后 ， 一 个 系数 由 前 几 个 系数 决定 的 规律 就 固定 了 .为 了 
这 规律 不 被 破坏 ， 还 要 求 这 分 数 函 数 为 真 分 数 函 数 . 否则 ， 整 函 
数 部 分 的 各 项 应 加 到 相应 的 项 上 去 ， 或 者 从 相应 的 项 中 减 去 .这 


都 使 轩 定 规律 被 破坏 ， 例 如 ， 候 分 式 1 土 22=- 气 的 展开 级 数 为 


l1+3zs+4ds* + 6 + 107 16 ジ ょ ェ 2625」 227 ェ …、 
按 国定 规律 每 一 个 系数 都 应 该 是 其 前 两 个 系数 的 和 ， 但 这 里 第 
四 项 62 的 系数 就 不 是 . 
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对 分 母 是 二 项 式 的 餐 的 分 式 ， 我 们 单独 地 讨论 它 的 递 推 级 
中 £0 由 


数 ， 先 厦 分 数 画 数 

好 十 bs 

【1 一 oz 和 
它 的 展开 级 数 为 

2 

キナ 23 + da pe + …， 

7 的 系数 为 (n+1) ara + nna" tp. 这 是 一 个 递 推 级 数 ， 每 一 项 
都 由 其 前 两 项 推出 ， 把 分 母 展 成 1 -2az + a2 ， 就 可 以 清楚 地 夏 
出 这 递 推 规则 ， 令 g =1，z = 1， 则 这 里 的 级 数 成 为 一 般 的 算术 
级 数 


a+ (2a+b) + (3a+25) + {4a+3h) + 
邻 项 差 都 相等 .算术 级 数 都 是 递 推 级 数 . 如果 A+B+C+D+ 
五 + 五 寺 … 是 算术 级 数 ， 则 

C=28B- A, DD=20-B, E=2D- CC, …. 
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再 看 薄 数 
a+ b+ er 
(1- eas) 
由 
{1 二 = (1ーg) つ ニー1 エ 3gz + 6222 + lag + 
15a4z4 + 
得 该 函数 展 成 的 无 穷 级 数 为 
a +3aaz +6a’ a + la a2 + 15a4as4 + 
+ be +3abs’ 4 60 be + 1003 bet + 
+ cr + Sar + Ga eat +, 
其 中 z 的 系数 为 


* 和 1 * 


(nn 1 o+ る キリ + (a Rn 


gal 则 该 无 穷 级 数 成 为 一 般 二 阶级 数 ， 其 二 阶 差分 
为 常数 . 记 这 一 般 二 阶级 数 为 
A+B+C+D+E+, 
它 是 一 全 递 推 级 数 ， 每 一 项 都 由 其 前 三 项 次 定 ， 关 系 式 是 
D=3C—3B+A, E=3D-3C+B, F=3EF-—-3D+C, … 
由 于 等 术 级 歼 的 二 阶 差分 也 为 常数 ， 都 等 于 零 ， 所 以 等 术 级 妆 的 
项 也 满足 这 个 关系 式 . 


4 60 
类 伏地， 考虑 函数 
at+te+w + 
(1—az) 
它 展 咸 的 无 窒 级 数 中 z" 的 系数 为 
{n+1) (n+2) (n+3) , n (n+l) {n 2) nr 
1・2・3 79 1・2・3 
(nr-l n+l1) nn- 部 一 之 ] nn 
+ 23 x ‘e+ a 3 可 


令 a=1，z=1， 这 个 级 数 就 代表 三 阶 差 分 都 为 常数 的 所 有 这 种 
三 阶 代 数 级 数 . 事实 上 ， 由 分 母 为 1- 4z+6z -4s3+ zt 的 分 数 
晒 数 所 产生 的 三 阶级 数 

A+B+rO+D+E+rF+ 
都 是 递 推 的 ， 其 项 间 关 系 都 是 

E=4D-—-6C0+4B- A, F=4E-6D+4C-8, 
葛 低 阶级 数 的 项 也 都 满足 这 一 关系 . 


， 67， 
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用 这 一 方法 可 以 证 明 ， 其 差分 最 终 为 常数 的 这 种 代数 级 数 ， 
不 管 是 几 阶 的 ， 都 是 弟 推 级 数 . 项 的 形成 规则 由 分 母 (1- z)" 
決定 . rm 比 级 数 的 阶 数 大 1. 由 于 
ge よ (atrb)*+ (at+2b)m+ (ath + 


是 m 阶级 数 ， 依 照 递 推 级 数 的 性 质 我 们 有 
0=a"- (a + bm + Hel (a + 2 ぁ ) テ 一 


ー ーー ' ーー 
2 tn-1) (rn-2) ーー 2 Ca+3b)m+ [e+ (rn~-1) 本地 (a 


+ nb)"™, 
双重 符 导 处 ，n 为 偶数 时 取 上 面 的 ，n 为 奇数 时 取 下 面 的 ，n 为 
大 于 m 的 整数 时 这 个 方程 恒 成 立 . 由 此 可 以 看 出 递 推 级 数 的 范 
国之 广 . 
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分 母 不 是 二 项 式 的 攻 ， 而 是 多 项 式 的 宕 时 ， 级 数 的 性 质 要 用 
娘 一 种 方法 来 甸 明 ， 设 函数 为 
1 
(1 -ar — fe Ye bet) 
展 成 的 无 穷 级 数 为 


1+ デー 1 + る a 


Cm + 1D) (mt2) (m+3 3 


十 


チン 可 二 Ia + …- 


* 和 * 


为 便于 考察 ， 记 这 个 级 数 为 

1+Azt+ Bot Cr HT 
在 这 样 的 记 法 之 下 ， 任 何 一 个 系数 w 都 由 它 的 前 阁 于 个 系数 决 
定 . 这 “车 二 ”等 于 字母 a;，B，Y，6… 的 个 数 ， 关 系 式 为 

N= E+ B+ + tg + ニー Ki Ry + 

这 规律 依赖 于 z 的 指数 ， 不 国定 ， 但 接近 于 递 推 级 数 的 项 由 分 母 
决定 的 规律 ， 这 一 不 国定 的 规律 只 适用 于 分 子 为 1 或 某 个 常数 的 
情形 ， 如 果 分 子 包 合 z 的 另外 一 个 或 几 个 着 ， 那 时 这 规律 要 复杂 
得 多 . 学 了 微 积分 再 去 考察 它 就 变 得 容易 了 ，. 
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到 现在 为 止 ， 我 们 一 直 假 定 分 母 的 常数 项 不 为 零 ， 并 令 它 为 
1. 现在 我 们 允许 分 母 的 常数 项 为 零 ， 看 君 级 数 是 怎样 的 ， 此 时 
分 数 函 数 的 形状 为 
+ 十 0 二 
sf A 
去 掉 分 母 的 因 式 z， 函 数 的 剩 下 部 分 为 
at+ b+ ee +" 
1ーg っ 
记 人 它 展 成 的 递 推 级 数 为 
A+ B+ C+ De +- 
用 = 除 , 得 . 
a+thzte t+ 4 2 
rs i +B+C+ De + En + 
类 伏地 ， 我 们 有 
本 ね 4 


2 
一 般 地 ， 我 们 有 
aa+iz+e tm 4 BB € の . 
(orf) PIPES 


mm 为 任何 正 整 数 . 
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我 们 可 以 用 另 一 个 变量 * 来 代 换 分 数 男 数 中 的 z， 这 代 换 的 
方式 有 无 穷 多 种 ， 因 而 一 个 分 数 清 数 可 展 成 的 递 推 级 数 也 有 无 穷 


多 个 ， 例 如 晒 数 
__i+z 
J] -22， 
其 递 推 级 数 为 
タニ 1+2z+322+522 ェ 827 よ …。 
如 果 令 z= 一， 则 
- + を _—% (l+x 
YT xl 1+w-x 
由 
ーッ 2231244 325」s.6 
1+ hg2 +0* を キテ デー ルー ブル ーー づ 3 を + 3x —, 
得 
イタ ニー テキ 0 ター タキ x 2x + Ir Twi キー: 
1 一 
SS レー キー 加 
如 果 令 z 1+ > 刚 
-2-2x 
クー ュー4 ァ ー 7 
从 而 


y= -2-10x -42x — 1784 75444 - 
5 


我 们 可 以 得 到 表示 这 个 y 的 无 数 个 这 样 的 递 推 级 数 . 
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利用 定理 
(P+ Or = 1 m (mn 


m (mn) (m~ 2n),, の 
n"'2n'3n 


RRR RE RR 
就 是 无 穷 的 . 到 确定 的 中 和 我 们 得 到 


(P+ 0)3 = Pp3 + テ と - う の ー ティアー 202+ セア 3 0 ー ， 
(P+ 0)- 和 = p-3 p30 pi 
ier 
(P+0)3= P+ TP 0 - デン アー i + dP Io ’ 
(P+0)-3=P- 3 -村 P-30 + 了 2 本 02 
ーー 人 0O3+ 
PrP Bp to lp $d I0. 


等 等 . 
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前 节 级 数 的 每 一 项 都 可 由 它 的 前 一 项 求 出 ， 如 果 (P+ の? 
产生 的 级 数 的 某 一 项 为 
"66 * 


JP OK， 


则 下 一 项 为 
1 一 Kn 記し K+ は 
CgrD PHP ” @ 


我 们 看 到 ， 后 项 比 前 项 ，P 的 指数 减 1，@ 的 指数 加 1， 在 一 些 
情况 下 把 (P+ 0 六 表示 成 成 (1+ 羽 冯 更 为 方便 . 科 (1+ 
各)8 的 级 数 以 成， 就 得 到 《P+ 0) 的 级 数 ， 再 一 点 ， 如 果 m 
不 仅 可 为 整数 ， 而 且 可 为 分 数 ， 则 可 取 n 重 为 1， 这样。 如 果 记 
z 的 函数 台 为 了 Z， 则 
(ZZ tm 2 二 


( 一 ) {1 一 
nt = nt 2 3 


了 3 
将 该 式 中 的 m 换 为 m1， 得 

(1+ #2)" l=1+ 中 エタ 十 m4 アス 2 + 
m1) (m2) (m-3),3 

2・3 ダキ で 
规律 性 更 明显 . 
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先 令 Z= mz， 则 

(1+ or)™ l=1+ lo a Ti a232 十 
tm—1) (m—2) {m— 3) 3 3 

2・3 ダダ オー 


记 它 为 
・67 ・ 


lr d+ Ba + Ce + + Me + Ne +, 
那么 任何 一 个 系数 入 由 它 的 前 一 项 决定 的 公式 为 


N= 二 一 of， 
n 


mm=1 时 村 =1， 得 
m —1 
此 。 


N=A= 1 


n=2 時 が =4 ュ デー ニコ 。。 得 


mm 一 (あー1 一 2 
N=B= 2 ーー ニー g7 = [ 1・2 a*, 
类 做 地 


C= 亚 ~3 。 ーー (2) tm-3), 
. 3 
与 原 级 数 一 致 . 
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令 2Z= 必 + 应 *， 则 
(1+oz+ 旋 2)m1=1+ 严 
人 (az + te? + 


展开 按 * 的 升 睹 排列 ， 得 


(1+ 上 e+ 应 ?)m-1=1+ 到 二 oz + ーー Ts ez 
ra 一 上 2) 【ma 一 3』 a mp 一 1 う 
+ 1.2.3 ++ 了 -应 
(m-1) (Cm-2) 
+ 1・2 Za + 


记 它 为 
l+As+ Ba + C++ Le ?2+ Mei N+, 
和 お 中 


那么 任何 一 个 系数 M 由 它 的 前 两 个 系数 决定 的 公式 是 
N= ーー af + タテ ー 5g と . 
从 第 一 项 为 工 出 发 ， 利 用 该 公式 我 们 可 求 出 所 有 的 项 ， 我 们 有 


m1 


A= 

BA + tg, 

Da +p, 
等 等 . 
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车 Z=az+ 应 :+ yz3， 则 


(rtp ye)" 1=1+ er! 【ez + + ye + 
{(m—1) (m—2) 
ーー うー < (az + tr + y+ 
展开 按 z 的 升 医 排列 ， 得 
(1+ oz + 和 + シー ニー だ m2 alz? 


oD Rd oe 


m1 (m2 2oB + e+ EE ye + 
为 使 系数 由 前 几 项 决定 的 公式 易于 表示 ， 记 它 为 

1l+Az+ Bt CO ++ a MN +, 
这 样 每 -一 项 的 系数 由 它 的 前 三 项 系数 决定 的 公式 为 


+ 


" 90， 


N= BM + NE + RK 


第 一 项 为 1!， 它 藤 面 的 项 为 零 ， 利 用 公式 我 们 得 到 
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一 般 的 ， 记 
(ltartft + py toot)™ I=1+As+ B+ 2+ 
De + Ez5 + 
则 


aa * 


类 推 . 

每 一 项 都 由 它 的 前 若干 项 确定 ， 这 “若干 ”等 于 分 母 中 系数 
a, 8, Yy, 8… 的 不 数 . 这 里 所 得 与 $ 68 是 一 致 的， 那里 我 们 把 
类 似 的 表达 式 (1-o- 房 2 -73 -…) -1 展 成 了 无 穷 级 数 . 将 
m 换 为 -m， 将 系数 a， 8，Y，5，… 前 面 的 符号 都 换 成 负 的 ， 
这 里 的 结果 跟 那 里 就 完全 一 样 了 ， 对 这 里 的 规律 我 们 不 做 证 基 ， 
利用 微分 学 的 某 些 原理 进行 证 明 要 容易 得 宪 ， 通 过 前 面 那么 多 例 
子 , 大 家 对 它 的 成 立 不 会 怀疑 的 . 


"i 


Tn で で や ここ 


| oi | MN NR 0 2 人 
eh od aa 
// // ss， 人 fe 


PR 
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到 现在 为 止 ， 我 们 考察 过 的 都 是 一 个 变量 的 函数 .内 要 这 一 
个 变量 确定 了 ， 函 数 就 完全 确定 . 现在 我 们 要 考察 两 个 或 更 多 个 
变量 的 函数 ， 变 重 是 筱 此 独立 的 ， 一 个 变量 确定 了 ， 其 他 变量 仍 
保持 为 变量 ， 比 如 记 这 种 变量 为 x， y，xz， 央 x，y，z 的 每 一 
个 都 可 以 取 和 任何 确定 的 值 ， 钙 此 之 间 完 全 独立 ， 我 们 把 z 换 成 任 
何 一 个 确定 的 值 ，x，y 依旧 如 z 代 换 之 前 ， 是 不 确定 的 ， 我 们 
也 称 函 数 为 因 变量 ， 称 函数 的 变量 为 自 雇 量 ， 自 变量 钼 此 独立 ， 
自 变量 都 政 了 确定 的 值 ， 因 变量 ， 也 即 栈 数 的 值 才 确定 . 
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变量 x*，y，z 以 任何 方式 所 构成 的 表达 式 都 是 x，y，z 的 
一 个 二 元 或 更 多 元 函数 . 

表达 式 ”+ 9z + az 是 三 个 变 元 を *。 > る 的 画数 , 一 全 変 

了 2 昌 


元 ， 比 如 z 确定 了 ， 也 即 把 z 换 成 了 常数 ， 这 个 表达 式 仍 然 是 变 
量 x 和 Y 的 函数 ， 进 一 步 ，y，z 都 确定 了 ， 那 么 它 仍 然 还 是 x 
的 函数 ,多元 函数 ， 只 要 有 一 个 变量 没 确定 ， 它 就 仍然 是 个 画 
数 . 任何 一 个 变量 的 确定 方式 都 有 无 穷 多 种 ， 所 以 一 个 二 元 函 
数 ， 当 一 个 变量 用 无 穷 多 种 方式 中 的 一 种 确定 下 来 之 后 ， 另 一 个 
变量 依然 还 有 无 穷 多 种 确定 方式 .也 即 它 有 也 夯 多 个 无 穷 种 确定 . 
方式 . 对 三 元 函数 就 再 多 一 层 无穷 . 类 推 下 去 ， 每 多 一 个 变 元 就 
针 一 层 无 穷 . . 
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跟 一 元 范 数 一 样 ， 老 元 函数 也 首先 分 为 代数 函数 和 超越 函 
数 . 
只 包含 代数 运算 的 表达 式 叫 代数 函数 ， 含 有 超越 运算 的 表达 
式 叫 超越 函数 . 这 超越 运算 涉及 的 变量 ， 可 以 是 全 体 ， 可 以 是 几 
个 ， 也 可 以 只 是 一 个 ， 荆 少 一 个 ， 表 达 式 アデ + ylegz 就 是 y 和 z 
的 超越 函数 ， 打 为 它 包含 logz， 如 果 指 定 z 为 常数 ， 它 就 成 了 
的 代数 函数 ， 不 再 是 超越 函数 了 . 对 超越 函数 芹 不 做 进一步 的 划 
分 . 
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代数 函数 分 为 有 理 函 数 和 无 理 函 数 . 有 理 函 数 又 分 为 整 函 数 
和 分 数 阔 数 . 

跟 第 一 章 的 分 区 方法 一 样 ， 变 量 完全 不 受 无 理性 影响 的 代数 
.函数 叫 有 理 函 数 . 分母 中 不 含 变量 的 有 理 函 数 叫 整 函 数 ; 分母 中 
含有 变量 的 有 理 函 数 叫 分 数 函 数 ， 两 个 变量 x，y 的 整 函 数 ， 其 
一 般 形状 为 

"T+ 


at+By+ yt + e+ t+ WW + Dz + ye + Xr + 
二 元 分 数 函 数 的 - 般 形 状 为 9 ，P，0 都 是 二 元 整 函 数 ， 最 后 无 
理 函 数 可 以 是 显 式 的 ， 也 可 以 是 隐 式 的 ， 显 式 的 ， 是 借助 根 号 完 
全 解 了 出 来 的 ， 脆 式 的 由 解 不 出 的 为 程 给 出 ,方程 
= (ayz + 2°) V+ (の) V+y +2ay + 2 
给 出 的 FY 就 是 y 和 z 的 隐 式 无 理 函 数 . 
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多 元 函数 也 可 以 是 多 值 的 . 

.有 理 晒 数 是 单 值 的 ， 因 为 变量 都 确定 了 的 时 修 ， 它 只 取 一 个 
值 , 设 P，0Q，R，S… 都 是 变量 x，xy，z 的 单 值 画 数 ， 则 满足 
方程 

-PY+0=0 
的 了 就 是 x，y，z 的 二 值 范 数 ， 因 为 不 管 x， yy， 取 什 么 值 ， 
函数 了 都 有 两 个 确定 的 值 . 如 果 
WP TO0P- 見 =0, 
旭 基 三 億 豆 数 , 如果 
アー アビ ょ 0 グー RF+S=0, 
则 下 是 四 值 函 数 ， 类似 地 我 们 可 以 确定 更 多 值 的 函数 . 
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一 个 变 元 z 的 函数 ， 我 们 令 它 为 零 ， 得 到 一 个 或 几 个 * 值 . 
类 似 地 ， 两 个 变 元 7，z 的 函数 ， 我 们 令 它 为 零 ， 每 个 变 元 就 都 
由 另 一 个 决定 ， 这 样 就 使 得 本 来 是 独立 的 两 个 变 元 ， 每 一 个 都 成 
了 另 一 个 的 函数 . 同样 地 ， 令 三 个 变 元 *，y，z 的 函数 为 零 ， 
"TT4 : 


可 以 使 每 一 个 变 元 都 由 另外 两 个 决定 ， 也 即使 得 每 一 个 变 元 都 是 
另外 两 个 变 元 的 函数 ， 我 们 不 令 画 数 等 于 堆 ， 而 令 它 等 于 某 个 前 
数 ， 甚 至 等 于 另外 某 个 果 数 ,那么 由 得 到 的 这 个 方程 ， 不 管 它 含 
有 几 个 变量 ， 每 一 个 变量 就 都 可 以 由 其 余 的 变量 确定 ， 因 而 都 是 
其 余 变 量 的 函数 .变量 相同 ， 方 程 不 同 ， 确 定 的 函数 不 同 . 
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与 一 元 函数 不 同 的 一 点 是 ， 多 充 函 数 可 分 为 齐 次 函数 和 非 齐 
次 函数 ， 

各 项 次 数 都 相同 的 函数 叫 齐 次 函数 ， 相 应 地 ， 各 项 次 数 不 都 
相同 的 函数 叫 非 齐 次 函数 .单个 变 元 的 次 数 为 1, 一 个 变 元 的 乘 
方 或 两 个 不 同 变 元 的 乘积 ， 它 们 的 次 数 都 是 2; 三 个 变 元 ， 不管 
相同 与 否 ， 其 乘积 的 次 数 都 是 3; 类 推 ， 常 数 没 有 次 数 ， 我们 看 
玫 个 具体 的 例子 ，ay， 应 的 次 数 都 是 1; ay?, gz。 7%2 的 次 数 
都 是 2: ay’, Bz, 2 罗 2， 人 如 的 次 数 都 是 3; ay， 房 3z， yr, 
ye , ext 的 次 数 都 是 4. 
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我 们 先 看 齐 次 整 函 数 ， 只 看 二 元 的 ， 允 元 类 似 ， 
各 项 次 数 都 相同 的 整 函数 叫 齐 次 整 函 数 ， 一 到 四 次 的 齐 次 整 
函数 的 一 般 形 状 依 次 为 
ay + 应 ， 
ay + Hz + yz, 
ay + yz + yyz + 67, 
a + ?z+ yy + ye? + gz 
更 高 次 的 类 推 .我们 把 常数 的 次 数 看 做 是 零 ， 
到 了 + 
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. 分 数 函 数 是 齐 次 的 ， 指 分 子 分 母 都 是 齐 次 的 ， 


分 式 名 二 攻 是 y，z 的 齐 次 分 数 函 数 ， 分 数 函 数 的 次 数 等 
于 分 子 的 次 数 减 去 分 母 的 次 数 ， 我 们 的 这 个 例子 的 次 数 是 1、 分 


5 


式 二 + 与 的 次 数 是 3， 如 果 分 子 分 母 的 次 数 相同 ， 则 分 数 函 数 的 
次 数 为 堆 . 例 知 すそ 。 1, 把 ， 外 都 是 零 次 的 . 如 果 分 母 的 


を 


次 数 大 于 分 子 的 ， 那 么 分 数 函 数 的 次 数 是 负 的 ， 例 如 : 十 是 -1 


次 的 ; -二 和 是 -3 次 的 ; ーー 次 的 ， 这 里 分 子 的 次 数 
是 零 ， 次 数 相同 的 齐 次 函数 相 加 相 减 ， 结 果 仍 为 齐 次 函数 ， 次 数 
不 变 . 例 如， 表达 式 


bb” yy -be 
yy yat+y 


Gy 十 
十 一 次 的 ， 而 
3 3 3 
7 アキ を 
到 


YF 一 多 
是 零 次 的 . 
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齐 次 函数 的 概念 也 可 以 用 到 无 理 孙 数 上 去 . 如 果 已 是 n 次 
齐 次 函数 ， 则 的 次 数 为 xn， 洲 的 次 数 为 睫 n， 一 般 的 ，P% 
的 次 数 丸和 を ヵ . 函数 

.76 ・ 


2 


フォウ Fr, (yr + 4, EE 
Fy 
的 次 数 依次 为 1，3， 2 和 而 表达 式 
テイ ガト 7 Ya 


r+ a + 
的 次 数 为 -1. 
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上 节 所 讲 也 可 用 于 判断 隐 式 无 理 画 数 是 否 为 齐 次 的 . 设 了 
由 方程 
P+PF+OV+R=0 
给 出 ， 其 中 P，0,: 都 是 x*，Y 的 函数 . 首先 必须 P,，0, RR 
全 是 齐 次 琐 数 ，『 才 可 能 是 齐 次 郊 数 . 其 次 ， 如 果 F 是 次 消 
数 ， 则 大 的 次 数 是 2n，F 挛 的 次 数 是 3， 再 次 ， 由 方程 中 每 项 
的 次 数 应 该 相同 ， 知 六 的 次 数 为 n 时 必须 P 的 次 数 为 n"，8 的 为 
2n， 只 的 为 3n. 反之， 如 果 己 ，@， 只 分 别 惩 mn，2n 和 3n 次 齐 
次 函数 ， 我 们 可 以 断定 了 的 次 数 为 ma， 例如 
tC) の エ TPYー 0 =0 
所 决定 的 了 是 y，z 的 二 次 齐 次 函数 ， 
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和 虑 换 y= 上 变 y，z 的 nm 次 齐 次 函数 为 所 与 & 的 一 个 函数 的 
乘积 . 
代 換 y= 上 给 每 一 项 增加 了 yy 的 次 数 那么 过 个 *。， 由 于 每 项 


中 7，>* 放 数 的 和 为 mn， 所 以 变换 后 每 项 中 x 的 总 次 数 为 nn， 即 每 
円 ?7 r 


项 都 合 刀 ， 因 而 函数 了 被 z 除 得 尽 ， 商 为 单个 变 元 的 函数 . 
这 对 整 函数 尤其 清楚 ， 例 如 
Va + Bz+ yy + Oz 
时 ,者 y= wz， 则 
V=2 {on+ Bu + Yu+$). 
在 分 数 函 数 情况 下 ,这 也 是 明显 的 ， 例 如 对 - 1 次 函数 
V= 中 + 应 
2 2+ 
季 十 和 
置 *=tg, 得 
.+ 
“= wu2+1 
即使 对 无 理 函 数 ， 这 一 规则 也 照样 适用 . 例如， 对 - 了 次 函 
数 


2 2 
キザ ヤ 十 至 
F = 


zy y+ 
令 y= ww， 得 
pet +l 
v at+l 
经 过 这 样 的 变 措 ， 二 元 函数 变 成 了 一 元 落 数 ，z 的 竺 成 了 对 
uy 的 落 数 无 影响 的 因 式 . 
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代 換 y= wz 变 两 个 变 元 yY，z 的 零 次 齐 次 男 数 站 为 一 元 范 数 ， 
此 时 下 化 为 了 的 零 次 特 刀 = 1 与 二 的 熙 数 的 飞 积 ， 即 > 在 变 
换 后 的 表达 式 中 消失 . 例如 令 y=w， 则 
ヤニ エマ エタ 
アー タ 
+ 了 a 
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两 个 变 元 Y，z 的 斉 湊 整 函数 , 本 以 表 示 成 其 次 数 那 久 多 
个 ， 状 如 ay + 记 的 因 式 的 乘积 . 
由 于 画 数 是 齐 次 的 ， 所 以 伐 换 y = uz 变 它 为 * 与 的 一 个 
整 函数 的 乘积 . 』 的 这 个 整 消 数 可 以 分 解 成 ax + 8 状 的 线性 因 式 
的 习 积 .由 这 线性 因 式 的 个 数 与 六 所 会 z 的 个 数 相等 ， 可 以 乘 
这 每 个 因 式 以 *， 再 利用 ww = y， 这 样 对 每 个 因 式 我 们 都 得 到 
aus + 应 =ay + 应， 注意 ,线性 因 式 可 以 是 实 的 ， 也 可 以 是 虚 的 ， 
即 a，B8 可 实 可 虚 . 
由 此 知 ， 二 次 齐 次 网 数 
ay + bye + er 
有 两 个 a + 诺 状 的 因 式 ; 函数 
a + byiz+ 02° + dv: 
有 三 个 ay + 应 状 的 因 式 ， 划 高 次 的 齐 次 整 西数 类 似 . 
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由 上 节 知 ，- 、 一、 三 次 齐 次 整 画 数 依次 可 表 成 
円 了 下 


ay+ 上 应 ， 

(oy + 应 ) (7y+ 8), 

(art+ 人 tk) (YYy + 人 SO) (ley + la). 
一 般 地 ， 几 二 元 齐 次 整 函 数 都 可 表示 成 ， 其 次 数 那 么 多 个 ， 状 如 
ay + 应 的 缆 性 因 式 的 乘积 .这 线性 因 式 ， 可 以 照 一 泡 整 冰 数 那 
样 ， 用 解 方 程 的 方法 求 得 ,但 三 元 和 更 多 元 的 函数 ， 则 不 具备 这 
种 性 质 . 

ay + byr + cpr + de + ex + pg? 
分 解 不 成 

《ay + 应 + yx) (By +ert+ br). 
黑 包 元 的 函数 ， 一 般 地 ， 也 分 和 解 不 成 线性 因 式 的 积 ， 
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种 项 次 数 不 都 相同 的 沙 数 叫 非 齐 次 了 医 数 ， 非 齐 次 档 数 可 以 按 
各 项 次 数 的 种 数 分 类 、 我 们 把 含有 两 种 次 数 的 函数 ， 也 即 靖 个 不 
同 次 数 的 齐 次 函数 之 和 称 为 二 齐 画 数 ， 例 如 
Y +2 s+ y+ 
就 是 一 个 二 齐 函 数 ， 它 含有 5 和 2 茉 种 次 数 ， 是 一 个 五 次 与 一 个 
一 次 齐 次 函数 之 和 .类似 地 ， 我 们 把 含有 三 种 次 数 的 函数 ， 也 即 
三 个 不 同 次 数 的 齐 次 函数 之 和 称 为 三 齐 画 数 . 
アキタ クィ ォ タイ エ ャ ーッ 
就 是 一 个 三 齐 函 数 . 
分 数 函 数 和 无 理 函 数 ， 便 如 
+a tv rt 
ra 


它们 拆 不 成 齐 次 函数 的 和 ， 因 而 不 能 用 各 项 次 数 的 种 数 分 类 . 


* DO * 
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用 适当 的 变 基 代 换 可 以 把 有 的 非 齐 次 销 数 化 成 齐 钦 隔 数 . 我 
们 给 不 出 可 以 做 到 这 一 点 的 比较 普遍 一 点 的 条 件 ， 只 限于 举 几 个 
例子 .例如 函数 


アア キダ アオ pt 

代 换 z= x 化 它 为 
+a yt yw + 

是 x，y 的 五 次 齐 次 耳 数 . 又 例如 旺 数 
ッ + ダ テキ アデ + ア タダ ャ ー 

代 換 *= 二 化 它 为 


a, 
3 了 Zz 

是 y，z 的 一 次 齐 控 函 数 . 例子 还 可 举 出 一 些 , 但 代 换 都 不 这 么 

简单 ， 要 复杂 得 多 . 
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再 一 种 方法 ， 是 按 项 的 最 高 次 数 对 整 函 数 进行 分 类 . 例如 整 

函数 

オダ キダ タオ gーg。 
项 的 最 高 次 数 为 2， 是 二 次 整 函 数 ， 整 消 数 

34 二 一 Gy ez + hy 一 ロアー 64 
是 四 次 整 男 数 ， 这 是 很 重要 的 一 种 分 类 方法 ,讨论 曲线 时 通常 都 
用 它 . 

・ 81 ， 
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整 函 数 还 可 分 为 可 约 和 不 可 约 丙 种 .可 以 表示 成 两 个 或 更 多 

个 图 数 之 积 的 整 函 数 称 为 可 的 的 .例如 

yo + Za -2 ols +2abey 一 が ジア 
可 分 解 成 

(yr a+by) (アー タダ ィ ggー by), 
是 可 约 整 函数 . 前 面 讲 了 ,二 元 齐 次 整 孙 数 都 是 其 次 数 那么 多 个 
状 强 ay + 应 的 因 式 之 积 ， 因 而 它们 都 是 可 的 的 .不 能 表示 成 有 
理 因 式 之 积 的 整 函 数 ， 称 为 不 可 约 的 . 易 知 

y+ 
没有 有 理 因 式 ， 是 不 可 级 的 ， 从 除法 的 角度 看 ， 有 除 式 的 为 可 的 
的 ， 无 除 式 的 为 不 可 约 的 ， 


， R2 ・ 
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EMH MA | 上 i 人 # i が が の 人 et i 0 | は MM 1 
HI ed 人 fl 1 Ht 和 0 
人 A Wl Hi i 人 0 
MO 0 tp ee ee UR BY ON I yh Ny 
が AD ty FF PI RP yy RE 
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超越 函数 属 积分 学 范畴 ， 但 有 几 种 却 可 以 ， 也 应 该 放 在 积分 
学 前 面 讲 ， 它 们 用 得 最 多 ， 也 为 进一步 学 习 所 必需 . 先 考 号 指数 
函数 ， 即 指数 是 变数 ， 这 样 的 枯 ， 显然 ， 这 种 署 不 是 代数 函数 ， 
代 教 画 数 中 指数 是 常数 . 指数 函数 ， 可 以 指数 为 变数 ， 底 为 党 
数 ， 如 wwe; 也 可 以 底 和 指数 都 是 变数 ， 如 ア , 指数 本 身 也 可 以 


是 指数 丽 数 ， 如 me ，ar ，y” ，x? .我 们 只 讲 指数 为 变数 府 为 党 
数 这 一 种 ， 即 a+， 明 白 了 这 一 种 ， 别 的 也 就 清楚 了 . 
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考虑 指数 函数 wr ，a 为 常数 ， 指 数 * 为 变数 ， 因 而 可 以 是 任 
何 确定 的 数 ， 先 让 z 依次 取 正 整数 ,得 al, a, a a ea?, 


站 ，"*"3 再 让 依次 取 负 整数 -1, 一 也 ， ー 3。 Ty 得 十， a 


ユエ 二 ， ss z=, 得 gad=1; 让 > 为 分 数 ， 例如 方 ， +. る 


すう, 得 /4, <、 プ る の, <, プ ざ 、 …。 送 是 方 根 . 


方 根 可 以 不 只 一 个 值 ， 但 我 们 视 or 为 单 值 函 数 ， 因 而 只 考虑 其 
实 的 正 值 ， 例 如 g3, 宅 既 等 子 - a2VY5， 又 等 于 + の /a, 但 我 
们 内 到 后 者 ， 即 认为 它 在 a?2 与 oa 之 间 ，z 为 无 理 数 时 ， 考 虑 方 
式 类 似 ， 但 理解 起 来 要 困难 些 ， 例 如 ga” 的 債 在 g? 与 a3 之 间 . 
对 z 的 虚数 值 我 们 不 考虑 . 
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指数 芳 数 & 的 值 依赖 于 常数 aa=1， 对 任何 的 z 值 都 有 
の =1. ae>1: w 的 何 随 的 増大 背 増 大 且 z= m 时 ， 玉 也 趋 
向 无 穷 ; z=0, 则 w=1; <0 时 ，o 的 值 小 于 1， 且 *= -上 
時 。 wr =0. 0< a<1; 对 大 于 零 的 z，w 的 值 随 z 的 增 大 而 减 


小 ; 对 小 于 零 的 z。 的 值 随 z 的 增 大 而 增 大 ，a < 1， 则 二 >1. 


记 = 则 a: = 5-:. 因 宙 a <1 的 情形 可 由 a > 1 的 情形 扒 
出 . 
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4=0， 则 a 的 值 是 跳 脸 蕊 的 ，z 为 正 数 ， 即 z 大 于 零 时 便 
有 =0; z=0 时 qn=1; z 为 负数 时 ，w 为 无 穷 大 ， 例 如 z= 


3, 则 er=0-3= 市 = 让 ,是 无 穷 大 ， 也 即 a=0， 则 af 的 值 失 0 


各 到 1， 再 从 1 鹏 到 无 穷 大 . 
= に 


, a 取 负 值 ， 列 〆 的 跳 聊 更 频 . 例如 a 取 -2。 z 依 次 取 整 数 
时 ，w 的 全 正 代 変 堆 . 此 时 ... 


一 -3 一 之 ー 1 uv 1 2 き 
1, + 9 | s ュ 相 ュ 在 


的 值 为 


z 取 分 数值 时 ，af = (-2)" 时 实时 虚 ， 例如 3 = ソー う 是 上 数 


而 = ゾー2 = -和 是 实数 ; 如果 指骨 x 吉元 理数 。 如。 让 
为 实数 可 能 为 虚数 ， 何 时 为 实 何 时 为 进 ， 事 先 不 能 确 屿 .”““ 
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上 节 我 们 看 到 ，e 为 负 值 时 ，a 的 值 或 正 或 负 ， 就 岂 战 虚 ， 
不 定 . 又 a 在 0, 1 之 间 的 情形 可 化 为 a > 1 的 情形 ， 拟 以 朝 伯 
取 a 为 正 数 ， 为 大 于 1 的 数 . 令 y= oz; 让 z 取 一 @ 到 + 出 防 内 
.有 实数 ， 则 y 取 0 到 + 四 的 所 有 正 实数 . z= 则 y=%; z= 
0, 则 y=1; xy= -oo， 则 7y=0. 反之 ,对 y 的 任何 一 个 正 值 ， 
都 有 z 的 一 个 实数 值 与 之 对 应 ,值得 ど =y. 対 y 的 负 值 ， 人 出没 
有 实 的 z 值 与 之 对 应 . 
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这 样 ， 记 y= ww ， 旭 y 是 z 的 函数 ， 即 每 一 个 z 值 都 确定 一 

人 イィ 貸 . 从 指数 的 性 质 我 们 可 以 看 到 y 対 的 依赖 方式 ， 例 如 ， 
y= gg = 一 船 的 = g 由 此 得 V7 = az， Jy = 
し レー 1 —2r エー 了 一 - トー 
:了 = EL 等 等 . 进一步 ,着 v= 
85 ・ 


or at, = a*-*. 根据 上 述 性 质 ， 每 给 定 一 个 * 值 
都 可 确定 一 个 7 值 ， 
例 取 a=10, 那么 z 为 整数 时 ， 我 们 能 直接 写 出 y， 例 如 


10 = 10。 1F = 100，108 = 1000，104 = 10000。 1 の = 1; 


也 
了 


0.001. 


z 取 分 数值 时 ， 可 用 求 根 的 方法 得 到 y 值 . 例如 108 = ソ 10 = 
3.162277 等 . 
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前 面 我 们 看 到 ， 给 定 了 数 e， 那 么 对 每 一 个 > 值 ， 我 们 都 能 
求 得 一 个 y 值 ， 使 得 y = 六， 现在 倒 过 来 ， 对 每 一 个 y 值 ， 要 我 
们 求 出 一 个 z 值 ， 使 得 wi = y， 也 即 把 * 看 成 是 y 的 函数 .此 时 
称 z 为 y 的 对 数 . 讨论 对 数 时 ， 我 们 都 假定 a 是 一 个 固定 的 数 ， 
称 它 为 底 ， 有 了 底 ， 我 们 称 等 式 w = y 中 無 的 指数 z 为 y 的 对 
数 . 通常 记 y 的 对 数 为 logy。 如 果 

喧 =Y， 则 z= logy. 
由 此 我 们 知道 ， 对 数 的 廊 昌 然 由 我 们 指定 ， 但 是 它 应 该 大 于 1， 
还 有 用， 只 有 正 数 的 对 数 是 实数 . 
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1 的 对 数 为 0， 即 不 管 权 什么 数 为 底 ， 我 们 都 有 logl = 0， 这 
是 因为 在 决定 z = logy 的 方程 =y 中 ，y =1 时 届 有 z=0. 
大 于 1 的 数 的 对 数 为 止 .例如 
« SS 本 


loga =1, loga* = 2， loga’ = 3， Joge4 = 4， ・ い . 
可 以 推出 记 是 什么 ， 是 其 对 数 为 1 的 那个 数 ， 小手 1 的 正 数 的 対 
数 为 负 ， 伍 如 


le = lg = -2, lg is -3, … 
负数 的 对 数 ， 不 是 实效 ， 而 是 虚数 ， 这 我 们 前 商 指出 过 . 
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类 拟 地 ， 如 果 logy = z， 则 logy* = 2z，log = 3z ,一般 的 

logy'= mz, 将 z=logy 代 人 人, 得 

logy” = nlogy. 
即 y 的 笑 的 对 数 等 于 指数 乘 上 y 的 对 数 ， 例 如 

jog ソ テ ェ legy。 log 大 = lgy "3 = ~ 5 logy, 
等 ， 可 见 知 道 了 一 个 数 的 对 数 ， 我 们 就 可 以 求 出 它 任 何 一 个 寒 的 
对 数 . 如 果 知 道 了 两 个 数 的 对 数 . 例如 

lgy =z, logv = x， 
那么 由 a =y 种 ar =v， 我 们 得 到 

log Coy) ニタ + <= ニ logy + logy. 
即 两 数 积 的 对 数 等 于 两 数 对 数 的 和 . 类似 地 ， 我 们 有 

log =z~ z= logy —logs. 
即 识 的 对 数 等 于 分 子 的 对 数 减 去 分 母 的 对 数 . 根据 已 知 的 几 个 数 
的 对 数 。 利 用 上 述 规 则 ， 可 以 求 出 很 多 数 的 对 数 ， 
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从 前 面 齐 的 我 们 看 到 ， 一 个 数 ， 如 果 不 是 麻 的 矫 ， 它 的 对 数 
* 名 了 = 


就 不 能 是 有 理 数 ， 也 却 ， 加 果 占 不 是 底 a 的 宕 ， 刚 上 的 对 数 就 
不 能 是 有 理 数 ， 在 8 不 是 底 @ 的 芋 时 ， 上 的 对 数 也 不 能 是 无 理 
数 . 假定 Jogb =Yn， 即 gm=5, 但 在 a 和 45 痢 是 有 理 数 时 ， 这 
是 不 可 能 的 . 我 们 首先 要 知道 的 是 有 理 数 和 整数 的 对 数 ， 分 数 和 
无 理 数 的 对 数 可 从 有 理 数 和 整数 的 对 数 得 到 ， 有理数 和 无 理 数 之 
外 的 是 超越 数 ， 因 而 不 是 底 的 赛 的 数 ， 其 对 数 是 超越 数 ， 即 对 数 
是 超越 量 . 
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当 对 数 是 超越 数 时 ， 我 们 只 能 用 小 数 近 似 地 表示 它 . 这 小 数 
的 位 数 取 得 越 多 ， 近 似 程度 就 越 好 ， 下 面 是 一 种 用 计算 平方 根来 
求 对 数 近 似 值 的 方法 . 我 们 知道 ， 著 logy = z，logs = “， 则 


log Vv wy = st 现在 我 们 来 求 数 5 的 对 数 的 近似 值 ， 假 定 5 在 


和 a 之 间 ， 这 两 个 数 的 对 数 分 别 为 2 和 3， 我 们 先 求 出 a?, 
ga 的 几何 平均 数 3 或 a2Ya， 这 时 5 必定 或 者 在 a? 与 22Ya 之 
同 , 或 者 在 a? Ya 与 @; 之 间 ， 在 哪 两 个 数 之 间 ， 我 们 就 再 求 哪 
两 个 数 的 几何 平均 数 ， 这样， 我 们 就 把 5 所 在 的 区 间 进 一 步 缩 
小 . 重复 下 去 ，5 所 在 的 区 间 就 越 来 越 小 ， 最 终 就 可 以 得 到 5 的 
县 有 我 们 所 要 的 那么 多 位 小 数 的 近似 值 . 由 于 区 间 端 点 的 对 数 都 
计算 出 来 了 ， 所 以 5 的 对 数 也 就 有 了 . 
例 设 对 数 的 底 a = 10， 即 取 常 用 对 数 。 我 们 来 求 5 的 对 数 
的 近似 值 . 5 在 1 与 10 之 间 ，1 和 10 的 对 数 分 别 为 0 和 1， 下面 
我 们 逐次 地 求 平 方 根 ， 直 至 达到 数 5. 
A = 1.000000，log4 =0.0000000. 
B=10.000000, logB =1.0000000. C =v 4B 
C =3.162277，logC =0.5000000. D = Vv BC 
円 NR a 


り = 5.623413, logD = 0.7500000. 
と =4.216964, logE =0.6250000. 
F =4.869674, log = 0.6875000. 
C = 5.232991 , logC = 0.7187500. 


人 
1 
EE 


H=5.048065, logH =0.7031250. J = FH 
J = 4.958069，logJ =0.6953125. K=v HI 

K=5.002865, logK =0.6992187. L=v IK 

t=4.980416, logL =0.6972656. M = EL 

M =4.991627, logM =0.6982421. N= KM 
N=4.997242, logN =0.6987304. = KN 
0 =5.000052, log0 =0.6989745. P= NO 
P=4.998647, logP =0.6988525. 0= OP 
0=4.999350, logQ =0.6989135. R= O00 
R=4.999701, log た =0.6989440. 5S = OR 


S =4.999876, logS =0.6989592. T= OS 
7 =4.999963。 logT =0.6989668. = OT 
V=5.000008, logP=0.6989707. W=v TY 
W =4.999984, logW =0.6989687, X 
X=4.999997, log¥ =0.6989697. ヤニ VT 
Y=5.000003, logY =0.6989702. Z 
2 =S.000000，logZ =0.6989700. 
最 后 ， 这 几何 平均 收复 于 2 = 5.000000， 从 而 得 到 底 为 10 
时 ，5 的 对 数 为 0.6989700、 因 而 近似 地 有 


“BT 
10io0o0 = 5. 
Briggs 和 Wase 造 数学 史上 第 一 本 对 数 表 时 ， 用 的 就 是 这 种 方法 ， 
当然 后 来 人 们 找到 了 几 种 更 简捷 的 方法 . 


+ - 
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一 种 底 决 定 一 种 对 数 ， 有 多 少 种 底 ， 就 有 多 少 种 对 数 . 底 的 
个 数 无 穷 ， 因 而 对 数 的 种 数 也 无 穷 。 但 每 两 种 对 数 的 比 都 为 常 
数 . 设 催 种 对 数 的 底 为 a 和 8， 叉 设 数 n 以 a 为 诡 的 对 数 为 p， 
以 $5 为 底 的 对 数 为 4， 即 gf = 上， 中 = 下， 从 机 of = 扩 ， 进 而 a 


= が の. 。， 即 丙种 对 数 的 比 卫 是 一 个 与 无 关 的 常数 ， 这 样 ， 有 了 
一 个 数 的 一 种 对 数 ， 利用 这 个 常数 ， 妓 可 算出 它 的 另 一 种 对 数 . 
这 是 一 条 “黄金 ”规则 . 知道 了 所 有 数 的 一 种 对 数 ， 利 用 这 条 
“黄金 ”规则 ， 就 可 以 算出 所 有 数 的 另 一 种 对 数 . 例如 有 了 以 10 
为 底 的 对 数 ， 我 们 就 可 以 算出 以 任何 别 的 数 为 底 的 对 数 ， 设 这 别 
的 数 为 2， 记 数 n 以 10 为 底 的 对 数 为 p， 以 2 为 底 的 对 数 为 9. 
由 以 10 为 底 ljog2 =0.3010300， 以 2 为 底 ，log2 =1， 得 
0.3010300:1 = p:g 
从 而 
9 = 90-3000300 = 3-3219277*p. 
志郎 帯 用 対数 梨 上 3.3219277, 就 是 区 2 为 底 的 对 数 . 
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相 异 两 数 ， 其 对 数 的 比 ， 是 一 个 与 底 无 关 的 常数 . 

设 数 村 入 以 a 为 底 的 对 数 分 别 为 站 和 m = 4 让 
= 则 上 = 有 = 了 从 而 M= Ms, 这 个 等 式 中 不 合 a, 即 
比 下 与 底 a 无 关 . 如 果 对 另 一 个 底 $3， 数 履 入 的 对 数 分 别 为 x 

下 90 本 


和 wv， 经 由 同样 的 推导 ,得 i= 玫 . 由 Mn = WP 得 于 = 其 或 m: 
n =p:v， 我 们 已 经 看 到 ， 同 一 个 数 的 不 同 霍 的 任何 一 种 对 数 的 
比 ， 都 等 于 指数 的 比 、 例 如 y* 和 )” 的 任何 一 种 对 数 的 出 都 等 于 


m:n. 
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造 对 数 表 ， 可 以 用 前 面 讲 的 计算 对 数 的 方法 ， 当 然 也 可 以 用 
别 的 更 方便 的 方法 . 但 由 于 合 数 的 对 数 等 于 其 因数 的 对 数 之 和 ， 
所 以 要 造 对 数 表 ， 只 需 算 出 质数 的 对 数 ， 有 了 质数 的 对 数 ，' 合 数 
的 对 数 用 简单 的 加 法 即 豆 得到， 例如 有 了 3 和 5$ 的 对 数 ， 则 
logl5 = log3 + ]og5，log45 = 21og3 + log5. 
前 面 我 们 已 经 算出 了 以 10 为 底 时 
log5 = 0.6989700 
且 jog10=1. 从 面 由 


log や = log2 = log10 — jog5, 
得 

log2 = 1 -0.6989706 =0.3010300. 
有 了 2 和 5 的 对 数 ， 那 么 所 有 只 以 2， 只 以 5， 或 只 以 2 和 5 为 因 
数 的 台数 ， 诸 如 4，8，16，32，，… 和 20, 40, 80。25, 30, 
…， 它 们 的 对 数 就 都 可 以 用 加 法 得 到 . : 
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用 对 数 表 可 以 从 数 查 对 数 ， 也 可 以 从 对 数 查 数 . 两 相 结合 使 
得 对 数 表 在 数值 计算 中 大 显 身 手 ， 假 定 给 了 六 个 数 z, g, e, 了, 
9g， 衣 ， 要 我 们 计算 的 不 是 这 六 个 数 的 积 ， 面 是 
= 91 中 


gyYe 

gw 
这 样 -- MM MM 

2loge + logg+ っ Tloge _ logf ー logg - Slog h. 
算出 来 的 这 个 对 数 ， 它 所 对 应 的 数 就 是 我 们 所 要 的 数 . 对 数 把 求 
宪 求 根 两 种 运算 转换 成 了 乘法 和 除法 . 因而 求 复 杂 的 帮 和 根 时 ， 
対数 表 量 示 其 特別 的 作用 . 


例 1 我 们 计算 2 的 值 . 它 的 对 数 为 去 2log2， 委 2 的 对 数 


0.3010300 以 , 即 方 + 广 ， 我 们 得 到 1 起 =0.1756008， 对 应 


于 这 个 对 数 的 数 为 1.498307， 这 就 是 2 的 近似 代 . 
例 2 基地 現有 人 日 100000， 年 增长 率 为 而. 求 百 年 后 该 地 
全教 . 
为 简便 计 ， 记 现 有 人 口 数 为 n， 即 
n = 100000. 
一 年 后 人 日 数 为 


G+) n = 20 
两 年 后 人 口 数 为 《站 )>n， 三 年 后 人 口 数 为 〈 泥 )*n， 百 年 后 人 口 
数 为 

(0 n= (3 
百年 后 人 口 数 的 对 数 为 


100°log 30 + leg100000. 


) 0100000. 


由 
31 
log 30 = log31 - log30 = 0.014240439， 
"07 : 


得 
100log 30 = 1.4240439, 
地上 log100000 = 5。 得 所 求人 口数 的 対数 妨 
6.4240439. 
对 应 的 人 口 数 为 
2654874. 
即 百 年 后 人 口数 是 現 有人 口数 的 26 倍 半 和 精 多 . 
例 3 ”一声 活水 使 得 某 地 只 镁 下 了 6 人 个人， 人 们 希望 该 地 
200 年 后 人 口 数 为 1000000， 问 人 人口 的 年 增长 率 应 该 是 多 少 ? 


设 年 增长 率 为 二 ， 则 200 年 后 人 口 数 为 


(H+)2m.6= 1000000. 


li+x_ LT 6 200 3.2218487 =0.0261092. 


从 而 
1000000 = 61963x. 


最 后 得 x 的 近似 值 为 16， 即 年 载 长 率 为 十 就 能 达到 人 们 预期 
的 目标 ， 现 在 我 们 假定 保持 这 个 增长 速度 400 年 ， 那 时 人 口 数 将 


为 


* 3 : 


这 人 么 多 人 ， 整 个 地 球 玫 怕 都 负担 不 了 . 
例 4 百年 人 口 增加 一 悦 。 问 这 年 增长 率 是 多 少 ? 


假定 年 增长 率 为 上 ， 原 有 人 口 数 为 p. 那么 ， 百 年 之 后 人 品 
数 为 《+ 和)*0n = 2n。 从 硬 


十 各 = 2 而， 
取 对 数 ， 得 

log + ~ [nlog2 =0.0030103 
査 表 , 得 " 

1+ ァ 10069555 

x 10000000” 
从 而 

10000000 
“的 555 ， 


其 近似 值 为 144， 即 年 增长 1 1， 百年 就 可 加 倍 . 
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对 数 的 最 重要 的 应 用 ， 是 解 未 知 量 全 于 指数 的 方程 . .例如 求 
满足 方程 
qa 一 也 
的 x 值 ， 我 们 就 必须 应 用 对 数 ， 对 ar = 48 两 边 取 对 数 ， 得 
loga* = xloga = logb , 
从 而 


lo 


oga 
我 们 指出 ， 用 随便 以 什么 数 为 底 的 对 数 都 可 以 ， 求 得 的 比 不 因 底 
円 94 


而 不 同 ， 
例 1 知人 口 年 增长 率 为 100， 求 人 口 增长 到 10 售 所 需 的 时 


疝 . 
记 所 需 年 数 为 *， 记 原 有 人 口 数 为 n， 则 x 年 后 人 日 数 为 


(5 な 等 于 l]0n， 从 而 


2 = lesl0 _ _ 10000000 _ ,3 
~ logl01 -jog100 43214 “= 


即 年 增长 率 为 00 时 ，231 年 人 口 就 增长 到 十 倍 ，462 年 就 增长 到 
百倍 ，693 年 就 增长 到 千 倍 ， 

例 2 某 人 以 5% 的 年 利 借款 400000 弗 罗 林 ， 商 定 了 每 年 归 
还 25000 弗 罗 林 。， 问 还 清 这 笔 倘 要 多 少年 ? 

记 借 元 数 400000 弗 罗 林 为 a， 记 每 年 还 教 元 25000 弗 罗 林 为 
5， 那 么 满 一 年 欠 款 数 为 


105 
100 ~ 2; 
满 二 年 欠 款 数 为 
Ge 5) 5-5, 
满 三 年 欠 款 数 为 


105 105 105 
1007 (10076 -1002 -5 
为 简便 计 ， 令 = 1 ， 那 么 满 x 年 欠 款 数 为 
* 5 * 


Rs 一 FE- 


キキ nr 1), 


由 几何 级 数 的 性 质 知 

ltntnt tm l=, 
从 而 ， 满 x 年 债务 从 款 数 为 

。 な りー らち 

na 一 


大 款 还 清 时 欠 款 数 为 堆 ， 由 此 我 们 得 到 方程 
ng = 2 2 或 (nl1) ra= nv -8, 
从 而 


xz 2 
(p-mt+a) 天 = 十 或 也 こち ぁ ー (am) a 


logb ~ log ( ち - ( ぁ ー1) g) 
Iog み 
由 
a =400000, b=25000, n = 
得 
( ヵ ュー1) a=20000, あー ( ヵ ぁ ー]) a = 5000, 
从 而 还 清 这 笔 僵 务 的 年 数 
，_ Log25000 - log5000 iogS 6989700 
= ， 105 7 21 F211893 ' 
や 100 や 20 


即 33 年 不 到 一 点 . 満 33 年 时 ， 还 款 数 本 利和 比 借款 数 本 利和 
多 ， 密 出 来 的 数 为 
(44 


3 
(oa -Da 207200-25000 
ュー1 ] 


20 


= 100000 (入 六 - 


" 全 三 * 


log 2 =0.021189299! 


得 

log (0)? =0.69924687。 log10O000 ($5)” = 5.6992469， 
这 个 数 是 500318.8 的 対数 . 即 満 33 年 时 侍 权 人 应 退 给 情 务 人 
33R.8 那 表 林 . 
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我 们 来 看 党 用 对 数 ， 常 用 对 数 以 10 妨 許 , 我 条 且 常 使用 十 
进 制 数 ， 因 人 向 常用 对 数 比 浏 种 对 数 特 别 地 有 用 ， 仙 的 等 的 对 数 
是 整数 ， 不 是 10 的 智 的 数 的 对 数 含有 小 数 ， 例 如 上 与 10 之 间 的 
数 的 对 数 在 0 和 于 之 问 ，10 与 100 之 问 的 数 的 对 数 在 1 和 2 之 
同 , 等 等 . 国 此 对 数 邦 由 整数 和 和 小数 两 部 分 构成 ， 我 们 称 整数 部 
分 为 首 数 ， 称 小 数 部 分 为 尾数 ，-… 个 数 的 对 数 的 首 数 等 于 它 的 整 
数 部 分 的 位 数 减 1， 例 如 五 位 数 78509 药 对 数 的 首 数 为 4， 反之， 
从 一 个 数 的 对 数 ， 我 们 也 立刻 可 以 说 出 它 的 位 数 . 例如、 对 数 为 
7.5804631 的 数 是 8 位 数 . 
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两 个 数 ， 如 果 其 对 数 的 尾数 相同 ， 普 数 不 同 ， 则 这 两 数 的 比 

为 10 的 释 ， 也 即 这 两 个 数 的 数字 相同 例如， 对 数 为 4.9130187 

和 6.9130187 的 数 分 别 为 81850 和 8185000， 对 数 为 3.9130187 和 

0.9130187 的 数 , 分 列 凡 8185 和 8.185. 朗 尾 数 鈴 出 数 前 数 字 , 

首 数 告 诉 我 们 数 的 整数 部 分 的 位 数 ， 鲍 如 对 数 2.7603429。 尾数 
和 9 四 


给 出 数 的 数字 为 5758945， 首 数 2 告诉 我 们 整数 部 分 为 3 位 ， 即 
数 为 575.8945， 如 果 首 数 为 0， 则 告诉 我 们 整数 部 分 为 1 位 ， 即 
数 为 5.7S8945. 如 果 首 数 为 负数 ， 例 如 ~ 1， 则 数 为 0.5758945. 
首 数 为 -2， 则 数 为 0.05758945. 首 数 -1，-2，-3 常 带 记 为 
9，8，7， 即 从 记 的 数 减 去 10 为 实际 的 首 数 . 以 上 所 讲 ， 对 数 表 
的 说 明 中 有 更 详细 的 解释 ， ’ 
例 数列 2，4，16，256，…， 每 一 项 都 是 前 一 项 的 平方 . 
求 它 的 第 25 项 . 
该 数列 可 记 为 

2, 27 2 2 
可 见 这 数列 的 指数 成 几何 级 数 ， 第 25 项 的 指数 为 

24 = 16777216. 
因而 所 求 的 项 为 

21977216 ， 
它 的 对 数 为 

16777216log2， 
由 

log2 = 0.301029995663981195 
得 所 求 项 的 对 数 为 

5050445.25973367, 
首 数 告 诉 我 们 所 求 项 整数 部 分 的 位 数 为 

5050446. 
从 对 数 表 中 查 得 尾数 259733675932 对 应 的 数 为 181858， 它 后 而 还 
有 5050440 位 .从 位 数 更 包 的 对 数 表 中 可 多 查 到 几 位 ,事实 上 ， 
该 数 的 前 11 位 为 18185852986. 
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2 大 于 1 时 ，a 的 筹 随 a 增加 而 增加 ， 而 @=1, 所 以 指数 
比 零 增加 无 穷 小 时 ， 磊 比 1 增加 也 为 无 穷 小 ， 也 就 是 说 , 数 w 
是 一 个 无 穷 小 ， 即 它 几 几乎 平 就 等 于 堂 时 ， 我 们 有 

a =I+g 
数 $ 也 是 元 穷 小 ， 从 前 一 章 我 们 知道 ， 如 果 数 y 不 是 无 穷 小 ， 
w 就 也 不 为 庆 穷 小 ， 这 就 是 说 ，w 与 由 的 关系 ， 或 为 上 =w, 或 
为 业 > ww， 或 为 上 < w， 究 竟 是 哪 一 种 ， 由 a 决定 . 而 a 暂且 还 
是 未 知 的 . 我 们 令 ゅ = 所 这样 我 们 有 

B =1+ Kv, 
取 以 a 为 底 的 对 数 ， 得 

w= bog (+ Kv), 

例 为 看 济 对 a 的 依赖 情形 ， 我 们 令 a = 10， 取 一 个 比 1 
・ 99 ， 


1 _)， 从 常用 对 


0000 


1 
友 得 很 小 的 数 ， 岗 则 1+ nad 
狼友 赴 和 站 是 了 沪 烙 网 对 数 ， 垃 
ODO _ _ 
,0000007 = jog 000000 = 0-00000043429 = w. 
Hi hr = 分 .00000100000 等 


1 443429 100000 
KE 100000” 43429 の 
我 们 看 到 K 是 一 个 依赖 二 万 & 的 有 限 数 ， 换 一 个 多 ， 则 数 1 + 


Kw 的 对 数 随 着 改变 ， 因 而 让 也 有 随 着 改变 . 


lg C1 + 
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由 =1+ Kw 得 
a (+ Ko)' 
对 任何 的 工 都 成立 ， 从 而 


am と と (5- け 2 C1) (E-2) Ls 3 
= + て Me 1. う “ew “十 っ ・3 Kw 


如 果 令 = 三， 其 中 z 为 某 个 有 限 数 ， 那 么 由 w 为 无 穷 小 
知 ;为 无 穷 大， 由 w = 之 知 w 是 一 个 分 母 为 无 穷 大 的 分 数 。 即 e 
为 无 穷 小 ， 跟 我 们 所 取 一 致 ， 将 w 换 为 二 ， 得 

= Ti eo + OD G2 ge + 


1・23』 
1・ GD (i 2) (1-3) 
2 に 134 Kt 
换 谍 为 无 穷 大 ， 该 等 式 依 然 成 立 ， 天 也 如 我 们 前 面 看 到 的 ， 是 一 
个 确定 的 依赖 于 & 的 数 . 
1tR1 站 
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i 为 无 穷 天 时 
i-l 
i 


事实 上 ，i 越 大 5 汪 ! 越 接近 于 1， 如 果 i 大 于 任何 给 定 的 数 ， 则 


= 1. 


等 于 1， 类 似 地 ， 我 们 有 


， 1 ig-2 3 1 
2 2 フー 4 4 


KR _ 
1 2 1.2.3 12・3・4 「 
该 等 式 还 表示 。 与 之 间 的 关系 ， 事实 上， 如果 令 z=1， 风 
e=1+ モ ュ K 十 だ 十 
1.2 12.3 に 2・3・4 
。 = 10 时 近似 地 及 2.3025$8， 跟 前 面 求 得 的 一致， 
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设 
b= 0", 
那么 以 a 为 底 取 对 数 ， 得 logb =n， 由 六 = a*， 我 们 得 到 元 穷 级 
数 
pt 
・ 101 ・ 


oo 得 
が キキ エ 


すう + 123 


うす っ Cogb) + 


下 可 由 底 a 求 得 . 可见 任何 一 个 指数 函数 『 都 可 以 表示 成 按 z 
的 各 排列 的 无 穷 级 数 ， 下 面 我 们 讲 对 数 函 数 的 无 穷 级 数 展开 . 
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， 由 于 =1+ 及， 其 中 为 元 闪 小 分 数 ， 目 a 与 兵 之 间 有 
关系 
KR kK 
1.2 す 2・3 
于 是 以 a 为 底 取 对 数 ， 得 
w=lg (1+ Kuo), iw=lg (+ 大 六 
显然 i 取得 越 大 ， 各 (1 + 后 六 比 1 大 得 就 越 多， 让 i 为 无 穷 
大 ， 则 (1+ 所 i 可 以 成 为 大 于 1 的 任何 数 ， 令 
{1+ fo)'=1+%, 


a=1+ 上 + +*- 


则 

log (1+%) = iw. 
14+x 的 对 数 zm 是 有 限 数 ， 可 见 i 应 该 是 光 穷 大 ， 否则 各 不 能 是 
有限 数 . 
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由 
(1+ 反り ) ニ 1+ オ を 


*・ 102 * 


kos 3 Cr 
从 而 
iw = (tr) -1). 
而 w= log (1+%)， 所 以 


log (1+x) = va 
这 里 的 i 是 无 穷 大 . 我 们 有 
(1+ > 六 =1 ュ ュー ター LD ES 
1 {i— 2 ェ ー1 3i 1 
i + 
义工 为 无穷 大 耐 我 们 有 


ーー 


ュー1】 1 2-】 2 3i-l 3 

2 ょ 2 7 3 3 4 4 * 
从 而 

(1+ ァ フー ェ ナー -Ft+t+3-4+ + 
继而 


时 
]og (1+ ォ ) -去 うす ーー オイ ブル 
这 星 对 数 的 底 为 a, ま 量 一 全数 , 名 満足 
KR 
すす 2 す ュ 23 「 


(を まこ を x ギ 
1 


=1+ オ で 
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上 节 我 们 求 出 了 等 于 1+yx 的 对 数 的 级 数 ， 利 用 这 个 级 数 ， 
我 们 贡 以 求 出 对 上 族 于 给 定 的 底 a 的 を 舘 . 令 1+x=a， 则 loga 
=1， 这 样 我 们 有 


> 103 ， 


1 = (ee 


1 
Kk 
从 而 
(a-1} {a-1)° (a-l) (eg-17 ... 

££ = 1 ー ゥ 十 3 一 4 + 
令 z=10， 则 这 个 无 穷 级 数 的 值 应 该 近似 地 等 于 2.302$8， 也 即 
应 该 有 

2 .30258 = FE 2 うす 3ー4 す の 


该 级 数 项 的 值 不 断 增 加 ， 前 者 于 项 的 和 也 不 趋向 于 某 个 极限 ， 所 
以 很 难看 出 这 个 等 式 成 立 ， 下 面 我 们 来 推出 这 一 不 瞄 看 出 的 结 
果 . 


9 ¥ 〆 デザ 
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已 知 
_1x x x x 
log (1+x) = ニセ (ーー ラナ マー イエ ) 。 
措 xw 为 -x， 得 
_ lx ,2 2 
log (ユー タナ ニー デ (て + イ テキ 生 キ イキ }. 
前 式 碱 后 式 ， 得 
+ 
log (1+ を) -log (1-ー を ) =lg] 7 = (T+y+'s 
7 
+ ティ + 
1+x 
tmx 
则 


a-l1l (ag-1)* (a- 1 
e+ すま) 3 lar ts (e+15「 
山 走 等 式 可 求 出 対 度 寺 笛 定 謀 a 的 史 . 

如 巣 底 g=10。 咽 


9 ず 。 の ダー 
KR=2 0+ T+ 7 


该 级 数 芍 项 的 值 明 总 地 递 碱 ,很 快 就 给 出 天 的 满意 的 结果 ， 
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对 数 的 底 a 可 以 根据 需要 选取 .现在 我 们 取 a 使 KK=1, K 
=1， 则 § 116 求 得 的 级 数 成 为 


将 各 项 化 为 小 数 ， 相 如 得 
a =2.71828182845904523536028 ， 
精确 到 最 后 一 位 . 

称 以 这 个 数 为 底 的 对 数 为 自然 对 数 或 双 曲 对 数 ， 后 一 名 称 的 
采用 ， 是 由 于 双 曲 钱 下 的 面积 ， 可 用 这 种 对 数 来 表示 ， 为 简便 起 
见 ， 我 们 记 数 2.7182813828459… 为 e， 邵 e。 是 自然 对 数 或 双 曲 对 
数 的 腐 . 对 应 于 这 个 底 e 的 必 =1.，e 是 下 面 这 个 无 穷 级 数 的 和 


1+ 了 +- 1 一 1 人 
1 T1212.3*1234t 
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可 见 自 然 对 救 有 这 样 的 性 质 ，w 为 无 穷 小 量 时 ，1 + w 的 对 
・ #05 ・ 


数 为 w.， 由 此 可 以 得 到 天 =1， 从 而 可 以 求 出 所 有 数 的 自然 对 数 ， 
记 上 忆 求 得 的 数 为 。， 风 


z+ 


= 
32 
级 数 


二 
log (1+*) = 和 一 柯 + 洒 一 5 一 合十 


> 


可 用 来 计算 自然 对 数 ， 当 x 为 很 小 的 分 数 时 ， 这 两 个 级 数 都 收 
伊 很 快 ， 利 用 后 一 个 级 数 ， 可 以 很 容易 地 求 出 一 些 大 于 1 的 数 的 


对 数 ， 例 如 令 x= そ , 得 


今 ヶ = 得 
4_ 2 2 2 2,，, 
3 うこ 1213 プ 5 の イラ アイ 
2M 
2 2 2 


le = 13+ 
一 些 整 数 的 对 数 ， 可 从 这 几 个 分 数 的 对 数 求 得 ， 由 对 数 的 性 质 ， 
我 们 得 到 


3 4 3 
log > + log 3 = log2; log 5 + log? = log2; Zlog2 = lopd; 


log 2 + log4 = logs; 
log2 + log2 = log6; 3log2 = logs; Zlog3 = log9。 log2 + log5 = logl0 
例 数 1 到 10 的 自然 对 数 为 
logl =0.00000 00000 00000 00000 00000 
时 106 里 


jog2 = 0.69314 71805 59945 30941 72321 
log2 = 1.09861 22886 68109 69139 32452 
logd = 1 .38629 43611 19890 61883 44642 
logs = 1.60943 79124 34100 37460 07593 
1og6 = 1 .79173 94692 28055 00081 24773 
log7 = 1.94591 01490 55313 30510 34639 
log8 = 2.07944 15416 79835 92825 16964 
1og2 = 2.19722 45773 36219 38279 04905 
jog10 = 2.30258 50929 94045 68401 79914 

这 10 个 对 数 ， 除 了 jog7， 都 是 从 刚 举 出 的 三 个 级 数 求 得 的 .log7 


的 求法 是 ; 令 后 一 个 级 数 中 的 “= 十 ， 得 


log tg = log 35 = 0.0202027073175194484078230. 


从 
log50 = 2logS + log2 = 3.9120230054281460586187508 


中 减 去 log 5, 得 log49， log7 = 3 logd9. 
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记 T+x* 的 自然 对 数 为 y， 即 log (1+x) =Y， 则 


a 
y= テー 人 + オー 


1 2 3 4 
记 1+x 的 以 a 为 底 的 对 数 为 y， 则 


从 面 
= 一 . 


他 
这 是 计算 对 应 于 a 的 上 KK 值 的 最 方便 的 方法 : 企 一 数 ， 其 自然 对 
・ IO7 ・ 


数 除 以 其 以 ga 为 底 的 对 数 ， 商 就 是 对 麻 于 a 的 下値 . 取 送 任 一 
数 为 上， 出 上 =1， 于 就 等 下 oa 的 自然 对 数 . 常用 対数 的 底 涼 10. 
对 居于 40 的 就 等 十 10 的 自然 対数 

K =2.30258S0929940456840179914…,。 
忠 我 作 前 商 算 出来 的 一 欄 . 一 條 数 的 常用 対数 就 等 地 記 的 自然 対 
数 除 上 这 个 下 值 ， 或 者 乘 王 

0.4342944819032518276511289 
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已 知 
2 
令 qf =e'， 两 边 取 自然 对 数 ， 由 于 loge = 1， 得 yloga =z. 将 > 
的 这 个 值 代 入 上 面 的 级 数 ， 得 
这 样 ， 任 何 -- 个 指数 前 数 gr 就 都 可 以 借助 于 自然 对 数 表 示 成 无 
穷 级 数 . 
如 果 为 无 穷 大 ， 那 么 指数 函数 和 对 数 函 数 就 都 可 以 表示 成 
和 大， 嗓 
@ = (1+ そう) 
从 而 
好 ?一 (1+ 工 282) 
对 自然 对 数 我 们 有 
log (1+x) = ( (1+ 5 -1). 
目 然 对 数 的 另外 --- 些 应 用 在 积分 学 中 讨论 ， 


・ 108 ・ 


第 八 章 

EE 中 人 は 人 i は Ts es | ば 人 La 本 LEk 由 

9000 i oe i 六 风光 上 0 人 
Et。 。 1 


1 


PR un to 
et a OO | Ht i 人 


ーー ボー ーーーーー ニ ーー ーー ツーーーーーーーーーーーーーーーwーー……ーー 一 一 
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讨论 过 对 数 和 指数 这 两 种 超越 量 之 后 ， 我 们 应 该 来 讨论 弧 及 
其 正六 和 余弦 .. 所 以 应 该 讨论 这 几 种 量 ， 不 仪 因为 它们 也 是 超越 
量 ， 还 因为 借助 复数 ， 它 们 可 由 对 数 和 指数 这 两 种 量 产生 ， 怎 样 
产生 ,后面 讲 . 
如 果 攻 的 半径 〈 或 完整 的 正 嘴 》 为 1， 周 长 就 不 能 为 有 理 
数 ， 这 是 清楚 的 ， 半 径 为 1 的 贺 ， 其 半 周 长 的 近似 秆 为 
3. 14159 26535 89793 23846.26433 83279 50288 41971 
09399 37510 58209 74944 59230 78164 06286 20899 
86280 34825 34211 70679.82148 08651 32823 06647 
为 简便 起 见 ， 我 们 用 符号 x 代表 这 个 数 ， 我 们 说 : 单位 图 的 半 
周 长 为 xx， 或 者 单位 圆 180? 弧 的 长 为 x， 


・ OO ・ 
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用 z 表示 半径 为 1 的 国 的 一 段 弧 ， 我 们 关心 最 多 的 是 这 段 弧 
的 正 苞 和 余 莹 . 弧 z 的 正 菠 记 为 an-4.z 或 简 记 为 sin"z， 余 嘴 
记 为 cos・4・z 或 简 记 为 cose・z①. 
ァ r 是 180? 的 弧 ， 首 先 我 们 有 
BITUr =0。 cor = 1; 
和 


,1 1 _n. 
sn っ r= cos っ テニ 0: 


sinT ニ 0。 poe ア ニー]: 
sin ベー ー]1, cs ラテ =0: 
3in27x =0, cog2r=1. 
正 汞 和 余 汞 的 值 都 在 +1 和 -1 之 间 . 
其 次 我 们 有 
COSz = sih (六 x 2)， Sinz = 008 (Fr -2). 
再 次 我 们 有 
Ein gz + e085 = 1, 
还 有 从 三 角 学 中 我 们 知道 ， 新 x 的 正切 记 为 好 *， 祭 切记 为 
tg 


Be _ eoeg 1 
5 を = " TE = sinz ™ gz 


8 


① 以 下 凡 三 角 函 数 都 采用 班 在 的 通用 记 法 ， 字 母 & 和 图 点 都 略 去 .一 一 评 者 
・110 ・ 
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我 们 知道 ， 如 果 有 y，z 两 段 弧 ， 赂 
sir (y+z) = sinycoss + CnoaySinz 
cog 【 ャ オォ ) = 00970082 ~ sinysinz 
sin (yーz) =sin ア GOS タ 一 CO8 ア SInZ 
cog (アー ェ ) = COSYCOST + sinysinz. 


将 这 四 个 公式 中 的 弧 y 依次 次 为 二 +，x， 学 等， 我 们 得 
到 ， 


sm (十 it+a] = 十 CO8z mn (x-2) = + DB 


cee (Tx +4) = 一 ins ces (テー = + nz 


sin tt+r) = — 回 nz sin (テー テ ) = + ginz 


Cos (エー タ | ニー Cosg 


eo8 (T+z) 


sin (Ft) = — CoBz sin (x ~ 4) = — QOS 


すう = + sir oon ( 子 x 一 2z) = — siz 


ain (2r 二 *) = 十 any sin (2 テー*) = ~ aing 


cos (2 + 2). = 十 boaz cos (2 エーz) = + oo08z. 


如 果 ヵ 表示 某 个 整数 ， 则 


・ 111 ・ 


sin (まま <+ a) = + CSE ain (全 二 
rn +1 - dn +1 
cos て う 让 十 2 = 一 einz cos【 2 
4n+2 . + る 2 
sin { 2 T+ 一 一 Sinz ain < 2 
4n+2 r+ 
coa ( 2 rt) = - oss eos 【 2 
(や ば 3 + = -enaz (3 
cog Ct 了- + z) ニオ sinz (人 
gin (n+ の ) = + ginz (n+4 
Cg) ます (2 は 4 
这 些 公式 对 正 整 数 』 和 公 勅 数 都 成立 . 


记 

sinz =p, CO8Z ニ g ェ 
则 

p"+g"=1 
记 

siny = m, COSY ニル 。 
则 

mn +n =. 
这 样 我 们 有 下 列 结 果 


* 112 ・ 
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xr-2z) 一 
下 一 2 = 
エー テ ) = 
ホー ミミ) = 
アー ヶ ) = 
エー テ z) = 
エー テ z) = 
アーz) 一 


十 myY 


= 一 Binz 


三 + Os 


sin# 一 万 CO8 そ デザ 


sin (y+z) = mg+ mp pos (y+z) =ng-— mp 

sin (2y + z) = Zrmrmg + (n° 一 cos(2y + 2)= Cn mg 

m) p ー 2mnp 

sin(3y + 4} = (3nm— mg oos (3y +2) = (mm -3mn) 
+ (mo-3mn) p q- (Gm -m) pp | 
式 中 强 


z。 FY+2, 2Y + i, BF+ 4, 
成 算 本 级 数 ， 它 们 指正 芯 和 余弦 都 构成 由 分 母 
1 2 t+ 《2 十 12) a 


所 产生 的 递 推 序列 、 事 实 上 


sin (2y+2) =2nsin (y+z) 一 (m+n’} sinz, 
或 

sin {2y + z) =2c0sysin (y+ 2) 一 mimz. 
美 似 地 

cos (2Y+ ォ ) =Zcosycos (y+ を ) — cosz. 
进一步 


sin (13y+z7) = 2oosysin (2y + z) 一 gin (y+2), 

cos (3 ャ +z) = 2cosycos (2y+z} 一 cos 《7y 二 2). 
再 进一步 

sin 《4y + z) =2cosysin (3y+2) 一 sin (2y+2), 

cos (4y+z) =2cosYoos (3y+ sz} 一 cos (2Y+ タ ) 
类 推 . 当 孤 式 算 木 序列 時 , 利用 送 里 的 規律 , 易 干 写 出 弧 的 正弦 
和 余弦 表达 式 . 
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表达 式 
・113 ・ 


sin (アイ タナ = Sinycosz + cosysinz 


sin (アー タ ) = sinycosz 一 Cosysingz 


机 如 相 碱 ， 得 
。 gin キナ + sin ー テ 
Siny cos3 = 
， Bim + ££} 一 9 一 站 
Co8 YSInZ = 2 
表达 式 


Cos (エタ) = Cosycoaz 一 sinysinz 


Cos 《7 一 5) = cosyeosz + Hinysinz 


相 加 相 碱 ， 得 


cos + COs + ぁ 
CO8Y C0BI = 


2 
ー る リ 一 co +z 


2 
如 果 y= z= 方 ， 则 从 最 后 这 两 个 公式 得 


。 ， 209 
sinysinz = 


1+oosv お _ jl1+ cosy 
~ st 1- ct の 1 - coast 
am 2 » Sin > = 2 


可 见 ， 知 道 了 弧 的 余弦 ， 我 们 就 可 以 求 出 半 弧 的 正弦 和 余弦 ， 
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設 戦 
アキ タニ セロ 。 アー タニ カカ 。 
则 


全 十 加 gー か 
7 で 2 ?7 2 ・ 

将 这 里 的 アッ タ 代入 前 节 的 公式 ， 我 们 得 到 下 面 的 四 个 等 式 ， 这 

1114 、 . | 


每 一 个 等 式 都 是 一 个 定理 . 


ュ ュ 。 十 
sing + sinb =2an 一 ーーegs ーー 
2 2 
+ 


Bing 一 sinb = 之 608 7 ein 了 


从 这 四 个 等 式 ， 用 除法 ,得 定理 . 


ga+h 

gr + sind 全 十 至 他 一 由 馈 2 

sing 一 an 上 _ = 2 ‘cg 2 ~ ga-b 
5 2 

ing +sinth | o+b 

08g + cosb 2 

sint + sing a—b 

cosb ~ coaa 5 2 

sing ~ Sinb a-t 

cns は + 05b = 证 2 2 

sing -einb _ a+b 

cosb coag 二 2 2 

cosg + cosb +b a-b 

coab — cosa _ tg 2 ‘BE っ 2 

由 此 我 们 丸 推 出 定理 


sing + sinh _ cosh — cosa 

cos 在 二 00s5 ding— sinb 

sing 二 Bin 让 ‘eg + onsh = ce 23 ぁ 
sing ~ sinb cosb — 

ng 上 sin 有 cosb ~ owa Ip ote 
Bih — sinb cosa + cosh 


・ 115 ・ 
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从 
sin?z + cos:2 = 1 
分 解 因 式 得 
(cosz +w ~ lsinz) (eosz— vy ー1ginz) =1. 
这 因 式 是 虑 的 ， 但 它们 在 关于 弧 的 和 与 弧 的 积 的 讨论 中 很 有 用 . 
考虑 乘积 
(cosz +w - Isinz) (cosy +w - lsiny), 
展开 ,得 
cosy cosz — sinysinzs + (cosysinz + sinycoss) w ニー1. 
由 于 
COBY C082 一 sinyesinz = cos (y + 7x), 
sinyCosz + cosysinz = sin {y+2), 
从 而 所 给 乘积 可 表示 成 
(eosy + w -isiny) 2 = cog (y+z} 
+ ー1sin (y+ 4#). 
类 似 地 
(cosy - v — 1siny) (cosz ~ wv — lsing) = cog (y+2z) 一 
v ~ lsin (y+ z), 
进一步 ， 我 们 有 
(cosz キマ ー1sinz) (cosy ty ~isiny) (eogz ょ マー1 
sinz) = cos (+ を iv 1sin (* ナ タキ る ). 
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利用 上 苦 希 果 , 得 
・ 116・ 


(cosgz + — lsinz)2 = eos2z + — lsin2z， 
(coaz 上 +w — jsinz) = cos3z + — lsin3s, 
一 般 地 
| (oosz +t - lsinz)" = cosrnz + — lsinng. 
从 而 由 于 两 重 符号 ， 我 们 得 到 


(conz + 一 lsinz)"+ {cosz— -lanzs)"” .. 
COS TIZ 二 2 。 


nln-1) trn-2} (ユー3) (エー4) (n-s RG -6 
COS” “zsin る キキ"。 


1:2:3:4:5:6 
sinnz = cos" lzsins ~ ピ なー』 を ー ク cos" ?zginig + 
1 1・2・3 


ntn-t) ( ヵ ぁ ー2 pー3 ルー 和 4 ュー5 .5 


1・2・3・4・3 
$ 134 


设 弧 z 妨 元 短小 , 旭 simz ニッ 。cosz =1. 义 设 ぇ 为 无 穷 大 ， 
则 5 为 有 限 数 . 记 nz =v， 册 simz= = 一 , 得 


及 
着 


ho 


cy = エー ピー ャ ーー と ーーーーーーーーーー よー 
2 1・2・3*4 ー 1.2・3・4*3・6 
了 わ の 7 
1°2°3°4.5 1・2・3・4 オ 67 「 
给 了 弧 >， 我 们 可 以 用 这 两 个 级 数 来 求 它 的 正弦 和 余弦 ， 为 
・ 17 ， 


= 
tn 


sinb = 一 + 
1:2.:3 


了 使 这 更 个 公式 用 起 来 更 清楚 ， 我 们 取 v 比 四 分 一 圆周 ， 或 9 
等 于 贡 比 nn, 也 即 = f 的 值 已 知 ， 民 人 公式 ,得 
sin go = + ・1 .5707963267943966192313216916 


2 
ーー ュ ・0.6459640975062462536557565636 


| 
Mg 


3 


+ 


+ | 


"0.0796926262461670451205055488 


"0.0046817541353186881006854632 
9 
5 "0.0001604411847873598218726605 


+ 
に 敵 E 


11 
这 “0.0000035988432352120853404580 


十 


13 
て *0.0000000569217292196792681171 


+ 7 "0.000000000006066935731 1061950 
ー 本 “0.00500000000000437735546731370 
+ 7 "0.00000000000000025714228925 36 
"人 0.000000000000000001238995403 
*0.0000000000000000000051564550 
“0.0000000000000000000000181239 
+ 一 而 "0.0000000000000000000000000S49 , 


Tt 


NM 


3 , 


.1.2337005501361698273543113745 
.0.2536695079010480136365633659 
・0.0208634807633529608730516364 


*0. 0009192602748394265802417158 


本 让 和 | 


0. 0000252020423730606054810526 


上 に ! 
民 


ー ぉ "0. 0000004710874778818171303665 


十 


r'U. 0000000063806030837918522408 


让 kg 
に 1 2 


十 


天 0.0000000000656596311497947230 


に | 
5 


i 
日 


<0.0000000000000034377391790981 


“0.0000000000000000183599165212 


SR 9 Sb 記 


:0.0000000000000000000820675327 


十 
ドコ 


ー 0.0000000000000000000003115285 


OOO00000OO00O00000000000010165 


十 
| pt | 


| 
に 
ご 


本 
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只 需求 出 4 以 内 的 正弦 和 余 强 ， 从 而 只 需 对 小 于 之 的 下 求 


级 数 的 和 ， 此 时 瑟 的 者 ， 次 数 越 高 值 趟 小、 级 数 收 分 很 快 ， 如 果 
要 求 的 小 数位 数 不 多 ， 取 少数 刀 项 即 可 ， 
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正 切 和 余 切 都 是正 引 与 余 政 的 比 。 有 所以 有 了 了 正 政 癌 祭 就 就 可 
以 算出 正切 和 余 切 . 但 大 数 的 相 活 相 除 太 纂 ， 所 以 我 们 还 是 要 想 
法 有 导出 正切 和 余 切 的 方便 的 展开 式 ， 我 们 有 

59 = 
9 の 9 
ging “12231234 2.3・45*67 1 す 
cost . 所 + 
3.2~ 1.2・3・4 1・2・3・4・5-6 


四 wt 看 
1 -上 ーー 
COB の _ 2 +] 2-34 3 4 1.2-3.4.5-6” 
gin v3 が の 


Vv 123 3 3 1.2・3・4・3 -Lt 
如 果 = 二 90p， 那 么 类 似 于 上 一 节 ， 我 们 有 


momp_ 2m ， 
Bn = 2 2'0.6366197723675 
+ で ・0.2975367820597 
m3 
+ "3"0.0186886502773 


ms 
+ ns "0.0018424752034 


[i 120 ト 


ne 


m’ 
+ 下 .0.0001975800714 
全 


m? 
+—5°0.0000216977245 
ル 


mt 
+ 7 "0.0000024011370 


nl 


ml 
+ 2 *0.0000002664132 


ls 
+ー ュ "0.0000000295804 
n 


ctg 9P= + っ ・0.6366197723675 


nn 


_ dm 


ー 本 ・0.2052888894145 


m3 
一 -> .0065510747882 


ni 


ms 
一 一 .0003450292554 


- 70.0000202791060 


121 ・ 


md 

- 5 "0.0000012366527 
1 

- 7 "0.0000000764959 


- "0.0000000047597 


二 
ーー 0.0000000002969 


7 
ーー 0.00000DDOOD185 


19 
— "0.0000000000011. 


这 两 个 级 数 的 学 出 方法 见 § 197. 
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前 面 讲 了 ， 有 了 半 直 着 以 内 的 和 角 的 正 荡 和 余 荡 ， 我 们 就 可 以 

写 当 任何 一 个 更 大 的 角 前 正弦 和 余弦 . 事 突 上 , 用 不了 那 名 多 , 
有 了 30P 以 内 的 第 的 正 蔬 和 余 苞 ， 用 加 法 和 减法 我 们 就 可 以 求 出 
所 有 更 大 的 角 的 正弦 和 余 弦 . 念 き 130 公式 中 的 了 = 302， 由 于 
sin3 = 方 ， 我 们 得 到 

cosz =sin (WF + 2) + sin (MP -2), 
和 

sinz=cos (3P -2) -co (HP + 2z); 
这 样 一 来 ， 由 角 z 和 30 - z 的 正 绽 和 余 纹 ， 我 们 得 到 

sin (30pP+Y) = ニ eosz 一 gin (WP— 2z) 
和 

cos (HF+z) =cos (PF - 2} 一 Sinz， 
由 此 我 们 可 以 得 到 3W 到 6 的 正 芝 和 余弦 ， 也 就 可 以 得 到 一 切 更 

・ 122 ・ 


大 的 角 的 正 强 和 余 蓄 . 


§ 137 
也 可 以 用 类 似 的 方法 来 求 正切 和 余 著 . 由 
得 
利用 这 两 个 等 式 ， 由 小 于 3 的 弧 的 正切 和 人 有余 切 ， 我 们 可 以 求 出 
直到 6 的 弧 的 所 有 角 的 正切 和 余 切 . ， 


如 果 ニー ニ 3 げ アー5。 NI 2a = -2p, ciple = tg (30P + 25). 
从 而 
《30 +28) = 3 = mtg 3-5) 


利用 这 个 公式 也 可 以 得 到 大 于 3Y 的 弧 的 正切 和 祭 切 . 
正 割 和 余 央 可 以 从 正切 用 减法 得 到 ， 这 只 需 利 用 


Cscz = ctg つ ~ clgz 
和 


S802 = CE (4%- す ) 一 tz. 
从 以 上 所 讲 ， 正 藤 表 的 造 法 应 该 清楚 了 . 
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我 们 再 一 次 应 用 133 的 公式 . 信 弧 > 为 无 穷 小 ， 令 为 无 
穷 大 数 i， 从 而 所 为 有 腿 数 os， 这 样 -- 来 ， 我们 有 nz = v， x =， 
・ 123 ・ 


从 而 sinz = 一 ， cosz = 1， 将 这 些 代 人 8133 节 公 式 ， 得 
(+ ローター) 


OS 二 


2 
和 
i (ay 
前 一 章 中 我 们 看 到 
(+ sg, 


。 为 自然 对 数 的 底 ， 分 别 令 > 等 于 + vv -1 和 -vv -i, 我 们 
得 到 
e+ -1 十 e -ev —] 


2 
和 
， et -1 eraw 一 
| 
从 这 两 个 方程 得 
et -lo ongp ナ Y 一 sing 
和 


ev! =ce0av —lI ベ sins. 
邑 虚 指数 量 可 以 用 实 弧 的 正弦 和 余弦 表示 ， 


》 139 


全 5 133 公式 中 的 n 为 无 穷 小 数 ， 即 n= 工 ，; 为 无 穷 大 ， 


由 
・ 124 ・ 


四 + ls 


cosns = cos 7 =1, sinnz = sin ;= 
这 是 因为 站 为 无 穷 大 ， 所 以 二 是 接近 于 消失 的 弧 ， 这 种 弧 的 正 芷 
等 于 弧 本 身 ， 余 芝 等 于 1， 代 人 133 的 公式 ， 得 


1 
] = (eoss 十 W 一 lsinz){ + 【ecosz 一 w — iginz)}i 
う 
和 


を (coez+ ツ ~ isina)i ~ (cosz _v - isinz)! 
i 2w -1 
$ 123 节 中 证 明了 ， 取 自然 对 数 ， 我 们 有 
log (1+ x) =i (1+x)t -i, 
或 者 换 1+x 为 y， 我 们 有 
yi= -logy+1 
现在 先 用 cosz + w - lsinz， 再 用 coez -w - lsinz 代 換 y, 结果 相 
加 ， 得 
1 + 一 log(coaz + —lsinz) +1+ log(ooss 一 w = lsinz) 


l= の 


=1, 
由 于 有 对 数 的 项 消失 ， 成 为 1= 1， 因 而 从 这 一 方程 我 们 一 无 所 
获 ， 结果 相 减 。 得 
下 log(oosz + - lsinz) 一 log(coss -一 iainz) 
2v -i ’ 


を 


be 


从 而 


2w -1 cnr-v -1sinz 
由 此 我 们 看 到 ， 虐 数 的 对 数 如 何 地 化成 了 图 的 弧 ， 
，125 ・ 
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由 于 Sn2 - tgz， 从 上 节 末 的 等 式 我 们 得 到 ， 弧 = 可 用 它 的 正 
切 表示 为 


$ 123 我 们 看 到 」 
3 与 + 
念 ェ = マー』tgz, 竹 
lps _ tgs gz tpz,... 
:35 7777 
记 正切 为 上 的 弧 为 arctetD、 即 1: = tgz 时 
2 = Actgt , 

则 

_ も だし だ だ P 
2 古本 = イー っ うす 3 tg 


45' 或 4 的 正切 等 于 1， 从 而 


4 3 "3 ~ 7 
莱 布 尼 效 最 先导 出 这 个 级 数 ， 并 用 它 作 圆周 长 的 表示 式 ， 
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我 们 来 实践 一 下 用 上 上 节 所 给 级 数 法 求 弧 长 ， 为 此 我 们 将 级 数 


DD 咸 近 用 的 符 时 为 4 .zonee， 一 一 中 许 者 
円 125 + 


中 的 正切 ょ 换 成 一 个 足够 小 的 分 数 ， 比 如 j0， 则 对 应 的 弧 
1 1 1 
2=16 3000+ 500000 ~ 
不 难 用 小 数 写 出 这 个 级 数 的 近似 信 ， 但 从 求 得 的 这 眉 弧 长 ， 我 们 
得 不 到 关于 圆周 长 的 任何 东西 ， 因 为 我 们 完全 不 知道 正切 为 二 的 
弧 与 整个 圆周 的 比 . 为 了 同时 求 得 圆周 长 ， 我 们 找 这 样 一 段 弧 ， 
它 本 身 是 圆周 的 若干 分 之 一 ， 它 的 正切 小 而 且 容 易 表 示 ， 通 常 认 


为 正切 为 捷 的 30" 弧 是 合乎 要 求 的 ， 因 为 与 加 周 有 公 度 的 更 小 的 
弧 ， 其 正切 都 是 太 过 复杂 的 无 理 数 .由 30? = そ 得 
并 1 1 1 


一 十 一 
6 3 3・373 .32 


和 


2 _2y3 273 243 … 
キモ ュー33「5.32 7 
5 126 所 列 的 那个 信 ， 就 是 利用 这 个 级 数 ， 化 费 了 难以 想象 的 
那么 多 劳动 算出 来 的 . 
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上 节 所 提 那 劳动 量 之 所 以 巨大 ,这 一 则 因为 每 项 都 是 无 理 
数 ， 昔 则 因为 每 项 都 是 前 项 的 约 三 分 之 一 ， 为 降低 劳动 量 ， 我 们 
取 45" 弧 或 车， 表示 它 的 级 数 为 


1 1 1 
1- ラ + で 了 十 ， 


这 个 级 数 收 和 伍 极 惕 ， 我 们 取 这 有 段 弧 ， 不 做 更 改 ， 但 分 它 为 se，8 
两 部 分 ， 使 得 e+ = =45°. 由 
・ 127 ・ 


该 4 + 霹 志 


ts (a+b) 1-tga':teb 
得 
1 - tga tsb = tga + tgb. 
从 而 
_1-tea 
tgb = 1 + tea 


这 样 ， 令 ma= テ , 期 g6= さ . 弧 e 和 弧 上 的 级 数 都 是 有 理 的 ， 
且 其 收 敏 速度 比 原来 要 快 得 多 ， 它 们 的 和 就 是 于 的 值 ， 即 


3 
用 这 样 两 个 级 数 求 半 图 周 x 
多 . 


[1 128 : 


UNOH 
Fr TH } ' 


| | 


本 一 1 
rk 
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我 们 讲 了 用 解 方程 的 方法 求 整 函数 的 线性 因 式 . 也 即 诗 了 求 

整 阔 数 

at+a+ y+ Br + et + 
的 状 如 p- ge 的 因 式 的 方法 ， 当 p - gg 是 函数 a + 应 + yr2+ Sz 
+es+… 的 因 式 时 ， を ュー, 则 p -qz =0， 从 而 整个 丙 数 为 
- 零 . 也 即 ， 如 果 p - 必 是 整 函数 

tet+ y+ de + et + 
的 因 式 ， 则 

0 
反之 ， 这 个 方程 的 所 有 的 根 ， 给 出 整 函数 

t+ e+ + 8 + ert+ 
的 所 有 因 式 p - gz. 显然 ， 线 性 因 式 的 个 数 ， 由 * 的 最 高 矫 的 次 
数 次 定 . 

・ 129 ・ 
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但 上 述 方 法 不 大 适用 于 求 虚 线性 因 式 .因而 本 章 我 们 讲 -一 种 
常常 可 以 用 来 求 虚 线性 因 式 的 特殊 方法 .由 于 虚线 性 因 式 是 成 对 
出 现 的 ， 每 对 乘积 是 实 的 ， 所 以 我 们 先 考察 其 一 次 因 式 是 虚 的 那 
种 二 次 因 式 ， 下 状 如 
的 实 二 : 雇 因 雪 - 如 果 函 数 g+ 应 + yz + Ba Te が ュー -的 鸭 式 ， 都 
是 这 种 类 型 的 二 次 三 项 式 p- qz + 2， 那么 它 的 根 就 都 是 虚 的 . 
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如 果 4pr>g ,或 
可 の は 4+ a 3 
2 


则 三 项 式 p_ gz + zz 的 因 式 是 虚 的 . 因为 角 的 正弦 和 余弦 都 是 
前 多 和 于 妆 个 有 的 下 帮工 则 三 项 式 
p- T+ 人 抽 

ッッ "ep 茂 =2/ rose。 


则 三 项 式 p - 下 + 呈 的 因 式 是 虚 的 ， 为 免得 无 现 性 带 来 联 烦 ， 

我 们 假定 三 项 式 的 形状 为 応 -2pgzeose+ 人 关 好 ， 它 的 虚 因 式 为 
qp (ooap+w -lsnp) 和 gp (osp-v -il 

sin®). 

显然 ， 如 果 coep = 二 1， 则 sing =0， 两 个 因 式 相等 ， 都 是 实 的 . 


”130 ， 
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对 整 隆 数 a+t+ 谨 + 7 + +…， 如 昌 求 山 了 其 因 式 p* - 
2pgzcos の 9" 2 中 的 字母 p， 。 和 角度， 也 就 等 于 求 出 了 它 的 
虚 銭 作 因 式 . 这 时 豆 线 性 因 式 为 

‘gp (copt+v -lsing) 和 gq-p (ecosp-w ーtsine). 
因此 将 


z= (cos の +w -jisinp)， 

z= (cos ゅ ー — lsing) 
代入 所 给 函数 ， 都 得 零 ， 每 做 一 次 这 样 的 代入 ,我 们 都 得 到 关于 
分 数 。 和 弧 的 两 个 方程 . 
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这 种 代 大 ， 看 上 去 可 能 会 认为 它 太 麻 烦 ， 但 利用 前 一 章 所 得 
结果 ,做 过 来 相当 容易 ， 事 实 上 ,将 z 的 上 述 两 后 表 迁 式 代入 生 
春 ， 利 用 前 童 公式 
(cosp + Vv — lsing)" = cosngp +v - 1sinng, 


我 们 得 到 下 面 和 的 公式 
将 第 一 式 代 入 ,得 将 第 二 式 代入 ， 得 
z= (cosp +w — lsing) z= (oosp - ising) 
。 
の (pos2 ぁ +y ー1sin2g) z= と (cos29 — ~ ~ lein2g) 


3 机 
デー (cos3p + v — lsin3g) = = (cos3 ゅ ー ツ ー1sm36) 
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4 4 
z= (coosdgpt+y -1sin4y) = (cosdp -YY — tsin4g) 
7 


EE まま 1 


为 简单 起 见 ， Cr 那么 代 人 之 后 ， 得 到 如 下 的 两 个 方程 


0- 人 yrioos29 + Brioo8d gp + … 
- +Bv ーーlsing + yr wv —- lgin2g + dv -1sin3p+… 
0 | 
BV isng- 7 アク ー1gin2 る ー SV lsin3g - … 
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将 这 两 个 方程 先 相 加 ， 再 相 减 ， 并 在 相 减 之 后 除 以 2Y - 1， 

-这样 我 们 得 到 两 个 实 方程 

0=g+ 許 oog の + Yrico29 + "oos3 の めす の 

0= Preing + Yrisin2g + の 7 の sin する よい 
给 了 整 函 数 

e+ fit + hr + gg オーー 
我 们 立刻 就 可 以 写 出 这 两 个 实 方程 ， 这 只 需 先 告 

= onang 
再 年 . 

= rsinng, 
因为 sin0p =0。 coe0 ゅ =1。 所 以 xr 在 第 一 个 方程 中 为 1， 在 第 二 
个 方程 中 为 0。 如 果 我 们 能 够 从 这 两 个 方程 求 出 未 知 数 + 和 ?， 


那么 由 于 r= 我 们 就 可 以 得 到 所 给 函数 的 三 项 式 因 式 p? - 
2pgzcosp + 9 二， 从 而 也 就 得 到 了 瞳 线 性 因 式 . 


・ 132 ・ 
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分 别 弱 上 节 第 一 、 二 两 个 方程 以 sinmp 和 cosmp， 积 相 吉 相 
减 ， 得 
0= asinmp + 应 sin {tm + 1) e+ Yrsin (m+2) p+ 
Sriain (m+3) の す …。 
0 = asinmp + Brain (m-1) p+7rain (m-2) p+ 
drsin (m-3) g++. 
如 果 其 俩 一 下 ， 改 为 驱 coamgp 和 sinmp ， 则 圳 总 之 后 得 : 
0= acosmgp + roos (m-1) p+ Yo (m-2) る + 
9r7oos (m-3} pg+*, 
0=acosmp + Broos (m+1) p+ Ho (m+2) p+ 
Gricos (m+3) p+ 
这 四 个 方程 中 任何 两 个 都 可 以 决定 未 知 数 + 和 ぁ . 因为 这 样 的 两 
个 方程 常常 有 几 组 不 同 的 解 ， 我 们 也 就 得 到 两 样 多 不 同 的 三 项 式 
因 式 ,事实 上 是 所 求 三 项 式 央 式 合 体 . 
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为 了 进一步 弄 清 这 些 公 式 的 应 用 ， 我 们 来 考察 几 种 较为 常见 
的 芽 数 的 三 项 式 因 式 . 所 得 结果 可 供需 要 时 赛 用 ， 先 求 陋 数 
+ 
的 状 如 
"2pgzcoe あ すす の 
的 三 項 式 因 式 . 令 に と 我 们 得 到 方 翟 


0= a" + roonp 和 0 = Fsinng. 
+ 133 * 


稚 拓 一 人 方 程 得 


sinng = U0. 
从 而 np 等 于 (2 を +1) 基 或 2Kr， 老 为 整 致 我们 把 这 两 种 情 
视 分 开 ， 是 因为 它们 的 余 芒 不 同 cos (2K +1) x = -~- 工 ， cos2Kr 


= +1， 显 然 应 取 第 一 种 情形 
mp = (2K +1) 开 ， 


因为 它 给 出 cosng = 一 1， 从 而 
er, 
进而 . 
r=a= 上 . 
| 
这 样 


从 而 嚼 数 a* 十 加 的 因 式 为 
a 2 ~ 2arcos E+ を 2 


久 可 以 为 任何 整数 ， 也 肥 宁 以 得 到 很 多 因 式 . 但 由 poe (2 ァ ェ ゃ ) 
= coew 知 。 2K +1 増大 到 大 子 n 时 ， 因 式 开始 重复 ,所 以 因 式 
的 个 数 可 以 很 多 ,但 不 是 无 奔 ， 这 一 点 从 下 而 的 例子 可 以 看 得 更 
清楚 。 再 一 点 ， 如 果 ヵ 为 奇数 ， 则 当 2K+1=n 时 得 到 完全 平方 
e+2gg+ の 但 完全 平方 (a + 3z) 不 長 只 数 ディ ェ デ 的 肉 式 . 送 
基因 为 【很 据 8 148) 由 («+z 我 们 只 能 得 到 一 个 方程 . 

例 ”为 看 得 更 清楚 ， 我 们 列 出 几 种 情形 ， 并 按 n 的 奇 个 分 
为 两 类 


Za FE ' 


从 这 些 例子 我 们 看 到 将 2K + 工 换 为 不 大 于 指数 n 揭 各 个 奇数 ， 
就 得 到 所 有 的 团 式 ， 得 到 完全 平方 时 ， 因 式 为 这 完全 平方 的 方 
根 . z 
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在 函数 
gd ー 各 
的 状 如 


p”ー2pgzoosp+ a°2° 


・ 135 ・ 


的 三 项 式 因 式 中 ， る = 则 
0= a — ronmp, = Tainngp. 
我 们 又 得 到 
sinngp =0, . 
即 mp= (2K +1) x 或 mp = 2Kr. 这 里 应 该 取 第 二 个 值 ， 使 
cosnp = +1， 从 而 得 到 . 


0= の アー ジテ = デア ェ oc. 
这 样 一 来 ， 我 们 就 有 
人 
五 = 本， す =1, p= 


进而 得 到 所 答 函 数 的 三 项 式 因 式 为 
Kr 


a “一 2azcos + 


令 该 式 中 的 2K 取 不 大 于 n 的 各 个 侦 数 ， 我 们 就 得 到 所 有 因 式 . 
关于 完全 平方 因 式 ， 我们 照 上 节 的 办 法 处 理 . 首先 乓 =0 时 得 a* 
-Zaz+ x”, 由 此 得 到 方 根 a - z. 类 似 地 ， 如 果 rn 是 偶数 2K = 
8a， 则 我 们 得 到 a+2az + だ ， 从 而 a+z 是 ar -x 的 因 式 . 

例 跟前 节 的 例 一 样 ， 按 教 = 的 奇偶 分 为 两 类 


・ 136 ・ 
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我 们 说 过 ， 每 一 个 整 函数 都 可 以 表示 成 实 线性 和 实 一 次 因 式 
的 乘积 ， 前 面 举 的 是 一 些 具体 实现 的 例子 ， 也 即 我 们 能 够 把 状 如 
诗 丸 的 任何 次 数 的 整 函数 分 解 成 实 线性 和 实 二 次 因 式 的 乘积 . 
现在 我 们 转向 更 复杂 的 状 如 a + Be + yzzr 的 函数 ， 如 果 能 把 它 分 
解 成 状 如 了 + bo" 的 两 个 实 因 式 ， 那 就 成 了 前 两 节 讲 过 的 情形 . 


十 面 讲 另 锥 情形 的 a + Br + yz 的 分 解 . 
”137 ・ 
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考虑 不 能 分 解 成 状 如 ヵ + 上 的 两 个 实 因 式 乘积 的 函数 

a 一 anzncosg + 2 

假定 它 的 一 个 实 二 次 因 式 为 
Pp* -2pgzcosgp + 9° 72°, 

那么 令 r= 了 ， 我 们 得 到 两 个 方程 
0 = a ー 2a'r'cosgcoang + roos2 ng 

和 
0= -2d "oosgsinng + rsin2ngp. 

用 $ 149 的 方法 ， 轩 m =2n。 将 第 一 个 方程 换 成 
0= asin2ng — Za cosgeinng. 

这 个 方程 与 第 二 个 方程 联 立 ， 得 


二 站， 
从 而 

sin2 ng = 2cosgsinng. 
但 

sin2 ng = 2sinng cos ng 
两 式 比 较 ， 得 

cosng = cosg. 
由 cos (2 は = cosg 得 


np =2Kr 土 日 vig 


. 
这 样 我 们 就 得 到 了 ， 所 给 函数 的 二 次 因 式 的 一 般 形 状 为 
了 rr +9 2 


a* — Zazcas ーー 
让 2 上 依次 等 于 不 大 于 nn 的 各 个 偶数 ， 就 得 到 所 有 的 因 式 . 
・ 138 ・ 


ーー 的 情形 
函数 a -2azxeosg+ z* 的 因 式 为 
an — Zazeosg + 2° 


隙 数 g* ー 2g“"z^cpsg + 对 的 因 式 为 


a -2azcos + 


o2 - 2azeos 29 2 a + 2azeos A 2 
图 数 a og る 的 因 式 为 や 
a? 一 2azeos + 
02 -20xcos TE + 2 
' a ~ Zazoos Tt 2 
員数 a 2qtteosg + 给 的 因 式 为 。 
oe?-2gzeos 身 十 于 
上 
g7 — 2qzooe 2 テー 2 
2 -2azcos 全土 9 ょ っ | 
a2 - 2azcos 《< 二 和 + 达 或 0? +2az00s T+ 


陆 数 a - 2aszscosg + 2 的 因 式 为 


入 二 


a 20zcos 5 
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a — 2gzcoB 


I+ 


a Laas 


“Td 2 


a? 一 2azcoe 一 2 


gl 一 2goos 4 二 9 + 2 
这 是 证 实 整 函数 都 可 以 分 解 成 实 的 线性 各 二 次 四 式 的 又 一 批 例 
子 . 
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接 干 去 我 们 考虑 函数 
a + fe + Yr + Oe, 
它 必定 有 一 个 状 如 w+ Br 的 因 式 .这 个 因 式 的 实 线性 和 实 二 次 
因 式 的 求法 ， 我 们 已 经 讲 过 ; 它 的 另 一 个 因 式 ， 形 状 为 上 + x 
+ Az2*， 这 个 因 式 的 实 线性 和 实 二 次 因 式 的 求法 是 上 节 的 内 容 ， 
下面 考慮 路 数 
ンー 
它 必 定 可 分 解 成 两 个 状 如 n+ 如 + ce 的 因 式 ， 这 每 一 个 我 们 又 
都 可 以 把 它 分 解 成 实 线性 和 实 二 次 因 式 ， 
再 考虑 函数 
a + + Ye + de" Teg + ber, 
它 必 定 有 一 个 状 如 ?+ Br" 的 因 式 ， 它 的 另 一 个 因 式 是 我 们 刚 考 
虑 过 的 、 因 而 这 个 函数 可 以 分 解 成 实 线性 和 实 二 次 因 式 如 果 对 
每 个 整 丽 数 都 可 以 分 解 成 实 线 性 和 实 二 次 因 式 的 梨 积 这 一 点 有 过 
什么 怀疑 ， 那 么 现在 可 以 完全 消除 了 . 
円 {4 は + 
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我 们 可 以 把 分 解 因 式 推广 到 无 穷 级 数 上 去 例如， 我 们 有 


x x x4 2 
+ 1 + 271.23 12.3 4 一， 


还 有 
“= (11+ そう) 
其 中 是 无 穷 大 数 . 相 比较 ， 得 到 级 数 ， 
x 


1 キキ モラ イセ 203 て 


. 有 无 穷 多 个 线性 因 式 ， 它 们 都 等 于 1 + 宇 、 减 去 级 数 的 第 一 项 ， 
我 们 得 到 


2 3 
| EST 
1 + Dt.3+ = er 1 《上 十 了 ) 1 ， 
置 . 
= ュー。 n=i, «=1, 


再 与 151 的 表达 式 相 比较 ， 我 们 看 到 :去掉 第 一 项 所 得 级 数 ， 
其 因 式 的 形状 都 为 
イー 2 


(+ 二 大 -2 (+ 本) coa ーー+1。 - 
让 2K 依次 等 于 所 有 的 偶数 ， 我 们 就 得 到 去 掉 第 一 项 所 得 级 数 的 
所 有 因 式 ， 但 是 当 2K =0 时 ， 因 式 为 完全 平方 殷 ， 前 面 说 过 ， 


此 时 只 取 方 根 二 ， 这 就 是 说 ，x* 是 e- 1 的 因 式 ， 这 从 级 数 本 身 


也 是 看 得 清楚 的 ， 求 其 余 的 因 式 时 ， 我 们 应 注意 弧 纪 是 无 穷 小 


数 . 根 据 # 134 我 们 有 
-・ 141 ・ 


后 面 的 项 都 因 ; 为 无 穷 大 而 略 去 ， 从 而 x 以 外 的 国 式 的 形状 都 为 
2 全 天 4K 


六 六 
“ 执 而 el] 以 
ーー キテ 
1 ーー 1+ 二 二 3 
， “为 因 式 . 由 此 得 到 ， 表达 式 
x F ー * 
站 l= (1+T5+ 2.3 23 
在 x 之 外 的 光 穷 多 个 因 式 为 
x x x 1 
(++) (1+ テ + 3) ( い + ティー ジラ ) {1+ 二 
上 x 
ee 4 の 
Pa 下 . 
kr に 
ww 这 每 一 个 因 涉 中 都 含有 闻 ， 因 式 个 数 为 祖 i， 从 而 因 式 相生 
产生 一 一 个 为 过 っ 的 项 ， 所 以 二 了 虽 为 无 穷 小 ， 但 不 能 略 去 ， 为 方便 
2 我 们 考虑 アー 
一 x 2 x 
oe=1l+ T+7T2+7 3:3 + + 
-1 ” 
ーー の ニキ ー イ + モ ラー エエ 203 7 
得 
! e+ (ロー) =2 (年 + 本 + 


T 2.3.425 + 
站 

n=i, a=1+ 字 ， z=1- 地 ， 
根据 § 151 的 结果 ， 得 该 级 数 的 因 式 


2 っ 
ee =2+ ーッ (1- 今 ) あつ = 


4z- ・ 人 2 KR 


四 
1+ー テ ラー ララ * 
宣 し 


除 得 尽 ， 我 们 路 去 该 式 中 的 与 ， 因 为 即使 于 上 !。 獲 也 丈 是 天 錠 


小 . 又 利用 前 面 的 结果 ， 知 下 =0 时 因 式 为 x， 依次 写 出 等 于 
0，1，2，3，… 时 的 闵 式 ， 得 


号 一 2 a 了 了 
ee 2 区 区 x 
2 一 (1+ っ) いす 27 1+ x 16x* 
ァ 2 
(1+ デー 5) aa 
4 看 
党 EE [Ei 
テッ (+ -23 + TDA + T3467 +t) 


这 皇 利 用 乘 因 陈 以 相应 常数 的 方法 ， 使 得 它们 具有 现在 这 样 的 形 
状 . 到 式 相 乘 时 ， 其 展 并 式 的 第 一 项 为 xz. 


・ 143 ・ 


宇和 


同样 地 ， 我 们 有 
+ 3 + = 
(+ 1ー オ | 
の . 
今 
a=1+ 闻 ， z=1- 之 ,n=i, 
再 与 mm + デ 的 因 式 相 比 较 ， 我 们 得 到 这 里 的 因 式 
の 2-2o Et I 2+ -2 (1 -与 ) os tl. 
由 
oa EH 1 KE 


、 、 得 困 式 的 形状 为 
< 


4 (2K+ Dr 

に i 

ie 8 的 项 ， 
x 

1 2 1.2・3・4 「 


的 每 一 个 因 式 的 形状 都 应 该 为 1 + ox?. 为 化 来 得 的 因 式 为 这 各 
形状 ， 下降 Et 得 


1 + 二 一 


ds 
++ (2K + 1)2r2° 


令 2K+1 依次 取 所 有 的 奇数 ， 得 到 无 穷 冬 积 形式 


< 1144 * 


ー + 4 看 


e +e EE 
6 


1 A 4 4 4 、.… 
= {1+ ーッ 7 (1 + 973) (1 + 2577) d+ で っ ) . 
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z 方 虚数 時 前 両 革 的 指数 表 送 式 可 以 用 容 弧 的 正 纏 和 余 落 
表示 . 事实 上 , 令 x=zv - 工 则 
ev -1 ー eg -1 . 23 ァ * 
vi  。 じ 23 ] 2・3・4*3 


ィ 


放 表 送 式 可以 表示 成夫 生息 
を と (ローー を と) (ロー を) … 
そ (1 一 元 ) (1 ~ 了) (1 2) (1- T6722) (1- 3572) 5 
或 - 
sinz = Zz (1- 2) 1+) (ロロ -) 6 チッ ゆ (1- 抒 ) 
1+) … 


我 们 看 到 ， 只 要 弧 z 的 长 度 使 任何 一 个 因 式 为 零 ， 也 即 只 要 z= 
0。z ニ よ ア 。 8= 土 2X”…， 或 zs= 土 开 的 时 候 ， 兵 为 任何 整数 ， 
这 有 段 弧 的 正弦 就 为 惟 . 反之 亦 可 以 此 为 根据 写 出 所 求 因 式 . 
类 做 地 ,. 由 
gi ev 
2 


二 O82 


257? 49 ァ < 
・ 145 ・ 


r= (1 


或 者 将 每 个 因 式 再 分 解 ， 得 
.22 2 22 2z 2z 
cosz= (G+ ロー qa ロー の ) 


(1 る る a 


十 

3 
由 此 我 们 看 到 z = + “并 +x 时 cosz =0， 这 是 我 们 熟悉 的 余弦 性 
质 . 
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用 まき 153 的 方法 ， 也 可 以 将 


ー ェ 1 x x 
dosgte =2 eg tT tT it 


表示 感 贅 容 不 因 式 的 乗 科 . 疲 表 送 式 可以 写 才 


(1+ すそ) -2cosg + (1 -二 六 


i 
令 
Zn=i, a=l+, z=1 一 二， 
i i 
则 其 因 式 的 建 状 都 为 
2 
a -2aroos < 半 =2+ 
i 
x* 2 (2Kr to 
一 六 (1- Wo : 。 
出 


进一步 得 到 因 式 的 形状 交 
dx* 4 (2Kx +g)? 
だ + 这 kd 
・ 146 ・ 


或 
{2Kr 土 9)2 
除 所 给 表达 式 以 2 (1 - cosg)})， 使 无 穷 级 数 的 常数 项 为 1， 二 出 所 
有 前 因 式 , 得 
ダー2cgs ロ d+e 


と" x 
= og 


2 (1 - cosg) 

2 x 让 
(+ Gr ro te Cs 
将 x 接 为 zv -1， 则 

oa = (+ 0 の 

之 F 
4+ 玩 二 9) (1 - 2 d+ デュ 1- -9 dg) 
2 A 


< 一 
-2 (1- oo0g) + 1-2.34 (1 cosg) 


Pu 


ー1・2・3・4・S*6 (1- cosg 
这 样 ， 我 们 就 求 得 了 这 个 无 穷 级 数 的 扰 穷 乘积 表达 式 . 


十 me 
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下 面 求 函 数 


etx CC 一 天 


土 g 


的 无 穷 乘 积 表示 。 先 将 它 改 写成 
1+) (+ EE)i, 


再 与 
+ キィ 
， 147 ・ 


相 比 较 . 
が" ェ ダ 的 因 式 妨 
a 一 2azcos ニー オメ 


原 式 中 符号 为 正 时 ，m 取 奇 数 ， 为 全 时 ，m 取 偶 数 ， 对 无 穷 大 i 


ii 2 
从 而 这 困 式 的 一 般 形 状 为 
(a- zs) + a 


我 们 这 里 


t=1+ 


+x 
t J 


从 而 
( )2 = 《二 十 2 六 


2 
oz=1+ tie, tt eb) ーー 


i 
代 人 一 般 形 状 因 式 ， 并 乘 以 2, 得 
(あぁ あー) だ すす ( ゅ ーc) s+dr2+ 和 27， 
我 们 略 去 了 分 母 中 合计 和 会 这 的 项 ， 因为 与 留 下 的 项 相 比 ， 它 们 
可 以 不 计 . 用 (6 - e)2+ m2r? 除 得 到 的 因 式 ， 得 常数 项 为 1 的 


因 式 
2 
(ちか ー と ) x+ds 


MT + (He 
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每 个 因 式 的 常数 项 都 为 1， 因而 应 该 用 一 个 常数 除 函 数 utrs 
・148 ・ 


土 ee “， 使 其 展开 式 的 常数 项 ， 或 其 本 身 x =0 时 的 值 为 1， 这 
个 常数 为 e+ er 这样， 我 们 要 将 它 写 为 无 窃 鞠 积 的 函数 为 


et キ ーー を 


et er 


符号 为 正 时 ，m 到 奇数 ， 乘 积 为 
リキ キト ee- 
e+ er 
4 (あーe ナ x+4z° 
ー d+ n+ (5—e)2 ) 
4 (か ーc) rxtx 4 ( ゅ ーe) td 
(1+ 9mr2+ (5ー ェ )2 ) 《+ 25m* + 他 一 2 
et aeー キ 
er— er 
_ 2x 4 (5-c) ァ *+ 4x< 
エン G+ 4 ァ ?+ {45-e) ) 


fp 2 ー 2 
(1+4 (5—e) x+4x-) (1+ 生 (总 -2) +d …. 


16x デ + ( ゅ ーc)2 36z2+ ( ゅ ーc)2 
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, 不 失 一 般 性 ， 令 5=0， 则 
tee” 4er ~ 4x! dcr 4x< 
lte 4 res) 4 9 ァ * ご フ 


十 


ー 2 
(1- 42 -4z ) ・- 


25r2 + ce 
ee * 2* 4cx — 4*< 
二 【1] -一 一 -一 一 一 
一 gr z 7 (1 4xr2 2 7 


der - 4x^ der 2 
] - 一 一 -一 一 一 中 让 时 
( 16g2 22 36r7 + 。2 フ - 
e 取 氏 号 時 , 得 
・ 149 ・ 


+e “e ーー 人 すき) (は エ 
1l+e™* 
4cx 二 42- 、 ー 
25x :+ er ” 
ee 2x dcx +4’ 
了 er ロ + ォ で) Ut+ 4 オル テー ee 
dex + dx 
(+36r2+ ei) 
这 样 ， 我 们 得 到 了 由 个 等 式 . 一 、 三 相乗 , 得 


ete +e+e 
フォ ete < " 
換 2x 为 y,! 得 
ダキ オセ +r +e ° 
e+e- 


{1- 2 ダー を ) テス (1- 2 


一 、 四 相 乘 ， 得 
ee よー ea で 
et 和 


換 2x 为 Y， 得 


于 一 上 7 ナーg 
ーー で 


ー ぞ 


如 


《+ 


9 e 2 5) (1+ 


ex + da 


7 


l16x* + 


+) 


— = (+) G- 29ー ゲ ) (1+ 4+ 2 -) {1 - 2-5) (1+ 


・ 150 ・ 


4 2 + 
3 ニー と エビ 1_ その ツー ター.… 
ーー 22 


加 于 前 人 中 。 到 负 号 ， 最 后 。-、 四 相乗 。 得 


ーー 


te ーー 


ee * 
= (1 -与 ) iA (1 CK (1- 
TT 元 
2 到 2er コー るー トン 
167° + 3) (1- 6 3) (+ 3 生生 2} ~ 
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这 四 个 等 式 不 难 用 于 加 函数 令 
c=gv -1, y=vv 一 1， 
则 


ev le 1sins, 

eg -lre-e-! = Zcosg 

ee =2w -1sing 
这 样 一 来 ， 第 一 个 等 式 成 为 


COS む + COSG 
] + cosg 
カー 
= 1-2 (lteosg) + 
も 
4 1 + cos9) | 
ー 2 vr 各 二 
= = (1+ 细 My) (ュー28 よ どの) (1+ 
ー ザ x -9 


12 


うっ 


3) (+ 


2 ロ 4— 1v° 知っ よら 
1 一 に] 
( ts (1— の 


= (+) ロー テー) ロー 


本 < ーo 


ューー ) 


(1 re (1- エー mp 


一 《1 - 2 《1 一 ーー る ) (1 一 Go 0 [1- 3 


G- d (x + Gr 
1 


第 四 个 等 式 成 为 


GOS や も 一 DO 
] ~ ene 
-ー “ の 
1.2 (1-cosg) 「 23*4 (1 cosg) ™ 


ns 


1.2.3.4.5.6 (1- cosg) + 
3 
= d-) grr 委員) G+ 人) (1- 
2 gp の 2 ロッ ー 
16 ァ ^ 一 人) (+ 36r^ - マ 7 (ts) 


= (1-0) (+) ター {1 な ig ーー 


ぅ ーー-) (1 


py 
(2x DL (1- ep 日) 


3 3 


ーー 明生 伸明 
sing 1・2・3sing 「 1・2・3・ 引 ・ 5sing _ 
_ 2q vv -ts 9 
= (ro) t+ ーー 1 2 3 ) 
2 
0 
= d+ て) (ューー) ロコ ーー に) (1 ュー 2 a) 27 13 
也 
(1+3 一 9) 《1 -3 740) a 及 
， 取 负 写 大 得 第 二 个 
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$ 162 的 表达 式 也 可 用 于 图 弧 ， 在 
の + ee 7 (lte’) (e+e'e *) 


Te 2+e + ee" 
te "te +e ” 
ee 
中 省 
一 ャ ー1, 三才 ー」。 
得 
cosz + eoS (ロー を ) _ singsinz 
1 + cosd 一 508z ”1+ coag- 
ギー nH 日 、 
由 于 jy eogg= 包 >， 我 们 有 


cosz + tg 3 Sinz 
2 和 4 き 
1 そし 0 ダー ター dd 、 が 9 ,.. 
T2712 7123 2 11273.41 1 234.5E う 
一 2 
-0+ 竹 打 党) +) る) ーー 


し 133 ・ 


2 ー な る ー < ._2 
= (+ (1ー 2 + a 1 ) (1+= 


・ 154 ・ 


そえ) 


っ 一 可 
| _ 23 》、 
5 区 十 日 
类 似 地 ， 第 二 个 等 式 太 端 分 子 分 进 问 准 1.-e~"*, 得 
ダキ で リーダ リー ge '!” 
ター の ーgー「 
令 这 中 的 ec=gvw -1,， x=sv -1, 得 
Cs< 一 cos (ロー を 】 ,Sngsing ing 
F - ered ーー 1 - osg の ポー qd 
省 了 
人 这样 一 来 
oars ~ Clg sins 
2 3 4 ; 
ニー 
2 Tt 
2 并 2 
~ (i < ( る こす {1 = 4z 1 ( gq 3. Te 
g 4 67° -og - 
ブタ A ， 2 ュー 
= ーー テー) 
2 テ rg tg (1 テー ロ 4 を 
如 二 全 =2z， 或 者 >= -vvr， 我 们 祥 注 
cos 9 
过 hn 了 ” 
证 お HB っ 
cos > “ 一 
ーー (G+ キーー) (1ー ーー) (1+ 4 ーー ター 
ターG + ー ヨ 3r+ 
cos St 
ーーー = = cos = 一 局 六 an -ー 
md 2"2 


Hl 


《1 一 る (1 - 3 0 モー 
nds . ，， 
一 g = eos うーolg う Bin 7 
aa 
2 
ロー (+3x 0) 【1 - 3 a) ma 
, で 
キテ 二 d 
sin 2 g 」 
+ og 二 CC 2 To 5 MN 
3 2 
『 1 ュー ーー ーー _ Lt 1 
tg) (! G+ テテ + の (【- s+ 4 エロ 


法 此 等 式 的 和 梅 成 各 众 帮 相当 乱 单 ， 并 且 是 类 极 的 ， 得 型 船 这 


个 去 这 式 相生 ， 也 得 多 上 节 求 出 的 表达 趟 . 


第 十 章 


的 


Ee 
URE HR ey 
ep Wt 


| De リュ 
a et 


en が が EE Mr 
a EO An a 
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如 果 
1+ 析 + 7 C+ ーー= ニ = (1+az) (1+ 应 ) (1+ 
yz) (1+ de) …」 
那么 不 管 这 些 因 式 的 个 数 有 穷 与 否 ， 它们 的 积 都 应 该 等 于 1 + 4z 
+ + Ci + D+…， 从 而 ,系数 4 等 于 单个 量 g，B8，,，… 的 
衝 , 即 
A=a+B+y+d+et+; 
系数 8B 等 于 每 两 个 之 积 的 和 ， 即 
B=adtay+ad + + B+ + 
系数 等 于 每 三 个 之 积 的 和 ， 即 
C= a +a + DE + a キュ 
DD 是 每 四 个 之 积 的 和 ，E 是 每 王 个 之 积 的 和 ， 类 推 ， 这 蚌 代 数 
里 面 讲 过 了 的 . 


・ 156 ・ 
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単 全量 的 和 w+8+7y+f+… 和 每 两 个 之 积 的 各 都 是 已 经 知 

道 了 的 . 利用 送 両 條 和 , 我 何 可以 求 出 平方 和 4 和 a + が +y +8* 
+…. 平方 和 等 于 单个 量 之 和 的 平方 减 去 每 两 个 之 积 的 和 的 两 
倍 ， 用 类 做 的 方法 可 以 求 出 三 次 、 四 次 和 更 高 次 桥 的 和 .如 果 我 
们 令 

P= ニア トト + 

Osa tPF + + EZ+ 

R= 

Sa tit et 

= + 

ゴン シッド オデ ゴ ュ デミ 
那么 已 ，@， 丸 ，3，7，T… 就 都 可 以 用 下 面 的 方法 ， 从 4, 『F, 
C, りり … 求 出 : 

P= A 

0=AP 28 

R=A0- BP+3C 

9= AR- BO+ CP-4D 

T=AS— BR+ C0- DP+rSE 

レニ 47ー BS+ CR DO+ EP-6F 
可 以 直观 邮 想 象 这 些 公式 ， 并 验证 它们 成 立 ， 严 格 的 证 明 由 向 积 
分 学 给 出 ， 
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$ 156 我 们 求 出 了 


一 这 4 B 


の どーg 二 汪汪 时时 各 汪汪 汪汪 证. 2 昌 昌 
2 二 EE 3 1・2・3・45 1・2・3・4・5・6・7 「 
x2 x x 2 
=x (+ 三) (1+ 2) (LT+ 5) +ー ラ ) も みて 
从 市 
1 ュー ーー ュー タ +**") 
123 2345 1.2.3.4.3.677 
令 w= An2:z， 得 
2 F ! 是 
Rn 2 Xn 
1+1.237 +1.2.3.4.5 "12734307 + 


(1 + 3) (1+ オ る (1+ す 2?) (+ 二 に る) (1+ js) 


利 甫 前 面 的 记号， 我 们 有 


2 4 6 8 
4= 55・ C= 50646 P= 62880 
和 
P=1+ 才 + 可 + 玫 + 二 + 二 + 
=1+ 书 + 训 + 训 + 击 + 击 + 
の チー 


1 + 
30 
=1+ 二 ネー ニキ 


4 の "16 25 3 


a tk 


利用 前 面 的 规则 ， 从 4 お 。C。 のり, … 我 何 求 得 


_ 
6 
0 -而 
-六 
8 
7 = 93555 
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可 见 ， 当 为 偶数 时 ， 状 如 
1 


数 的 和 
+ ララ る = る 工友 
は タイ 1 すす 
と 


・ 159 ・ 


ll 
+ 市 + 这 + 大 + 帝 t= 5 


jl 2 3 ip 
っ 3!0 3 4 SI 一 1・2 ょ 3…11 3 
1 エー ーー 2 .691 nl 
156 すす 42 す 2 す T1313 105” 
] 上 すま 1 ュ 和 .4 
すっ 4 3 44 十 54 =T.2.3…15 1 
し Sr 
26 36 46 5 ー 1・2・3… 15 
1 ュ エ 1 1 1 2" .43867 is 
218 3.8 4.8 s18 ー ます ・2・3… 1 人 9 1 
1 1 1 1 .2 .1222277 » 
LT っ 5 すっ 351 456 20 オー モモ 2-3…21 55 7 
1 1 1 1 1 … 2 .854513 > 
2 3 ダー 4 グ 5 1・2・3…23 3 
1 1 1 1 2 .18l820455 a 
1 っ 4 ト am すす 2・3…25 273 


1 1 1 29 76977927 x 


1 
1 すっ 5 35 す 456 す 25 オ モモ 2-3…27 1 
有 方法 继续 写 下 去 ， 所 议 写 出 这 一 部 分 ， 量 因 次 其 中 看 上 去 


全 无 规律 的 序列 1， 地， ， 记 ， 当 ， 只 ， 守 ，… 有 着 入 大 的 
用 处 ， 


$ 169 


现在 我 们 用 同样 的 方式 来 钼 理 8 137 所 求 出 的 方程 .在 那里 
我 们 看 到 


_ dx 4x’ 4 4 . 
一 《于 十 2) (+ 33 + ニラ 1+ る 27 * 


和 
置 = クタ 则 
_ 2 x" 3 
.4512.3-4: 伴 * 6 お 7 て の 


1 


= (1+2) (1+ す を ) (1+ 六 了 ) ロ + 攻 2) ー。 
利用 前 面 讲 的 ， 由 


i a 


得 


・ 61 ・ 


し 353792 .zx 
一 | 2 11 213 


22368256 x! 


ー に 2・3…13 2 


§ 170 


从 正 整 数 窜 的 倒数 和 可 以 求 出 奇数 短 的 倒数 和 .和 置 
+ LL 1 上 1 キュ 
山辺 飛 云 。 得 
时 1 1 1 1 


29 2 "49 6 gn 


这 是 偶数 苦 的 倒数 和 ， 从 W 中 减 去 5， 得 
M 2 ダー1 让 lll... 
ttt tg 


RRR, A WM RM, 


mr-l 
yg 
2" 37 EA 人 br" 
尽 正 抽 数 蚂 的 例 数 正人 镁 导 交 圭 寺 的 和 和 ， 叶 我 们 得 到 了 下 渍 二 种 级 


人 


エキ ー」 


天 果 三 为 训 数 ， 出 和 为 4rr，4 为 存 运 数 . 


”62 ・ 


$ E71 


从 164 的 表达 式 ， 我 们 也 得 到 一 些 值得 注意 的 级 数 的 和 ， 
在 


了 防卫 站 ーー すず bY ,., 
っ (+) (1 ne (1 zg) 


中 置 Ur, 9 ニブ 得 


ーー) (1 ーーー) ロ ュ ーー テー) (ーー テー ) 


nm n+m 3m —m n+ nm 


mE rx ri オキ 


_ XR 
=1 to フフ 2・4・6。3 E Zn + dn _ 
利用 $ 165 的 符 导 ， 我 们 有 
ーー mr 
4 っ Zn B= ~ 24 C= 2462 る う ょ ・ 
4 5 
か 
2・4・6・8 が 2・4・6・8・10 記 つ ぁ ・ 
这 里 
_ _ 1 1 1 
Tnm’ 有 nt+m’ ” 3nrn-m ntm’ 
ミニ 0 エー と =ー 1 
Sn ー mm Sn + 更 
S 172 


竹 用 156 的 规则 ， 得 
- j63 ・ 


1 1 
P= nm n+ m 4 な 
Sr am 
-1 1 ， 
& = (nm)’ MM {r+ pm)2「 
1 EE PE 
(Sn — m2 (5n + my 
.1  _1 
R= nm (nr mT 
ュー 
{3 m)3 (Sn+ my 
有 四 1 
tn mm) (nr my 
ll 
(35gーm)7 (5n+m)t 
1 | 
T 一 一 ーーーーー・ー ーー -一 一 -- 一 --- 
(n-m) (n+m)} 
I 
(Sn ~~ ml (Sn+ ml? 
すす 1 
(nm ( ょ + rm) 


1 


_ ld 
(Sn— me " (5n + me " 


一 ， -一 二 
(Sm 一 pi 


+4 
(3n- mn 


ld 
{3n -- m) 


1 


* (3n- mm) 


3 ユー mr 
ーー ま 
(3n +m) 


{3n +m) 


+ nr my 


1 
(3n+m) 


Gn ー m )? + 


如 果 警 作っ = 天 ， 那 么 像 证 明 过 的 ， 我 们 得 到 


kr kr 
アニ 4=5ー ニ 人 
0 = すり = _ (2K +2) x 
2:4.n: 
_ {K 9 (6 + 6 を) x 
ー 2・4・6・ 記 


* 164 * 


Gr が 


2:4+:6:8 4 
7 Ge x = (IK +200K + 80K) x 3 
Q6n’ 2・4・6・8・10・n" 
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同样 的 ， 置 8g 164 最 后 一 个 表达 式 


Cos py + cg う Sin っ 


) (1-— 


ます 


_ せく /」 2 
= (+g) 0 2 2z+q 


中 的 = さ ァ .。 d= Tx, 垣 与 =K, 从 而 cm= 无， 我 们 得 到 


cos コー ュ .gin 2 
2n 上 2n 
tr “x nix! nak x 


ュー 一 -+ 二 一 一 ーー 
2 2.4・m F746:m RR! Dd6d nt I.4.6.8.10. nk 


立 ーー ーー ー 二 
(+) (1 2 うこ ー) (1 キー トー (ロー ィ デ ー) 人 + 
ーー 
4n+m ? 
与 8 165 公式 相 比 较 ， 得 
2 3 
LE. ー 开 a 
一 2K’ ?= 24rn dG KS b= 
EL 
2 O46 8 ORE 
由 因 式 得 


・ 163 ・ 


tm nm 
i 
~ dnt+m’ 
S 174 
利用 8 166 的 规则 ， 我 们 列 出 级 数 
PT 
Vp Bi nm 4n-m 4ni+m 


キレ リー キー 1 _ 
9 = m2 スー 一 (2n+m) + (4n-m): 
1 ーーーー TT 
(4nt+m)i 
i T 


nk = Te 一 や テテ ー ーー ーー こ ニ ーー 一 ーー デー リコ ーー 
3 Con pe)’ i2ni+m} (4n-m) 
1 
【4 十 my 
y= 1 ーー + ーー + 一 一 1. 
pi (2n- my) (2 ょ ォ + mt (4 ゎぁ ー ml 
し キー 
(dn + mn 
1 E 1 1 
T= 一 一 一 一 一 一 一 
5 (028 
1 — 
(dn + mn 
并 得 到 它们 的 和 为 
上 : 元 
A= -2nk 
oa KI x _ (2+2R) x 
dK O24 nFK? 


“166 ・ 


十 


4 (24+32 和 十 8 天] x 


《本 十 4 丰 - 十 了) 
Rg kt ー 2* オ 6・8・nT 


《2 大 + 十 5 天 2 十 3) Xs _ (120 + 200K° + 8OK* 


96n° KS 2・ 4 6・8・10・ CS 
_ (2K + ITRK + 30K +15) x 
960n° Ks 


(720+ IAAOK’ + 816K + 96 KS) 6 


346 B10 12 ns KS 


T= 
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対 $172, $ 174 中 一 般 形状 的 级 数 ， 信 严 和 nm 为 特殊 的 值 ， 


林 以 得 到 一 些 有 价值 的 结果 . 置 m=1, n=2, 则 天 = 翅 于 = 
tg45? = 1， 这 时 两 节 的 结果 相同 


を 1 1 1 1 
4 3 5 了 5 
2 

| を ニュ ト コト タカ オカ イー 
mm 1 1 1 1 
32 3 3 PF 
x 1 1 1 
06 tot 


ka 
| 
LT 
| 一 
| 一 
| 一 


中 申告 记 呈 中 


得 到 的 这 些 级 数 中 : 第 一 个 ，8 140 中 我 们 见 过 ; 指数 为 偶数 
・ 167 ・ 


的 ，8 169 中 我 们 讨论 过 ; 其 余 ， 措 数 为 奇数 的 ， 即 
] 1 1 1 


トー 25a t+ sint] Fintl Teaar1 


这 里 我 们 得 到 了 它们 的 用 x 表示 的 和 ， 
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を msi, n=3, 则 天 = 二 车 = BO = 广 ， 送 時 8 172 的 级 
数 成 为 


Ti 
ey3 2 4 8 10 14 16 
x 1 1 1 1 


史上 4 可 
2 


[生生 下す 


或 
xr ， 1 1 1 1 1 
33 1 21+4-75+7-8t+ 
4 ュー 1 十 1 十 1 ーー ーー 十 工 + 1 キ a 
う 7 ™ の < 4 + に の 7* 82 
dx 1 i 1 1 


它们 都 不 含 被 革除 得 尽 的 项 ， 我 们 可 专 求 出 含有 这 种 项 的 级 数 ， 
至 少 可 以 求 出 偶 指 数 的 这 种 级 数 ， 做 法 是 ， 由 


エエ … 

69 FO 2 Tig 

它 的 项 都 被 革除 得 尽 ， 从 原来 的 减 去 得 到 的 这 一 个 ， 得 
Br 4 1 1 1 1 


54 27 リタ イタ すす 
是 原来 的 一 个 ， 也 不 包含 被 了 除 得 尽 的 项 ， 
$ 177 


令 由 =1，nm=3， K= 万， 那么 从 174 我 们 得 到 


A 1 1 1 1 1 ., 
71 St+t77 1+13 717+ 
ll 1 L 
9 2 デア 1 ロビ 137 1 の 

rr 1 1 
ーーー ニャ ーー ニー 一 < 一 一 
1873 FR 


和 


分 母 为 被 3 除 不 尽 的 奇数 的 乔 . 分 母 为 被 3 除 得 尽 的 数 的 笑 ， 这 
种 级 数 可 以 从 已 知 级 数 求 得 ， 由 
rw ， 1 1 1 1 


a 


xz 1 1 1 1 3 
80 7 3 19 2 2 
这 个 级 数 中 ， 分 母 都 是 被 3 除 得 六 的 奇数 的 宪 ， 从 上 面 的 级 束 减 


・ 169 ， 


其 分 母 部 是 被 3 队 不 尽 的 奇数 的 笑 . 
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$ 172 的 级 数 与 8 174 的 级 数 相 加 相 碱 ， 我 们 得 到 另外 一 些 
有 价值 的 级 数 ， 相 加 ， 得 


すま 
2n nk mm nA-m ntm 2n-m 2n+m 
(K+1) x 
nk 
由 
Sn ニー 
iT 2n 
を =15 う 。 = mer! 
Dn 
得 
1 
1 + 天 = 4 
2 rn 
09 ブル 
从 而 
2K mr .WUT 
1+ 天 2 2sin > 008 うー = Sin ーー 
代 人 ， 得 
x 1 1 1 1 
= キ ーーーー =- 一- 一- ーー + 
. ET m Rm A+m Zn-m 2n+m 
nsin™ 


类 假 地 ， 相 三 ， 得 
x Kr (1l- kK) x 
2nk rn nk 
! . 


1_ 1 
mm nm n+tm 2n-m 2ntm nm ntm 


PE 
2K IE 
5 = = = 
1- 2n 下 COU8 - 
二 
得 
DT 
Rn 1 1 - 
、 mn Rm r+ rm Zn+m 
THI 
1 
3n— mn 


出 这 种 方法 推出 的 二 次 和 更 高 次 级 数 ， 留 给 微分 学 ， 在 那里 
推导 起 来 更 容易 . 
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我 们 已 经 考 虚 了 m = 1，n =2 或 3 的 情形 . 现在 我 们 让 m， 
n 取 另 外 的 几 种 值 . 


m=1, n=4 时 
sin ME =sin = 上 上 co 
4 万 ， 4 22 
我 们 得 到 
まま ます 
2 ソフ 3 3 7 9 11 13 15 
和 和 
Tl tli_i,.. 
4 3 5 7 9 11 13 15 
二 ]， #4t=8 时 
mm_r sr ol 
n 8 2 32” 8 AI 52 の" 


了 可 


“8 
=1+42, 


下 
am 8 
由 此 我 们 得 到 . 
江 i I 
一 + 
4/2 7 9 15 ”1 23 
_1_ 工 二 エー エー よー 
S (2-1 7 9 35 7 23 
m=3, n=8 了 时 
mr さえ 3 1 Ll 3 工 1 1 
n= 8 mg A217 8 2 -了 万 ， 
3n 
TP 8 __1 
in を y2+1 
我 们 得 到 | 
li 1 l,l... 
4 2 4 3 5 11 13 19 21 
1 1 1 1 1 


开 _ 1 ーー 
8g (241) 3 5711 1319 
S 180 


上 面 的 级 数 相 结合 ， 我 们 得 至 


2472 lL 1 1 1 1 1 工 
4 T3757 T9711 13 715117t19+ 
zY2-72 1 1 1 1 1 1.- 1 
4 T3757 7 9°71 7 13 15717 7 10+ 
rr (V4t22 +42 。 1 1 1 1 1 1 1 
8 =-l+3~“s+77 9+1- 13- 


"1172 ・ 


ォ _Y4+273-Y2 を 9 1 1 エエ 1 1 工 
8 ーー 3 5) 7 9 1 13 15 
1 1 . 
t+17 1191+ 
r 2+1+Y4-2Y2) 1 1 1 1 1 1 1 
8 3 7 9 3 15 
+ 工 + 工 + 
17 19 
を (72+1-Y4-2y2) 」 1 1 1 1 1 1 1 
8 一 7 9 11 13 15 
,1_1 
17 19 


用 类 似 的 方法 可 以 继续 对 n =16，m = 1，3，5 或 7 的 情形 
进行 结合 ， 得 到 的 级 数 仍然 由 1， 亏 ， 志 ， 闻 ,性 … 组 成 ， 但 正 
负 号 规律 完全 不 同 . 
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将 这 178 中 的 级 数 ， 从 第 二 项 起 每 两 项 相 结 合 ， 得 
Im うか 2m 


十 一 一 re 


1 
一 一 十 
m nm 4n mm gni—-m 


其 尺 - :个 级 数 得 


x Ll 2m Am 2m 

mr mm mm dn m nf me 
LE n 

从 而 
1 _1 x 
nm 4n ms On-m ~ 2m 2mntg 
得 到 的 这 两 个 级 数 相 加 ， 得 
Mar 

I 1 0 1】 72 
nm nm 25n-m ~ 4mn 


我 们 得 到 了 三 个 级 数 ， 在 第 三 个 中 令 An =1， 令 m 等 于 任何 
一 个 非 零 偶数 2K (Kx0)， 则 由 tgKxr =0， 我 们 昼 有 
1 11 
1 4 总 +9 4 +2 4 + HAR 
在 第 二 .个 中 令 n =2，m 等 于 任何 一 个 奇数 2 を + 1， 那 么 由 


1 4 
一 上 二 =0， 我 们 得 到 


Bi 


1 1 1 1 …、 
ォ ー (2K+1): 16- (GK TT 36- (2K+ ょ 12 「 


- 工 
2 (2K+1) 
$ 182 
乘 上 节 求 得 的 前 两 个 级 数 以 x， 并 令 全 = p， 我 们 得 到 表达 


_1 1. + 1 
lp 4ーp7 9-p: I6-p? ~ 2psinpr 2p“ 


1 T -一 KE 
1-a 4-o+9-a+r16-a 20 2atgr Ya 
只 要 a 非 负 ， 且 不 是 整数 的 平方 ,那么 这 两 个 级 数 的 和 ， 就 者 
可 以 用 贺 《 即 x 一 译 者 注 ) 表示 . 
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a 为 负数 时 ， 可 以 用 我 们 讨论 过 的 化 虚 指 数量 为 弧 的 正弦 种 
余弦 的 方法 ， 求 前 节 级 数 的 和 . 事实 上 ， 由 于 
erY “logs +w ~ lsinx 
ge ダー1 ニー cos 一 ツー1sin 
将 * 换 为 yw -1, 得 


一 
cosy i= 


如果 g= -5b， y= xb, 则 
. on -2 eh 
mr ソー ーー 
从 而 
ee bir 


・ 175 ・ 


vb -2 テ %5 

sinr マツ -Bb ew e™b 

vb -x (8 到 十 er) 

tg Vb e-™ et 
利用 所 得 结果 ， 我 们 得 到 


1 + 4+ ぁ 1 9+5 16+5 + 26 一 
アマ ム 
《en um 二 
LT 1 (e+ の 6) ry 
1+6 di:b 9 16+5b 2 (em 中 em) 


这 里 的 级 数 ， 可 以 从 162 用 本 章 的 方法 导出 ， 但 我 更 喜欢 
现在 这 样 ， 因 为 它 还 告诉 我 们 ， 如 何 化 虚数 弧 的 正弦 和 余 臣 为 实 
指数 量 . 


・ 176 ・ 


,| 
机 0 が RA NN が 人 MM 
1 i 
すり きか ルイ オイ ルイ リガ HH 
! は は ほけ 
3 内 HE 


他 条 Cr edt 
ET EE TF ee pd 
S$ 184 

$ 158 中 我 们 看 到 ， 对 任何 的 圆 弧 z 我 们 都 有 
sinz = ロー) ロロ ーー) (1 -二 ) (1- ) ・ 
アー 47? On: 8 
和 
42 4 4 4 
Ut 二 (1— 5) G3) ルー 3 (I 49。22 


2 3 2 2 
- ET が ET _ 机 _ 于 ーー 
六 n 二 此 (1 2 (1 2 (1 27 (1 1 5 ) 


Dr _ 4 4m. 4m* 
に くら りー na) (1 9) (1 2 (1 9 ms) ~ 


用 2n 代 』, 得 


in 2 pg (nm -m*、 (ln ~ mm) (36m- = の 4) 
Zn 2n ~ 4n2 16n* 36n° 
64n* -mi 
(ーーー ラー 4。2 2 


・177 ・ 


2 2 2 也 
カバー mm 9 ロー mm 25 ~ mm 
~“™ 2 ( nr” ) ( Qn ) ( 25n2 ) 
49n° — m^ 
49n° 


分 解 成 线 必 办 式 ,得 
sin うー ニラ っ (22 一 于 (28 圭 加 ) (Em (Ri +m 


2n 2n dn Ar 
bn — m 
( っ ) 
mr Rm /dn+m 
中 3 n ) ( n ) 人 in ) ( 3n ) 
Sn コロ nm 
(Rm) (tm 
-后 I 
用 エー 本 代 吉井 生 用 
Bin om Rm nom a me 
う = Cos 5 ッ GO 2 = Sn 
得 
、 27 tam を 、 tm tm 
cs gn = ail) Cn 
され 一 mm Sr 于 
mY HT 
( ds ( Gy} ) 
FE mY /Antm, dn-m, ,4n4m,. 
Sm yy ( Fl ) 人 nn ) 3P ) Sn 
Gn-m, 
( き な 7 
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re を .1.3.3 5.5.7.7.9 
ーー こ は 2 4 4 6 6 3 8 |! 


开 _22-4:4.606.8.810*10.12.12… 

2 1・3・3・S・5・7-7・9・911・11・13… 
这 是 Pe 在 人 的 て 元夫) 中 导出 的 ”的 表达 式 ， 从 正 避 
的 项 ~ 个 表达 式 ， 可 以 推出 许多 类 似 的 表达 式 ， 锁 如 ， 从 它 我 们 
排 得 


ーー) (ee) 、 


人 =1。 毎 aa 公式 . 


tt 


sp 
ti 


得 


6 6 1212 181824 
5 7 11 13 17 19 23…， 


只 gs 公式 以 吾 = 了 时 的 表达 式 ， 得 
2・2・6・6・【0・10・14・14・8・ 18-- 


1・3・5・7 の 13・15・17・19.・ 
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角 交 正 切 都 等 子 正 蓄 除 以 余 纏 . 因 頁 正 切 也 可 以 表示 成 元 雰 


示 節 、 用 正 弦 的 前 一 條 表 天 式 除 上 余弦 的 后 一 條 表 送 式 , 我 条 得 
到 | 


mr _ mm /2n-m そ ル 二 mm 4n—-m 
tg 2n ロー rr Pr ) tm (3n Tm) 
+ 
(sn も 


”1 79 ， 


天 一 到 ;ni+m 3 エー nm 3ntm 
cg on = (ーー フ pp mm ) (4 も 
ルー TR ーー・ 
dn+m 

类 似 地 ， 我 们 得 到 正 制 和 余 割 的 表达 式 
PT n は jn in 

Tr rr i Ce EC rr 
(ーー (ポー) … 


Sn 一 只 さき 十 组 


fr れれ rn 3n 3n 3n 
PCI om (ーー (33+ a (tanm) hg ー) 


( Sn ) LL 
Gr 一 m 
如 果 正弦 和 余 张 都 用 第 二 表达 式 ， 那 么 我 们 得 到 


mr Xm (2n-m) 3 (2n+m).3 (4n-m) 
2。 こ 2 nm 2 (n+m) 2 (3n-m) 4 (3n+m) 


ctg 本 を. -m 1 (ntm) .3 (3n-m) 3 (3n+m.. 
2m 2 mm 2A-m) 2 (2n+m) 4 (4r-m)} 
ER nn ,4 … 
2n zx 
2 


nrn—m nt+m 3 ルー nt+m Snr-m 
n 2n an dr 4d4n 
2n Tm Zn-m Znt+m 4 ルー mm A4n+m 
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将 正弦 和 余 强 原 表 达 式 中 的 mm 换 成 兵 ， 得 到 新 表达 式 ， 用 
新 表 这 式 除 原 表 达 式 ,我们 得 到 公式 


,I 
上 > 1 
2n m 2n-m Zntm drn-m 4ntm 


Sin コー 


Zn 


・ 180 ， 


2m m ジル カー drn+m dn-m dn+m 
Kr aK n+K 3n_K 3n+kK Sn-K 


2n 

TH 
ap _n-m,ntm, 3 ルー dntm.n-m... 
- CK 2n-K2n+K dn-K dn+K 
Sn ーー 

マカ 
oog 2 ] 

In Rm, nitm in- m,ntm 3n—m 
Kr Cn K n+ 3n-K Snt+K Sn-K 
non 


如 果 取 一 个 角 弛 ， 其 正 吾 和 余 强 都 已 知 ， 那 么 利用 上 面 的 公式 ， 
我 们 可 以 求 出 另外 任何 一 个 角 25 的 正弦 和 余弦 . 


$ 188 


这 些 无 穷 多 个 因 式 相 乘 形式 的 表达 式 ， 可 以 用 来 计算 x 的 
值 ， 也 可 以 用 来 计算 给 定 角 的 正弦 和 余 藤 .其 价值 在 于 ， 到 现在 
为 止 ， 我 们 还 没有 计算 这 些 值 的 更 好 的 方法 .我 们 也 掌握 男 外 一 
些 稍 具 实用 价值 的 无 穷 乘积 ， 可 以 用 来 计算 或 正弦 和 余弦 的 
值 . 例如 

于 =2 (1- 方 ) 1- 去 ) 01- 十 ) … 
该 乘积 的 因 式 不 难 变 为 小 数 ， 但 要 得 到 r 的 精确 到 小 数 点 后 10 


位 的 值 ， 那 因子 的 个 数 就 已 经 多 得 不 得 了 . 
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这 些 乘 积 的 主要 应 用 是 计算 对 数 . 没有 这 些 表 达 式 ， 对 数 的 
・ TS1 ・ 


计算 是 很 困难 的 ， 首 先 我 们 有 
1 1 1、 
不 二 4 (1- 9) (1 - 35) (1- 46) 
取 对 数 ， 得 
logr = log4 + log 1ー る ) + log 1- 去 


トー 
或 


jogr = log2 ~ log 0- 一) ー log ロー) -log (1 - 


1 
9 


ユエ 
36) 


这 里 取 常 用 对 数 或 自然 对 数 都 可 以 . 但 从 自然 对 数 易 于 求 出 常用 


对 数 ， 所 以 我 们 介绍 求 ヶ 的 自然 対数 的 方 法 . 
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さき 


对 于 自然 对 数 我 们 有 


log (1— %) - 
开 ， 


lpgr = logd — 


展开 式 中 每 坚 列 含有 一 个 无 穷 级 数 ， 售 有 的 这 些 无 级 数 的 和 


是 我 们 前 面 已 经 算 了 出 来 的 . 为 简 起 见 ， 我 们 记 


1 1 1 1 
あま も ます 
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] 1 1 
9 ニキ + キ イキ コナ 
1 


1 
= ニキ + Te すす 


1 1 1 
D=1l++st+t+ ot 


合用 这 些 记号 属 开 式 就 成 了 


logr =log4— (4-1) ー テ (B-1) -去 (C_1) - 


CD 1) rr 
利用 前 面 求 出 的 近似 值 ， 我 们 有 
A=1.23370055013616982735431 
B=1.01467803160419205454625 
C=1.00144707664094212190647 
カ =1.0OO15517902520611930298 
E= 1.000017041356304482550816 
F=1.0000018RS5848583]11957590 
な = 1.00000020924051921150010 
ガニ 1.00OOO002323713737915G70 
7 = 1.00000000258143755665977 
天 = 1.00000000028680769745558 
L = 1.00000000003186677$14044 
时 =1.00000000000354072294392 
NM = 1.00000000000039341246691 
0 = 1.00000000000004371244859 
P = 1.00000000000000485693682 
Q = 1.00000000000000053965957 
R = 1.00000000000000005996217 
3 = 1.00000000000000000606246 
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1 
4 


"=1.00000000000000000074027 

= 1.00000000000000000008225 

W = 1.00000000000000000000913 

xX = 1.00000000000000000000101. 
将 它们 代入 展开 式 ， 经 过 不 太 麻 烦 的 计算 ,我 们 得 到 x 的 自然 
对 数值 

logx = 1.14472988584940017414342…, 
乘 这 个 值 以 0.43429-…， 得 到 x ヶ 的 常用 对 数值 

iogr = 0.49714987269413385435126. 
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我 们 已 经 把 角 2， 的 正弦 和 余弦 都 表示 成 了 无 穷 乘积 ， 因 而 
不 难 写 出 它们 的 对 数 表 示 式 . 从 $ 184 的 公式 得 


2 
logsin う 。 = logx + Jog > + log (ローブ 5) + log (I - 


me 
35。^ 


2 
3) + log (1~ 3) + 


m2 2 
logoos 2 = log (1 -2) + log ロー の) + log (1 - 
ーー こ my 
252) + log (1 一 a9n3) + 

跟前 面 一样 ， 取 自然 对 数 可 以 把 它们 表示 成 收 敏 很 快 的 级 数 、 为 
避免 不 必要 的 无 穷 级 数 相 乘 ， 我 们 保留 前 几 项 为 对 数 形式 
logsin 2 
=logx +logm + log (2n — m) +log (2n +m) - log8 - 3logn 
mm me ms 
6 2:16n4 3-16n 4-164ns ~ 
円 1 4 円 


ー mm 了 nt [i 
Wn 2.362np4 3:360n 4・36 n°8 
m2 mt me ms 


Tr 


me mt me ms 

nl 2nd 3986 dn 
m2 mt ms ms 
25n2 2:252n4 3°253n5 4.254n8 
が mt ms ms 


[CE 
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这 两 个 级 数 都 含有 的 所 有 侦 次 矫 ， 且 这 每 一 个 短 都 与 一 个 
其 和 已 知 的 级 数 相 习 ， 即 
4 
logsin > 
= logm +log (2n—m) +log (2n + m) — 3]ogn +logr - logd 
_- (Dr) 
1 12 
mn 1 1 1 
2 
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logcos うっ log (n—m) +log {n+m) 一 2logz 


nn 
ーー の 
2 ダー アダ の 


第 :表达 式 中 级 数 的 和 已 知 《8 190), ， 第 一 表达 式 中 级 数 的 和 可 
以 从 第 二 表达 式 中 级 数 的 和 推出 .为 使 用 方便 ， 下 面 列 出 它们 中 
一 部 分 的 和 . 
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为 简单 起 见 ， 置 
tt a 1l,... 
2 4 本 8 
1 l 上 1 


用 
1 1 1 


1 
わあ か も も 


全 二 1 1 1 1 | 1 1 
8 ds 8 g8 ーー 


a =0.41123351671205660911810 

こり 0.067645902i0694613696975 

ア ェ 0.01589598534330701780804 

9 = 0.00392217717264822007571 
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e =0.00097733376477323984898 
と = 0.00024420070472492872274 
カニ 0.0006103889453949332915 
9 = 0.00001525902225127269977 
= 0.00000381471182744318008 
ょ な =0.00000095367522617534053 
1 =0.00000023841863595239154 
な = 0.00000005960464832831555 
ャ =0.00000001490116I41589813 
#=0.00000000372329031233986 
0 =0.00000000093132257548284 
ェ =0.00000000023283064370807 
p =0.00000000005820766091685 
ヶ =0.00000000001455191522858 
て =0.00000000000363797880710 
り =0.00000000000090949470177 
ゅ =0.00000000000022737367544 
x = 0.00000000000005684341886 
ゅ =0.00000000000001421085471 
w =0.00000000000000353271367. 
继续 写 下 去 ， 这 近似 值 的 下 降 速 度 很 决 ， 每 -个 都 约 为 前 一 个 的 
四 分 之 - ・. 
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利用 这 些 结果 ， 我 们 得 到 
jogsth っ 


” 187 ・ 


= logm +log (2n — m) +log (2n+m) -3logn + logr - log8 
m2 1 me 1 ms E、 … 
ーー ュ (ーー2 ェ 4 (A a) ーー (アー タナ ーー 
logoos 2。 = log (rn-m) +log (n+m) -2logn 
こ mn” n° ... 
ーッ 3 (4-1) 一 (お -1) -3 (C-1) - 
logr 和 log8 巳 知 , 所 以 魚 や 9 前 正弦 的 自然 対 粗 訪 


logsin 90° = logm +log (2n-m) +log (2n+ m) -3logn 
- 0.93471165583043575410 


3 
っ 20. 16123351671205660911 


4 
40.00237260105347306848 


上 6 
0.00009032844783567260 
- っ 80.00000398179316205501 

mt 
-二 0.00000019425295465196 


12 
-对 70.00000001001328748812 
i 


14 
0. 00000000053404135618 
rn 


i 
- 0.00000000002914859658 
Tt 


18 
0.00000000000161797979 
nL 

20 
ー っ 50.00000000000009097690 
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| 
に 


mm 
Hi 
ー あ ぶり.0000000000000000 
0 1708 


0.00000000000000000099 
ー 0.00000000000000000005 
角 开 9( 的 余弦 的 自然 对 数 为 
logcos ™ 9 = log (n-m) +log (n+m) -2]ogn 
一 0.23370055013616982735 
ー "0.00733901580209602727 
ー 9.0.00048235888031404063 


8 
ー っ 60. 00003879475632402982 


10 
ー っ 0.00000340827260896510 


mr 


- “730.00000031430809718659 


14 
— 0.00000002989150274450 


n 


ms 
-0.0000000029046446 
0 7239 


] 呈 
ー っ 0.0000000002868263931 8 
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0 
ー 50.00000000002868076974 
nt 


22 

tn 
一 320.0000000000028969795 
0 956 


D4 
- 0.00000000000029506024 
i 


26 
m 
— “30.00000000000003026249 


に ! 


m2 


一 大 OQ-00000000000000000004. 
nn 


| 
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前 帯 中 正弦 和 余 弦 的 自然 対数 乗 上 0.4342944819… 就 得 到 相 
应 的 常用 对 数 ， 我们 照 习惯 作法 ， 和 相 乘 之 后 ， 纵 正弦 和 和 余 眩 的 对 


数 加 上 10， 这 样 我 们 得 到 
角 字 90P 的 正 弦 的 常用 对 数 为 


logsin — 90 = logm + log (2 ぁ ー 応 ) +log (2n+m) ~ 


3logn 
・ 190 ・ 


+ 9.5940598857U2190 


2 
- っ 0.070022826605901 
大 
md 
ー "0.001117266441661 
ri 
me 
- “0.000039229146453 
Li 
各 
，- 0.000001729270798 
Ft 
10 
ーーm0.000000084362986 
12 
ー っ 10.000000004348715 
14 
- っ w0.000000000231931 
ms 
~ “80.000000000012659 
18 
ー _。0.000000000000702 
加 
mt 
-万 0.0000000000000 
_50 39 
角 开 9 的 余 鉴 的 常用 对 数 为 


logcos 一 90P = log (n—-m) +log (n+m) 一 2ogg 
+ 10.000000000000000 


2 

ー っ 20. 101494839341892 
mt 

- 40.003187294065451 


[i] 
- "60.000209485800017 


・ 191 ・ 


和 
ーー0.000016848348597 
me 
-于 10.000001480193986 
rt 
13 
- 50.000000136502272 
3 
ms 
— 0.000000012981715 
ms 
-二 50.000000001261471 
中 
ms 
- —ig0.000000000124567 
ma 
-0.000000000012456 
于 
me 
- 0.000000000001258 
在 
ms 


- 0.000000000000128 
天 


mh 
nm 
-a0.000000000000013 
mp 
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利用 前 醒 草 的 焦 式 , 我 何 可以 越 辻 正 遂 和 余 束 , 育 接 求 出仕 
何 角 度 的 正弦 和 余 路 的 自然 和 常 用 隙 種 対数 . 我 们 指出 一 上 总， 从 
一 不 魚 的 正 散 和 祭 散 的 対数 , 用 簡単 的 滅法 , 我 休 就 可以 求 出 正 
切 、 余 切 、 正 割 和 余 割 的 对 数 . 因此 对 正弦 、 余 茧 之 外 的 三 角 顶 
数 ， 就 没有 必要 去 寻求 专门 的 对 数 公式 .再 指出 一 点 ， 公 式 中 
m, nm n+m, 的 对 数 ， 在 求 哪 种 对 数 的 公式 中 ， 就 


应 该 是 哪 种 对 数 ， 最 后 一 点 是 ， 比 站 表示 给 定 角 与 直角 的 比 ， 我 
・192 ・ 


们 知道 天 于 半 直 角 的 角 的 正弦 ， 等 于 一 个 小 于 半 直 角 的 角 的 余 
纺 ， 反 之 亦 然 ， 所 以 分 数 亚 必定 不 天 于 六 .由 此 可 知 级 数 收 误 委 
快 . 
§ 197 
结束 这 个 题 日 之 前 ， 我 们 讲 一 种 更 好 的 求 任意 角 正 切 和 正 害 
的 方法 ， 虽 然 正 切 和 正 制 都 可 以 由 正弦 和 余弦 求 得 ,但 要 用 除 
法 ， 多 位 数 除法 是 很 麻烦 的 ， 在 外 135 中 我 们 给 出 了 应 切 和 余 切 
的 公式 ， 但 未 化 推导 ， 这 童 给 以 补充 . 


$ 198 


首先 由 8 181 角 デ x 的 正切 表达 式 


中 的 靖 换 为 22， 得 
m 2n 4 1 
Se nT 一 tr 一 a pe mm + a mt + 6 me MM 
…)、 
两 式 中 的 分 数 ， 开始 的 一 、 二 个 易于 计算 ,将 其 余 的 展 成 无 穷 级 
数 ， 得 
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亚 _ mn 4 

tg 3n Tn mr 
+ 和 (于 + ーー » 
rT Pn Yn Wp 
4 um mm m .. 
tx (git srr 全 ) 
4 om mm 了 
tx (Fat Tmt Prt 


m rE mr 4 
MB mn 4n mr 
4 Lm m om 
x (pit Hm Ey s+ ) 
4 mm mm 
x (G++ ns ) 
4 Um mm 
x (2 gn ) 
§ 198。" 
从 已 知 的 x 值得 
ー =0.3I830 98861 83790 67153 77679 26743 028724, 
我 们 已 求 得 子 我 们 记 为 4，B，C，D… 和 a，B，Y，… 的 各 级 
数 的 太 ， 上 用 这 两 套 记 号 可 将 上 节 公 式 改 写 为 
nti 
結っ 
__m 4 m4 /」 m4 m4 
ラー キー + (eC-1) 


(D 原 书 疯 编 两 个 198， 爹 怖 欠 译 本 改 第 一 个 § 198 为 198a，- 一 中 主 者 
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从 这 两 个 公式 可 以 得 到 8 135 的 正切 和 有余 切 表达 式 ， 8 137 我 们 
讲 了 如 和 何 从 正切 和 余 切 经 过 简单 的 加 减法 得 到 正 割 和 余 割 .利用 
这 些 规则 ， 造 正弦 、 正 切 、 正 寄 表 ， 造 它们 的 对 数 表 ， 都 比 原 来 


容易 很 多 . 


”193 ・ 


I 而 
加 机 ， 由 请， on 
は 人 i は 


i Ft 
ri 


アイ dE 
」 が 1 mi WE すま 4 
， 上 | Ei Fs 
| は PMP ON 由 和 HH 和 
§ 199 


第 二 章 讲 了 ,分 数 函 数 可 分 解 成 其 分 母线 性 因 式 个 数 ,那么 多 
个 部 分 分 式 , 每 一 个 因 式 都 是 一 个 部 分 分 式 的 分 母 . 自 然 , 线 性 因 
式 是 虚 的 ,由 它 作 分 母 的 部 分 分 式 也 是 虚 的 . 实 分 数 函 数 分 解 成 的 
虚 部 分 分 式 是 很 少 用 处 的 .但 我 们 讲 过 ,作为 分 数 函 数 分 母 的 整 函 
数 , 不 管 它 含有 多 少 个 虚线 性 因 式 ,我 们 都 可 以 把 它们 表示 成 实 二 
次 因 式 .这 样 ,在 允许 部 分 分 式 的 分 层 为 实 二 次 因 式 的 条 件 之 下 ， 
我 们 可 以 把 任何 一 个 分 数 函 数 都 分 解 为 实 部 分 分 式 . 
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记 给 定 的 分 数 沙 数 为 首 ,N 的 实 线性 因 式 所 对 应 的 部 分 分 式 ， 
求法 我 们 讲 过 了 .对 于 N 的 虚线 性 因 式 ,我 们 改 为 考虑 因 式 
Pp’ -2pgzcosp + 9 グ 
这 时 的 分 数 函数 ,其 形状 为 
・ 196 ・ 


A+Bet+ (e+ D+ Et 
(p> — 2pqzcosgp + qe + 護 + yr d+} 
我 们 求 的 以 六 -2pgzcos + 合计 为 分 母 的 部 分 分 式 应 该 为 
加 上 + nz 
ー 2pgzoos の + #2 
该 分 式 的 分量 次 的 , 因 丽 分 子 的 次 数 不 能 大 于 1, 否 则 该 分 式 
全 有 一 个 整 函 数 ,应 该 分 出 去 . 
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为 简单 起 见 , 令 分 子 
A+B+ Cr + =M, 
令 分 母 的 第 二 因 式 


ag+ 記 の +ー ニ タク, 


记 因 式 A 
ャ ニー M- MA2- AZ 
p -2pgzcosgp + ga? 
了 应 该 是 z 的 整 函数 ,因而 必定 MM 中 2Z ~ a 被 p? -2pqzeosgp + 
“#2 整除 .从 而 , 当 
p"ー 2pgzcosp す gq°2° =0, 

也 中 

| z= (cg + — lsing) 
或 


z= (cosp —Y ー lsing) 
时 ,W -人 2Z -a%z 为 零 . 置 = 了 , 则 


=f (conp ty -lsinng). 
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将 x 的 这 隋 个 直达 式 代入 ,得 到 决定 寻 利 和 的 册 个 方程， 
$ 202 


方程 村 = 针 Z + QZz 经 过 两 种 代 人 成 为 方程 


4+ Bfcosg + CF cos2p + DF eos3¢ + 
+ (Bising + CF sin2¢ + DF sin3g + ーー 
Ma + Feosg + "cos2 の + の Pcos3 ゅ +…) 
+ A ffsing + sin2p+ Psin3 め ゅ +… う Y -1 
+ Q( fcoso + BF "cos2g + YFoo0s3g + …) 
+ alafsing + 店 "sm2 の + YFsin3g + …)w -1， 


为 便于 计算 , 令 
4+ Beosp + CF cos2gp + Dcos3g + = 由 
Bfsing + OPsin2p + DFsin3o +… = 
a + fcosg + YF eos2p + 有 oos30 + =O 
fsing + "sin2 の 十 sin3 @ t+""" 三 可 
afcosg + Bf cos2 9 + アア oos3 ゅ +… = 
afsing + Bain2p + Pin3 の る + ニャ 
在 新 的 记 导 之 下 ,我 们 的 方程 成 为 
Wripv ーー1 = 外 の ロア -14+aRtacw -1. 
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由 于 双重 符号 ,我们 得 到 方程 组 
如 = 外 +L 
p= y+ Aar, 
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gf = Br 一 站 如 
“Or- on 


ュー 
qh - Dr 
这样 一 来 ,我 们 就 得 到 了 分 数 郴 数 
NM 
(p? -2pgzeosp + q g222) ア 
的 部 分 分 式 
+ gg 
p -2pgrcosp + qa 
的 求法 . 
记 Z=Y , 则 
代 換 デー = が cosnp 使 时 = 紀 ; 
代 換 メア sinze 人 覗 折 = ps: 
代 换 2 ニア cosap 使 ク アニ 所: 
代 換 ゲー ア sinne 使 了 = 9 
代 換 が = た cosnp 使 之 = 外; 
代 换 が = rsinng 使 z2 =T， 
有 了 好 ,如 ,中 ,pb,q,f, 也 就 有 了 
of = 5- pR 2 = Po- Bq 
入 让 一 中 并? Or- oR. 
例 1: 设 给 定 的 分 数 旺 数 为 


22 


(1 -z+2)(l+ zt)’ 


我 们 先 求 对 应 于 因 式 1-sz+2 的 部 分 分 式 


与 通用 才 达 式 
の” 一 2pgztcosg + go2° 
相 比 较 , 这 里 


p= lig=ljcos® = 3 


从 而 
p=60 = そ ・ 
由 = =1+ タチ =1, 我 何 得 到 
2 1 73 
28 モッ 
dx 1 y3 
DQ=1+o8 で = うっ: = 一 本 
只 = om T+ T=lit=0 
由 此 得 
针 = ー1」 人 =0, 
从 而 所 求 部 分 分 式 为 
ー 1 
1-g+g 
所 给 函数 等 于 求 得 的 这 个 分 式 与 下 面 这 个 分 式 的 和 
1+z+ デ 
1+ 
该 分 式 分 母 1+ z+ 欧 因 式 为 


1+zv2+ 刀 和 1-y 厅 + 有 2 


求 对 应 于 这 两 个 分 本 的 部 分 分 式 时 ,中 相同 ,都 为 十 ,一 个 的 f= 
-1, 田 一 个 的 了 = +1. 
例 2: 我 们 来 求 这 两 个 部 分 分 式 , 也 即 求 分 数 函数 


1+z+2 


(1+zY2+ ダ )(1- 72 ょ 2 の ) 
的 部 分 分 式 . 这 里 
了 肝 =1+z+ 纪 ， 
对 于 第 一 个 因 式 我 们 有 
円 200 円 


=ー1, の = オッ クニ エーz72+ の . 
内 而 


TT No} 
=1-—cos +cos 4 = 万 


p= am を an 2 2 


=1+y2cs 4 + oo08 A = ニラ 


ー : 开 ,< 站 _ 
= +Y2sin 4 + sin 4 =2 


a 一 列 2 i 

= cos 才 Y2cos コ cos 4 =0 

t= -sin Dsin A sin = - 2Y2. 
继而 

mr- 0 中 = -4 


_ マ 2-】 
= 2Y2 
这 样 我 们 得 到 对 应 于 因 式 1 4+ zy2+ 的 部 分 分 式 为 


(2-1):2 マ 2 
上 十 ォ マ 2 + 2 ーー 
类 似 地 ,我 们 得 到 另 -一 个 部 分 分 式 为 


(Y2+1):2v2 
1- > マ 2 ォ z2 
现在 我 们 看 到 , 例 1 所 给 函数 


和 _ 


(1 z+z2)(1 + a) 
分 解 成 了 


= DD. 
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2-)): 2Y2 2+1) :2Y2 
ーー っ 1+ add Tt 
例 3: 分 解 函 数 


1+2z+z* 
(1ー そ 2+ 2 の (G+24+ 3 の ) 


为 部 分 分 式 . 因 式 1- 5 z+ 了 产生 的 部 分 分 式 为 


+as 
8 2 
1 - ミタ オ る 
这 里 
りこ 119= ニ 1)oos の ニー デニ 1 
六 


M=1+2:+2,2=1+2s+32. 
由 于 这 里 角 w 与 直角 的 比 未 知 ,所 以 需 计 算 g 和 其 倍数 的 正弦 和 
余弦 .由 cosp 得 到 所 需 结果 


CAP = 5， snp = マッ 
7 
0052P = っ < ィ Sm2 の = 25， 
44 117 
cosdp = 一 125， siIn3P = 135: 
从 而 
4 了 天 
外 =1+2 s+ っ 3 ご 25 
3 2 54 
b=2"5 125 こ 25 
_ .4 ュ ナチ 96 
4 ニニ 1+2 了 十 3 35 一 75 
3 >。.24 102 
= ニタ 5 すう ・ う < = っ < 
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_ 53400 _ 2136 
dE = っ Sr125 125， 


-313 = 8,0 ~ 2136= ~ Tg 
这 样 我 们 得 到 由 1 - そ + 产生 的 部 分 分 式 为 
9(17— 5z) :178 
1 一 で タ 十 2 
对 应 于 另 一 个 因 式 的 部 分 分 式 ,求法 类 似 ， 
我 们 有 
p=l,g= -全 ,osg =< 万， 


和 
1 。 8 2 
プー ー 庄 ・ 衝 =1+2z キ タッ っ を ニュ ー テ キダ デー 
1 
由 cosp= 上 竺 所 需 结果 
cos9 = 所 和 需 结 
. 2 
cos9 = 万， inp = 
Cos みゆ = — 3 simp =232 
5 Y2 
4 ーー naom = CO——, 
3 S33 
利用 这 些 颖 果 ,我 们 得 到 


上 -1 
3 トー -3 


8 2y2 1 .好 な 


2 
y3 マ 3 373 3 3%3 3533 135・ 


从 而 


继而 


J_100_ 25 340 135 
-712~178 7 7 712 78 
最 后 我 们 得 到 吃 数 


1+2z+22 


(a -+ <)(1+ 2 + 3z2) 
的 部 分 分 式 表示 方 
9 S2178 StS+272):178 


1ー テッ ィ の 1+ 2 +3z- 
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吕 和 和 工 的 值 可 由 全 和 和 9 决定 .事实 .上 ,由 
=a+ cog + Yeos2 gp + HF eos p+ … 
= 204 円 


q= sing + jsin2p + fsin3g + **" 


得 

を )ons の 一 sm の = «sp + 店 co82 の + 7 アデ cos3 の る +…・ 
从 而 

R= cosg ~ qsing}. 
类 似 地 

$lsing + qeasg = asing + Bsin29g + YF sindg + 
从 而 


t= Using + qeasg). 
进一步 ,得 到 
Qr- aR= (P+)fsing 


Br-pR= (BL + pq) fring + (Bq - pl}feoeg. 


从 而 
B+ pg 、 99ーD&J cosp 
+ P+ sm の 
_ Bq- pi, 1 
“7 OT me 
这 样 , 因 式 p*-2pqzcosq + qz 产生 的 部 分 分 式 为 
(BO + po fsing + (Ba -~ PLY) (foosg ~ z) 
. 【5 一 2pgzcosp + qe) (A + faing 
或 者 换 了 为 七 ,将 它 写成 


(B+ pg)psing + (Bg ~ pi (peosg - gw) 


(アー2pgzoog の す FE + gpsing 
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上 节 我 们 推出 了 分 数 函 数 


ーー 前 
(n° Zpgzcosg + の 7 の ) グ 


・ 205 ・ 


分 母 的 因 式 p?- 2pgzcosg + qz? 所 訂 生 前 部 分 分 式 . 所 得 長 送 
中 的 如.p, 导 ,9 可 以 从 时 ,2 求 出 .方法 是 对 月 徴 代 換 . 蔽 代 か 


n 


z 二 cosn ,得 
7 


= 
做 代 损 "= 得 
MH=p,2 = 0, 


注意 , 代 换 之 前 应 将 由 和 Z 展开 , 郑 要 使 得 它们 的 形状 为 
M=A+ B+ C+ D+ Et+ 


グ クニ cg+ 旗 72 ナオ 80 + et t+, 


这 样 我 们 有 
2 3 
B=A+ Bp + で oos2+ り ど aos36 す … 
9 
2 3 
b= B Fsing + C 一 sin2p + D sin3g + 
如 7 gq 
2 3 
se + oosg + 7 30082g + 8 e033g + 
2 3 
时 二 A gsing + Psin2gp + 8 D3sin39 + 
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如 果 下 -2pgzoosp + 全 好 是 了 的 到 式 , 那 么 代 换 
2 = FP Ceosngp + ー1 Sin の } 
使 Z 为 零 ,因而 在 这 个 代 换 之 下 ,从 方程 
MM= WAZ+aZ 
得 不 到 任何 东西 .所 以 前 而 讲 的 方法 不 能 使 用 . 当 (p^-2pdzcose + 


把 z2 六 或 更 高 次 于 为 函数 * 分 母 的 因 式 时 ,我 们 求 另外 形状 的 部 
・ 206 ・ 


分 分 式 , 先 讨论 
N= -2pgzcoa + 9 4°Z, 
的 情 形 . 紫 時 我 何 没 ( 記 -2pgzeose+ 97 デ デ 产生 的 部 分 分 式 为 
中 +az + bz 


十 = が 3 
p -2pgrcosp + gz” 


《本 ~ 2pqzcosp + qx°) 
9f,m。 和 8。5 待定 . 
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依 前 节 所 设 ,表达 式 
M(t a ZZ (B+ hr Zp - Zpgecosg + qr ) 


(p° — 2pqzcosg + qa) 


应 该 是 整 函 数 ,也 妈 分 子 应 被 分 母 除 得 尽 , 首先, 同 于 前 面 ,表达 式 


+s} 


应 被 p? -2pqzcosy + g222 除 得 尽 , 因 面 照 用 前 面 的 方法 即 可 得 到 


半 和 an. 
将 デー 人 osa 代入 族 和 , 得 
半 = 入 ,ZZ = 和: 
将 プー sinng 代 人 が 各 2Z, 得 
M=pb,Z=n. 


有 了 这 玫 个 值 ,利用 前 面 的 规则 ,我 们 得 到 


= 对 + pi + Vn PN cosg 
+r IH ing 
Bn- pt 9 
RE psing’ 


・ 207 ・ 
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求 得 了 遍 和 和 =, 那么 


_ 敵 一 ( 狗 ag) を 
p”-2pgzeoep + 7 

是 一 个 整 鸳 数 , 记 它 为 P, 则 跟前 面 一 样 的 表达 式 
Pi{B+Ds)7 


一 样 地 被 p? - 2pgzcosg + 4222 整除 ,从 而 将 P 中 的 が 换 为 太 


COS れ の 和 了 5 sinny , 记 所 得 为 入 和 T, 得 


E+ Rn — UR cose 
+ sm の 
6- _ Rn- go 
Rr psing’ 
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对 应 于 


〔p2 一 2pqzcos + qz 
的 部 分 分 式 如 何 求 ,其 以 上 所 讲 ,我 们 已 经 可 以 得 出 结论 . 记 


2)k 


N={(p’-2pgzcosg + gq 2 7, 
也 即 我 们 要 将 


MH 
(p” ~ 2pgzcosg + q 7 ) 2. 
分 解 成 部 分 分 式 , 假 定 因 式 (p? -2pqzecosg + 巡天 六 产 生 的 部 分 分 
式 为 
Mtarz 旭 + bz 
(Cp — 2pgzcoeo+ gar) ~ 
・ 208 ・ 


(p* ~ 2pgzcosp + qz)*-! 


+ +z > 
【六 一 2pgzoos + 2 (p* — 2pgzcos® + a 
那么 志 


る = 


1 


Ce 時 = MMR,Z=R, 
『 


デア ェ ーーsinze 時 , 衣 ニュ グー ニョ, 


nn 


7 
则 
[= WHT + nn | Wn mR .cosy 
RR IMR sme・ 


MN+0z)Z 
3 2 ニア 
p ー2pgzoOs の 9 z 
r= 上 cosnp 時 P= 
ロ 


7 = sinng 时 ， P=p, 


A 


| 
则 
9 = 芭 半 + +D Dn- pA cos® 
+ Rm Sing 
p= nn-pR 9 
EI psing' 


どー (8+Dg) グ 
の -2pgrcop + 2 ーー 
记 


2 = Bsinng 時 , ひ = 
则 
= Ei + 8 ルー g 選 。 COS@ 
RP In Mr sme 
0 
Wr Pang’ 


Cx 


再 次 , 仿 
(Etcz) - 


Pp 2 ~ 2pgrcosp + の 2 
记 
時 


デュ coszg 时 , 呈 = 殿 


9 
を 


上 


g iz の 时 ,再 =T; 
则 
天光 + n + nD cosg 
于 + sing 
n= nor 区、 9 
NR + psingp 
继续 下 支 . 有 至 以 p? 一 2 pqz ens の 十 Fz 为 分 好 的 那个 部 分 分 式 的 
分 子 被 确证 ， 
例 : 考 虑 分 数 是 数 
きき ーー っ 
(1 YT + 2 3? 
记分 母 的 因 式 (1+ 424 产生 了 的 部 分 分 式 为 


(+ 2 (1+ 2 (ra) ) 1+ 2 ・ 


与 -- 般 形式 证 较 , 得 


p=1l,n=],cogp=0, の = う 
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又 


用 ニ ター ダグ ダニ]1+g . 


从 而 
MR=0,m=2,N=2,n=0,sing = i, 
这 样 我 们 得 到 
= -和 .0=0,a=1 
即 
中 +Gz= 了 
从 而 
ーー ター ダー ター の 人 
1+ 2 ーー 
继 测 
第 =0,D=1。 
进而 
好 =0,6= 方 ， 
这 样 ,我 们 有 
3 1 1 s 
_ 1 2 2 て 0 1 1 
8+Dz= っ * 和 0= 1 ュ フ = ニー テー の 。 
从 而 
%1 =)。 す =0。 
继 形 
C=0.c=0 
由 此 得 
1 1 ぅ 
ーー タオ ニダ 
R= _2 -= 一 1, 
1 十 s 2 


直面 


・ 11 ・ 


1 
=0,r= ー う 
进而 
DD=0,6= -十 
得 所 求 部 分 分 式 为 
_ 大 和 ー 立 
(+a 201+ 一 414+ 52) 1 
剩 下 的 那个 分 式 的 分 子 为 
Ss-f-(D+tby), 1 :4 3 
4 
分 式 为 
一 了 十 如 
4(1+ 2 の) 
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这 个 方法 在 得 到 因 式 (p?-2pgzcosg + qz) 产生 的 部 分 分 式 的 
同时 ,还 得 到 了 以 Z 为 分 母 的 那个 分 式 ( 两 部 分 加 起 来 等 于 是 给 


的 孙 数 ), 在 求 


: 前 
(p"-2pgoose+ q i222 


的 由 合式 (p?-2pgeosp + gz2)* 产生 的 各个 部 分 分 式 的 过 程 中 形 
成 了 序列 P,0,R,S,T,…. 这 序列 的 最 后 一 项 ,就 是 剩 下 那个 分 


式 的 分 子 ,分 母 为 Z. 如 果 天 = 1 ,二 就 是 剩 下 那个 分 式 ;如 果 K = 


2, 卫 就 是 剩 下 那个 分 式 ;如 果 天 = 3, 二 就 是 剩 下 那个 分 式 ,类 推 
得 到 了 以 2 为 分 母 的 那个 分 式 ,我 们 要 做 的 是 再 将 它 分 解 成 部 分 


分 式 . 


・ 212 ・ 


第 十 三 章 


eee TT 
1 


RH ta i HM MM 


Di ett 
和 Pa Diy i J と が aly tt te | 
WRK UNI GGT nena 
呈す i ER RE i i We AH jy れれ 人 WW | 


ei TE 
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按 分 数 旺 数 表示 的 那样 进行 除法 ,我 们 得 到 一 种 级 数 . 棣 莫 弗 
称 这 种 级 数 为 递 推 级 数 . 递 推 级 数 的 任何 一 项 ,都 依 某 个 固定 的 公 
式 , 由 前 几 项 推出 . 

园 定 公式 由 分 数 函 数 的 分 母 决定 . 这 我 们 前 面 讲 过 , 现在 ,我 
们 能 够 把 分 数 函 数 分 解 为 更 简单 的 部 分 分 式 , 因 面 分 数 旺 数 的 递 
推 级 数 ,可 用 更 简单 的 递 推 级 数 之 和 表示 .本 章 我 们 就 讲 构成 递 推 
级 数 的 更 简 递 推 级 数 ， 
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设 用 除法 将 真 分 数 函 数 
a+ bt cet i + 
la Bi- yr dt 
表示 域 了 递 推 级 数 
・ 213 ・ 


A+Brt C+ D+ Et Fe + 
这 真 分 数 画 数 的 部 分 分 式 我 们 会 求 , 将 部 分 分 式 表示 成 递 推 级 数 ， 
做 起 来 简单 ,其 性 质 易于 考查 . 部 分 分 式 的 递 推 级 数 如 志 来 就 是 这 
真 分 数 函 数 的 递 推 级 数 

A+B+ C+ De + Et+ Fs + 
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设 部 分 分 式 产 生 的 递 推 级 数 为 

+hbt+ er td +et r+ 

a tt et の ディ ge タリ + 

tt + … 

a +h sto z+ de z+ 
这 些 级 数 加 起 来 应 访 等 于 

A+ it Ct Dr? + Ey 
由 此 我 们 得 到 

A=a+ta trata + 

B=b+b +rb"+b + 

C=cte+ote + 

D=d+d+r+d + 
这 样 一 来 ,如 果 能 够 求 出 部 分 分 式 产生 的 各 个 级 数 中 z 的 系数 ， 
那么 这 些 系 数 的 和 就 是 递 推 级 数 A+ 应 + C+ De +… 中 由 的 
系 数 . 
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这 里 可 能 产生 : -个 疑问 ,两 个 级 数 相 等 ,它们 同 次 宪 的 系数 一 
・ 214 ・ 


定 相 等 吗 , 即 

A+BR+ C+ Dt = + + + + 
时 ,一 定 = 外,B= 趴 ,C= 区, 了 = 今 ,… 吗 ,我 们 利用 等 式 应 该 对 
z 的 任 衔 值 都 成 立 这 一 点 ,就 可 消除 这 一 疑问 .如 果 z=0, 则 显然 
4= 鉴 ,两边 去 掉 这 相等 的 项 , 除 剩 下 的 方程 以 z, 我们 得 到 

Birt t= 
由 此 我 们 得 到 B = 路. 类似 地 ,我 们 得 到 C = 多 ,了 = 和 
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现在 我 们 考察 由 分 数 画 数 的 各 种 部 分 分 式 所 产生 的 级 数 . 首 
先 , 分 式 
A 
1 — px 
产生 的 级 数 为 
に = + Mp a + 
其 通 项 为 
pr. 
. 称 这 个 表达 式 为 通 项 ,是 因为 将 其 中 的 ”依次 换 为 所 有 的 整数 ， 
我 们 就 得 到 级 数 的 所 有 的 项 . 
其 次 ,分 式 


外 
(1 - pr) 
产生 的 级 数 为 


と = 外す pe + Hp Ap + . 
其 通 项 为 
(n+ DA . 
" 21$ ・ 


再 欧 
i + Ap + Cp 5 10%p3 a + 
其 通 项 次 
(a+ Dnt2)g pe. 
一 般 地 ,分 式 
时 
(1 - pz)* 
产生 的 组 数 
kiEk+l1 
+ pe + pg 
+ E23 
其 通 项 为 
{n+l)tnt+2)(nt+3) (n+ ko lo , 
1・2・3…( ま ー1) ps. 
从 级 数 的 梅 成 本 身 , 得 到 这 通 项 为 


AI する キュール ge. 


这 两 个 通 质 的 相等 ， 可 下 有 相生 事实 上 ， 交叉 相 沙 得 
1・2・3…n(m キ 1)…(nm キ ルー1) =1*2・3…( ま を ー1)・ ま …( ル た す p 
ー1) 。 
这 是 一 个 等 式 . 
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这 样 , 每 给 一 个 分 数 画 数 ， ,我 们 先 将 它 分 解 成 状 如 7 一 wj 的 
部 分 分 式 ,再 求 出 每 个 部 分 分 式 的 递 推 级 数 的 通 项 ,最 后 将 求 得 的 


通 项 加 起 来 ,就 得 到 所 给 分 数 函 数 的 递 推 级 数 
・ 216 ・ 


Art b+ C+ De + 
的 通 項 . 
例 1: 求 分 数 画数 
1 一 z 
1-*ー2z* 
由 该 函数 得 到 的 组 数 是 
1+0z+22: +22 10 +22 + A427 + B6s + 
为 了 求 得 通 项 的 系 救 ,我们 先 将 


1- ぇ ー2z* 
分 解 成 部 分 分 式 ,得 
2 1 


3 3 
1+ タッ 「1-2z" 
由 此 得 到 所 求 通 项 为 
(4( _ Ta + 二 2") 坟 - eat 
n 为 偶数 时 取 正 号 ,n 为 奇数 时 取 负 号 ， 
例 2: 求 分 式 
l-z 
1- 5z+ 6 
产生 的 递 推 级 数 
1+4z+14 党 + 65 + 146z* + 4547° + 


的 通 项 . 
分 母 等 于 (1 -2z){1 -3z) ,从 而 分 式 分 解 为 
-1 2 
1-2 ヶ "1- 3z° 
由 此 得 通 项 为 
2・3727ー 2 アニ (2・37 2°) on. 
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例 3: 求 分 式 


1 二 2z 
]—-2— 2 
展 成 的 级 数 
1+ 3 タ 2+422 ェ 72+ 1122 1822 +20¢5 +44727 +- 
的 通 項 
分 母 的 因 式 为 
SS 
从 而 分 式 的 分 解 式 为 
1+Y5 1 —y5 
2_ 2? 
1 1 + マ 5 | 1-Y5 
ーー 2 “ 2 7 
由 此 得 道 项 为 
うす は) 
例 4: 求 分 式 
全 十 he 
1- gz -应 
展 成 的 级 数 
a+laat+b)z+ (oartab+ a)? + (0226 + alb + 90 
+ 島 )a +… 
的 通 項 . 
所 给 分 式 的 部 分 分 式 表 示 式 为 


(g(y a +48+a)+2b) :2 a2+48 


1 人 + e+49 
2 
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a(v al+48— a -26):2V a +48 
| -Yo +48 
2 


由 此 得 所 求 通 项 为 


ET TE ES PE 
っ の 48 2 
+ HV tA4B la) -24| ed -Va +48 | - 
2w az+48 2 
这 是 通 项 的 通用 公式 ,适用 于 每 项 都 由 前 两 项 推出 的 递 推 级 数 . 
例 5: 求 分 式 

まん WW 

1 ーー ディ ター (1 一 z) 人 (1 本) 
展 成 的 级 数 


1 + ミト スキ dz + 


十 
1 


的 通 項 . 
级 数 系 数 的 规律 性 是 显然 的 .分 式 的 部 分 分 式 表 示 式 为 
1 1 


2 4 ,4 
(1 sp ls tz’ 


由 此 得 通 项 为 
(n+ D+ — 1)"z" = 
n 为 侦 数 时 取 正 号 ,nn 为 奇数 时 取 负 号 . 


2n +3 土 ] 
4 2 
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用 上 述 方 法 我 们 可 以 求 出 - - 切 递 推 级 数 的 通 项 ,因为 分 式 都 
可 以 分 解 成 以 线性 因 式 的 客 为 分 母 的 部 分 分 式 .但 是 如 果 我 们 想 
避 开 虚 表 过 式 , 那 我 们 就 得 考虑 状 如 
・ 219 ・ 


ーー 加 上 + 站 本 
1-2pzcos® + p (1-2prce0sp +p p22)? 


.+p 
(1 —2pscosg + pe 
的 部 分 分 式 所 展 成 的 缓 数 .首先 ,由 于 

cosng = 2co0sp coat n — 1) 9 - costn —2)g, 
我 们 得 到 : 


1 - 2pzooe ゅ +p 
展 成 的 级 数 为 
N+ 2pzcosg +2 中 p2z2eos2o + lp 2 e083 g + 2 pt ztcoedgp + … 
+ 2p eosgp + 2 p12 rc0s2 gp + 


这 个 级 数 的 通 项 求 起 来 不 那么 容易 ， 
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为 了 写 出 上 节 级 数 的 通 项 ,我 们 考虑 这 样 两 个 级 数 ， 
Ppzsing + Pp’z sin2g + Pp’z sin3g + Pp ztgindg +, 
Q + Opzcoee+ Op’ zcosl gp + Opisicosdg + 加 4ztcos4p + "…. 
它们 分 别 是 分 母 同 为 
1— 2pzooap+p"2" 
的 两 个 分 式 的 展开 式 . 前 一 个 分 式 为 
sin 
1ー タ peos の + po 
一 个 分 式 为 
-zceoep 
1 -2pco8p + pia 
・ 220 ・ 


这 两 个 分 式 相 加 ,和 为 


V+ Ppzsing ~ Opzeos の 
1 一 2pzcosp 十 到 
这 个 和 展 成 的 级 数 ,其 通 项 为 


(Psinng + Qcosng ) p's". 


将 分 式 
.+p 
1 -2pzcosp + pez 
与 刚才 的 和 相 比 较 , 得 
© = AY, P= Meosp + Vescg. 
从 而 ,展开 


时 + 多 本 
1- 2po0sgp + pz* 
所 成 的 级 数 ,其 通 项 为 


Yeos psinng + Bsinng + Wsingcosng . 
: の ゴー 
8imn 
_ Mein n+ 1)oq + Ysin 


sin 中 の イー 
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方 了 得 到 以 映 
(1 - 2pzcos ゅ + ヵ 
为 分 母 情况 下 的 通 项 ,我 们 把 这 种 分 式 表 示 成 两 个 含有 虚数 的 分 
式 之 和 


22) 


ヵ 
(1 (oos ゅ + マ -isinp)pz)K (1-(ooee ーッ -lsing) po)* 

这 个 和 展 成 的 级 数 ,其 通 项 为 

(n+ Dn+2)(n+3).. の 


- 2・3…( 表 ーー1) 


・ 221 * 


+ 1・2・3… RT 


令 
ュー と ュー bp 9 
+ あ ニア な ーー デコ ゴ 
| 
。 ニテ マー1+g ,_ fvY -1-9 
2 1 2 -1 「 
那么 ,表达 式 
tn+l)(n+2)tn+3) (n+ Kt) 。 a 
1:2.3…(K 1D (feosng + gsinng ) p"z 
就 是 分 式 的 和 
1 ーーg 1 
ラブ キー i 27 ーー 19 


[1- (cosp + -ising)pe 1 [1- (eosg ~ w -]sinp)pz] 
或 写成 单个 分 式 
チー 2 KK DCK-2) 


1・2・3 
而 3z3cos3 + 


。 K(K-1 ー (た -1)( を -2) 
+ Kopzsing 一 K(K SD p77sin2g + 1-2・3 2 


psin3w — “・ 
(1 - 2pzcoep + poe 
展 成 的 组 数 的 通 项 . 
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如果 *=2, 那 久 分 式 
ー 2pz( pos の — gsin + p" (ooa2o — cain う 2 
(1 — 2pzcosg + pir 
・ 222 ・ 


《cosnp — ~ — lsinne) bp"z". 


产生 的 级 数 ,其 通 项 为 
(n+ 1)( foosng + gsinng ) pz". 
但 是 ,由 分 式 


_ ゅ ー2gpzoos の + ap"z" 


Lt 

1 - 2pzoosep+ pz’ (1—2prcosgp の ダナ 
产生 的 级 数 ,其 通 项 为 

gsmttn 二 1Jo 。 

sing Pz 

将 这 两 个 分 式 相 加 ,并 令 

在 十 上 = 回 

2acosp + 2feosg -2gsinp = ~ 好 

gcoa2 の ー gsin2g =0, 
则 
_ 9+2Scosp _ _ Wsing + Usin2 

Zsing 2sin‘q 

_ 所 +Beosg _ 所 + 8coeg 


+rBp 
(1 ~ 2pzcosg + pr)" 
产生 的 级 数 , 其 通 项 为 


sin(n + 1) gp 
+ (n+ 1) sin sinng + Msin2 wsinng - Boos peosng — Yeos2 woos na" 
2sin’ p 
_ _ (n+1) (Wcos(n +2)9p+ Bsintn +1 nn 
2sin wp P 
+ A+ Boos ghsintn + Dg on 
2sin* の 


' 223 ・ 


っ (a+3)sin(a +1)p- 訪 (e+1sim(a+3) の 


一 pg 
2sin3p 
っ ( n+ 2)sinng 一 nsin(n +2}e 

+ Br. 


2sim p 
也 即 ,分 式 


产生 的 级 数 , 其 通 项 为 


n+i+3)sin(n+l)o—- (nt+l)sin(n+3 
4sin*p 


{n+2)sinng ~ nsin(n +2)9 
Bp", 
- 4sim @ P 


Wa 
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上 =3 时 ,分 式 
F 3pz( feoag ~ Ging) + 3p7( Fos2o - qi ー (7oos3pー gsing 
(1 ー2 下 coep 十 の ダリ 
产生 的 绥 数 ,其 通 项 为 


(n+1)(n+2 
ーー (coo + ginngp) pz", 


而 分 式 


+ 
(1-2pecosgp + pa? )? 


_ 2-p(2ac0sp —-b) +p 2'(a-2bc0sp) + bp 
《1 一 2pzeos + pi 

产生 的 级 数 , 其 通 项 为 
(nt3)sin(nt Do (n+ Dsin(n+3)g 。。 


dsin’ の 


。 の 9 中 ・ 


ュ {n+2lsinng-— msin( +2) 9 npn, 


4sim 


这 次 个 分 式 相 加 ,并 令 分 子 等 于 所 , 则 


俯 而 得 


也 即 


由 此 最 后 


由 于 


得 到 


+= 

3 げ 7cos ゅ ー 39sin® + Zacosg — Bb =0 

3 げ cos2 の — 30sin2 + a — Zocosp = 
feosdp — in3 ~- b=0. 


a COe3@ ~ GRHn3 め — 3foosg + 3gsing 


2ooe の 
= 29sim ptangp ーー 27sin" の . 


ず sinS の ー28m3 の 了 ナ sm の 
dg cosS$ の - 2cos3 ゅ + cos® 


a +f=U=2gin ptgp -2Zfain'g, 


A gsing - feos 
2sin‘'g CO8 の 
得 到 
f= Alsing - 2sin3g + sin5g) 
16sir の ” 
gq= Leosg ~ Zc0s3g + cos5@) 
- 16siY の 


16sim"e = sin5 の ー Ssin3@ + 1Osm の 


錦 (9sinrw — 3sim3 
16sim の 
p= ー sin2 ゅ + sin2 ew ) -0 


16sim pp 


本 一 + 
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又 由 于 
3sing - sin3 の = 4sim の 

得 到 

3 时 

dsin2p 
这 样 一 来 , 通 项 为 
(rn +D(a+2) gy, nn sin(n + 1)}w— inn + Sotsin n+5)p 

Si の 


+ 3 和 pnan。 +3)sin(n+i)p (n+ isin(n+3)g 


16sin? の 
Mp pe {tnt4tnt+5) 
16ei gp 1*2 
tn tn 
1*2 


,tis ye} 


si n+ 1)p— 


sin(n+3)g. 
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这 样 ,产生 于 
刀 上 始 权 
(1 ~ 2pzeos + p7g 
的 级 数 , 其 通 项 为 
pg |! nt+4){n+5) 
16sin’ q 1・2 


2( 1)(』 ナ すう) 


1・2 3 sint な すう 3) の 


十 ee n す 3) p| 


Pe {+n n+4) 


/sintn+1)p— 


ee の 
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n(n 二 人 sin(n+2)9 
+ at lsin(n +4)9}. 
进一步 ;让 的 值 加 1, 我 们 有 ,产生 于 
虹 + 旭 了 枚 
(1-2pzcosg + peer)t 
的 级 数 ,其 通 项 为 
Wp" 7 5)( ぁ + う 5) . 

PR 123 Ca+1 の 
n+litn + ln + 
1:2*3 
43 n+ ln + tn+7 

1・2・34 
# 十 1 よる n+3 sm(a+7)@] 
Bp (ga+6)(m+5J)( ョ ォ オオ) | 
+ 1・2・3 S1W Fg 
3ntn+0) (nt+5) (n+2)g 


1・2・3 


( )( ) ， 
EL n+i 及 十 名 sin(n+4)9 


1・2・3 


n(n+l)(n+2) . 
_ ntln+l n+) n(n+ 6 


1・2・3 
分 母 蹇 次 更 高 时 , 通 项 的 求法 ,不 难 从 上 面 的 讨论 弄 清 .我 们 列 出 
下 面 的 等 式 中 , 供 进一步 讨论 时 使 用 . 
sing = Sin の 
dsim の = 3sing - sim3 の 
16simp = 10sing - Ssin3 の + sinS の 
64sin7o = 35sing — 21sin3 + 7sinS の ~ sin7 の 


sin( n + 3)% 


sin(n +5)9— 


DD 大风 四 2563. 一 一 详 考 
・ 227 ・ 


256sin’ gp = 126sing — Bdsin3¢p + 36sin5p - 9sin7¢ + sin9p 
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部 分 分 式 级 数 的 通 项 ,我 们 会 求 了 , 部 分 分 式 级 数 通 项 之 和 ， 
就 是 分 式 级 数 的 通 项 .下 面 举 例 ,具体 说 明 . 
从 分 式 
Ll 1 、、: 
(ユー) 人 (1 一 221ー 9 てこ 1ー テ ー デ デュ ジェ ジー 6 
每 递 推 级 数 
1+tz+22 + dP 79 + Bz + 10z8 + 1229 よ … 
求 通 项 . 
分 解 分 母 为 因 式 ,得 


1 
ロー の (1+ (ret の ) 
分 解 分 式 为 部 分 分 式 ,得 


一 一 一 一 一 


ー ユー ん 
第 一 个 部 分 分 式 ,5 5, 给 出 通 项 


(n+1)(n+2) 1 。 n +n+2 , 
1・2 67 デ ーー 12 
第 二 .三 .四 个 部 分 分 式 
1 JI7 
4(1 る)2772(1 — z) 81 + a 
给 出 的 通 项 依次 为 
a+1 。17 。 1 
4 7 TB 
第 五 个 部 分 分 式 ,一 + 与 


9(1+ z+ 2) 


ー1)7. 


・ 228 ・ 


+p 218 
1 2zzeos の + 2 $ 218), 


相 比 较 , 我 们 有 . 
P= p= =60, = - す 3, 
从 而 第 五 个 部 分 分 式 给 出 的 通 项 为 
Zain # + 1 一 Sin ー 
tn na の (-1) 
_ 4sin(s+1) の る ー2sin の / ,a 
= 93 【一 了 an 
_ Ain(n + 1)3 ~ 2sinn 了 
973 | L 
这 五 个 通 项 的 和 


Asint n+ D3 ー2sinn 一 


1 ゴム 


pg nn 47 
(ラキ ライ 2 ダグ ま 訪 ダ ェ 3 
就 是 我 们 所 求 的 通 项 . n 为 偶数 时 肥 正 号 ,n 为 奇数 时 到 贷 号 ,我 
们 指出 ,n=3m 时 
in3 (n+Dr -nr っ 
943 9 
n=3m+1 或 n=3m+2 时 ,该 表达 式 等 于 二 万 (n 侦 取 货号 ,n 奇 


取 正 号 六 出 此 我 们 得 到 


・ 229 * 


例 如 ぉ =30. 此 時 n=6m+2, 级 数 的 项 为 2342z3. 
:从 分 式 


例 1 


如 果 


n=6m+0 
n=6m+1 
n=6m+2 
n=6m+3 
n=6m+d4 


=m+s 


Il+z+ zz 
1—-s— s+ 


得 到 弟 推 级 数 


求 通 项 . 


1+2z 十 3 这 二 353 十 424 二 585 十 本 3 十 在 37 十 728 十 …- 


该 分 式 可 化 成 


1+g+ 2 


则 通 项 为 
(+ 


(+ 2) 
以 而 可 分 解 成 


3 1 3 1 1  ， =-1+z 
4f{1-z)2 8(1- タ <) 8(1+z) 401+22) 


前 三條 部 分 分 式 


3 


3 1 
4(1 — z)2°8(1- 2) 81+ 2) 
给 出 的 通 项 依次 为 
きっ (1). 


4 
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EE 


ー1+ を を 
将 第 四 个 部 分 分 式 4 J 2 表达 起 


tp 
1 2proosp + pi 
相 比 较 , 我 们 有 
i ] 
p=i,cosp=0,p= ラ っ A= ー ) や = + 


从 而 ,第 四 个 部 分 分 式 对 应 的 通 项 为 


- ょ に 


1 . ntl .nn 
(- sin う ィ +ーSim nT). 


我 们 所 求 的 通 项 就 等 于 这 四 个 通 项 的 和 


3 9 1. 1l1,:. a+t+l : .路 
(Ht 4 Csin 2 テー デリダ 


由 此 我 们 得 到 


如 果 则 通 项 为 
n=4dm+0 (年 m+ Dr 
n=4m+1 (r+ テ う が 
n=4m+2 (r+ ラテ) 
下 二 4m+3 (r+ 


例 吉 , ヵ =50, 此 時 n=4m +2, 级 数 的 项 为 3923. 
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由 递 推 级 数 ,易于 得 到 产生 它 的 分 式 ,有 了 这 分 式 ,就 可 以 按 

刚 讨论 过 的 规则 求 出 级 数 的 通 项 . 从 递 推 级 数 的 递 推 住 , 即 每 -项 

都 可 由 它 的 前 几 项 推出 ,我 们 可 直接 写 出 产生 它 的 分 式 的 分 母 .这 

分 母 的 因 式 决定 通 项 的 形状 ,分 子 决 定 通 项 的 系数 . 设 递 扒 级 数 为 
・ 231 ・ 


A+ Bt (+ D+ Et Fe t+, 
假定 递 推 规律 为 
D=aC+BP+7A,F=aD+BC tyB,F=akE+AD+ YE, 
则 分 母 为 
1— oar- Yo, 
棣 英 弗 称 + ,+ 月 , +? 为 递 推 尺度 , 递 推 尺度 决定 递 推 规律 ,并 
给 出 递 推 级 数 所 由 产生 的 分 式 的 分 母 . 
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， 为 了 求 出 通 项 ,也 即 求 出 任何 短 x** 的 系数 ,我 们 先 求 出 1 - gz 
-BR - 和 的 线性 因 式 ,或 者 有 时 为 避免 虚数 , 求 出 它 的 二 次 因 
式 .如 果 因 式 都 蚌 实 的 , 且 相 异 ,为 

(1—- pe)(1- gg)(1ー な)。 
那么 产生 级 数 的 分 式 可 分 解 为 


Mi + 好 总 
1-p 1-qw 1 一 所 


因而 级 数 的 通 项 为 
(Wp + Br + Crs 

如 果 因 式 中 有 两 个 相等 ,例如 g = p, 则 通 项 为 
(Un +1) + DB) p+ Er]; 

如果 p =g =r, 则 通 项 为 
(A ルカ + Bn DI GDP の : 


如 果 分 母 1- gz- 成 ^- Xi 有 二 次 因 式 , 即 它 等 于 
(1— pe)(]- 2900p + 9°7), 

则 通 项 为 
(Ap” + Sain(n + Hp + Csinng np 


sing 


> 232 ・ 


令 了 等 于 1,2,3, 我 们 就 应 该 得 到 4 , 应，e ,由 此 即 可 求 出 拭 , 紹 , 


代 的 債 . 
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如 果 递 推 尺 度 只 有 两 个 数 , 即 级 数 的 每 一 项 者 可 由 其 前 两 项 


推出 ,关系 式 为 
C=aB- BA,D=aC- BB,E -= 
则 产生 级 数 
A+ Bet Cr + De +t E+ 
的 分 式 的 分 母 为 
IT- az+ 应 2. 
如 果 这 分 母 的 因 式 为 
(1 - pe) (~ qz), 
则 
ptg=a,p=b, 
有 目 级 数 的 通 项 为 
(p+). 
由 此 ,n=0, 得 
A= 针 + 外 ， 
n=1 得 
B= Mp + Wo, 
从 而 
4gー B=A(g-p), 
9 = ,对 = -8B 


器 一 
有 了 及 和 册 ， 就 可 以 得 到 


P= + Ba" = 


aD ~ BC, 


PC 


+l 


・ 233 ・ 


sr = お テー i A 
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有 了 上 节 的 准备 ,我 们 可 以 找到 方法 ， 使 得 每 项 都 可 以 由 它 的 
前 一 项 ,而 不 是 前 两 项 推出 ,由 
P= Up" + Br = pp + Bg gr 
得 ・ 
Pg-Q=Ulg- pp ,Pp-Q= Blp-919", 
两 式 相 乘 ,得 
PPpg -(p+ 9)PO+ 0 + UB - 9) pg =0 


但 
p+q=a;ipg = PB;(p - 9) = (p+9q9) -4pg= cg ー48: 
p ず = アデ ・ 
代入 前 式 , 得 
BAP: - oaPQ + 0° = (A — mAB+ BP 
或 
9p? ~ aPO + 02 
A e4B+ 8 fF 


这 是 每 项 都 由 前 两 项 推出 的 ,这 种 递 推 级 数 的 一 条 重要 性 质 .根据 
这 条 性 质 ,从 任何 一 项 P 都 可 推出 其 下 --… 项 0， 


0 = oP tf (Fa BP + (HB -oaAB+ AE, 


虽然 式 中 有 根 号 ,但 不 会 得 到 无 理 数 ,因为 递 推 级 数 的 项 都 是 有 理 
的 . 


・ 234 ・ 
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进一步 ,从 任 给 的 相 邻 两 项 Pr 和 gz+1, 我 们 可 以 求 出 远离 
它们 的 项 农 ". 令 
X= +gP0 - UDB, 


由 
P= Wp" + Be 
0 = Wp + BF 
= pr + Bg" 
得 
Pp + qT + 2fUBL 
gPO = pp + 9 qa + Bo 
-BF = _ MB , 
X= UP" + 0 
比較 右端 , 得 
1 
f+ 中 = 可 
1 
f+ 如 = 友 
h=27+g 
从 而 
”名 -时 f= Np - Bg 
97 IBCp - gq) ABCp — 9) 
但 
BB- gi 
Pp ps 
代入 上 式 , 得 


六 0B 284 aA -2B 
“HB 48) パー 名 8(g2- 48) 
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最 后 得 到 
(284 -a 2 e4 PO 
*= -aAB + AA? -入 
用 类 似 的 方法 我 们 得 到 


Yt ~- (a 一 28) 呈 ) 天 +(28 -aA) O° -2 ， 


al Bi— aAB + A) 
从 天 的 两 个 表达 式 中 消去 含 记 的 项 ,得 
テー Caf IP +2BPO AO 


—- adAB + 出 
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用 上 节 方 法 ,我 们 来 确定 更 远 的 项 , 记 级 数 为 
A+ Bt Cr + 

nt Zaznr24 
那么 由 上 节 结 果 我 们 有 


-ay- 豚 ,从 而 y= 
由 此 得 
テー ー ABP + 284PO+ (ge4)0* 


Bi -aAB + 的 7 
这 样 ,用 上 节 方 法 从 症 , 了 我 们 可 以 确定 z* 和 x*"*+! 的 系数 ,再 进 一 
步 ,可 以 确定 se" 和 z+! 的 系数 ,类 推 . " 
例 : 递 推 级 数 
+ td +t + + 1822 ょ ーー ナ アテ ォ O+ 
每 一 项 的 系数 都 等 于 其 前 两 项 系数 的 和 ,从 而 产生 这 个 级 数 的 分 


式 的 分 母 为 
1ー テー タブ 。 
继而 
a=1,8= -1,X A=1,P=3, 
进而 
-aAB + A =5. 
这 样 我 们 得 到 


の = 5 だ 20( 一 _ Pi SP 20 


其 中 的 双重 符号 ,nm 为 个 数 时 取 正 ， n 为 奇才 夺取 负 。 取 r=4, 交 
时 P=11, 计 算得 
Jl+v 5・121+20 11+25 


d= 2 。 こう = 地. 
记 z2" 的 系数 为 钱 , 则 
-4P:+6PO- O° 
X= 3 ， 


由 此 得 到 关 的 系数 为 


ー 年 ・121 I 


由 
・ 237 ・ 


0 LIV SP +20 
2 


得 


2 うど 10+ Pw 3P? ょ 20 
= 2 」 


内 而 


y= ーP テ デキ 2+ Py SP +20 
= > . 


我 们 看 到 ,在 本 例 中 ,对 任何 的 ぉ , 由 Pr' 我 们 都 得 到 
P+y 5P +420 ,+1 ~ PF2+PY SP +», 
2 ， 2 
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类 似 地 ,对 每 项 都 由 其 前 三 项 推出 的 递 推 级 数 ,也 可 求 出 每 项 
只 由 其 前 两 项 推出 的 公式 . 设 绥 数 
4 
每 项 都 由 其 前 三 项 推出 , 递 推 尺度 为 a, - 8, + 7, 也 即 产 生 该 级 
数 的 那个 分 式 , 其 分母 为 
l-a+pB— Ye. 
借 助 分 母 的 因 式 
(1 ~ ps)(1- ga}(l— rm) 
表示 P,0,R 时 ,我 们 有 
P= p+ Bo + Er 
= pp + Boag" + 5 
R= Up + By gr Er. 
由 于 
Pt+ygrr=ap+pr+i+g <=,pr =Y 
我 们 得 到 方程 
・ 248 ・ 


Ri (2o0 - PPR + (e+ 8)07ー (9 の +3 ア 7) PO + gy の の 見 
(a D0- {ay +PIOP+28P QO- YP) 
={0- (2aB- MC + to + aR- (oR+t3yYIAB+ gy42)C 
(Ca DB- (ay t+ PA + IRB vy AD Yr. 
这 是 尺 的 三 次 方程 ,这 个 方程 的 解 ,就 是 由 前 两 项 P,0 推出 中 的 


公式 . 
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上 面 讨论 了 递 推 级 数 的 通 项 .现在 我 们 来 考察 它 的 和 . 先 指出 

一 点 :, 换 推 级 数 的 和 等 于 产生 它 的 那个 分 式 .这 分 式 的 分 母 可 根据 
递 推 规律 写 出 .所 以 就 只 剩 下 求 分 子 了 . 设 级 数 为 

At B+ C+ De + Eat+ Fo + Ge + ee, 
递 推 规律 给 出 分 母 为 

l-ortth ye + Bt, 
记 级 数 的 和 ,也 即 产 生 级 数 的 分 式 为 

e+ が オオ 中 

1ー gg 二 記 デー アウ ォ Bd 
相 比 较 , 我 们 得 到 

な 三 4 

b=B-ad 

c=C-aB + 

d=D-at+BB- YA. 
代入 上 式 , 得 级 数 的 和 为 


A+rB-oA)z+(C- -aB+ sv+(D_aC+t+ AB- YA) 
1- gz+ 店 y+ Br 


・ 239 ・ 
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有 了 级 数 和 , 求 出 到 某 项 为 止 的 部 分 和 就 不 难 了 . 记 部 分 和 为 
3=A+ Hr+ C+ De + Eet+ .+ Pa. 
级 数 和 已 知 ,现在 求 Pr" 后 面 那 一 部 分 的 和 , 记 它 为 
= Ot Rt a 
用 z 除 这 个 1 ,我 们 得 到 一 个 类 似 于 整个 级 数 的 级 数 ,因而 它 的 


种 为 
‘= に コリ に Sot A tT + a 
last- ya + A 
从 整个 级 数 的 和 了 减 去 后 面 那 一 部 分 的 和 ,就 得 到 我 们 所 要 的 部 分 
和 
_A+{B- aA)s+(C-aB+ A +(D-aCt Bp- AP 


bet i ya + dt 
OU ょ (Rg0) の 12+ (SgR+ DEI T- g9+ 本 yO 


lt + dt 


$ 233 
如 果 递 推 扩 度 为 两 个 数 :a, -有 ,那么 从 分 式 
A+(B- od)s 
1-az+ 应 : 
得 到 的 
A+Br+ C+ De + + Pr 
的 和 为 
A+(B~-ad)s-— :1 (Ra0)r t+? 
由 级 数 的 性 质 我 们 有 


1- oz+ ft 


=ad - PP, 
a 2400 ・ 


代 人 上 式 ,得 
4+( お ーg4)z- Qt ci 


例 : 设 钥 数 的 截止 到 Pr” 的 这 一 部 分 为 
1+ エ 3 タオ オタ ォ イジ ェ ー + Pa", 


这 里 
a=1,8= -1,4=1,B=3. 
则 这 一 部 分 的 各 为 
1+ 2 一 0 の 1 Pg ts Pe 
1- gz- デ 


令 z=1, 则 这 各 等 于 


1+3+44+7+1ll+t"+P=P+0-3., 


将 
o= + Pt 
代 人 ,得 
1+3+4+7+11+ー ュ ア ェ ーー タキ 


也 即 这 时 的 部 分 和 可 从 最 后 一 项 求 出 ， 


5P°+20 


第 十 四 章 


lt ket PE 人 人 中 所 
和幸 4 i a oe ta lh 
’ fe 


i 


a oath 二 
i dt FE EE i 


Hn の か ! 
PG RR OAD MM ol 
de he lt td A i 
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设 z 訪 単位 岡 的 一 條 角 或 一 段 弧 , 其 正 或 妨 >, 余 紋 妨 yy 正 
切 为 +, 则 
+ t= 
前 面 我 们 讲 了 , 角 序 询 る っ 23 4g.3z… 対 度 的 正弦 序列 和 余 広 
序列 ,都 构成 递 推 尺 度 中 为 2y, - 1 的 递 推 级 数 ,我 们 先 看 正弦 序 
列 
sintjz = 0 
sinlz= 
sin23 = 2xy 
sin3z = 4xy — x 
sindz = 8xy” — 4xy 
sain5z = 16xy* — 12xy2 + x 


① 递 扒 尺度 的 定义 见 5224 一 详 者 
・ 242 ・ 


sinGz = 2 — 324y + 64y 
sin7z = 64zyr — BOxyt + 24xy  — x 
singz = 128xy7 - 1922 + 80 — Bxy, 
由 此 得 
sinnz 
=x(2" -ly (nm 2)2n-3yr-3 + (一 3 全 一 4)2"-5yr 
て ーー スバ ルーバ aー6229- フ アー ィ ォ 


(n—5)(n-6)(n-7)(n 8 on 9 nD 


1・2・3・4 
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念 弧 nz = s, 则 

sinnz = sins = gin( x — s) = sin(2r + $s) = sin( dr — #) = °°, 
这 些 正 嘴 都 相等 . 由 此 我 们 得 到 x 的 值 

sin “> , sin Ts sin 2 天 十 in ES in 4 二 の 

n n n n n 

总 共 nn 个 ,它们 都 满足 上 节 最 后 的 方程 .也 即 这 nn 个 值 都 是 上 节 
最 后 那个 方程 的 根 .这 里 要 注意 的 一 点 是 ,不 能 取 相 同 的 值 做 我 们 
方程 的 根 , 即 所 得 表达 式 只 能 取 用 一 次 . 取 定 , 则 方程 的 根 已 知 , 比 


较 方 程 的 根 与 系数 ,我 们 可 以 得 到 一 些 有 价值 的 结果 ,这 种 比较 须 


在 方程 只 会 未 知 数 x 时 才能 进行 ,因而 我 们 将 y 换 成 v 1- x* .这 
代 換 因 mn 的 奇 侦 而 结果 不 同 . 
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我 们 先 考 虑 m 妨 斉 数 的 情 形 . 蓄 序列 -- z,+ =。+3z。 + 3z,… 
> 243 ・ 


公差 为 2z, 而 2z 的 余 弥 为 1 -2 和 刀 , 所 以 对 应 正弦 序列 的 递 推 乒 度 
为 2-4 刀 -上 ,由 此 得 


Simn(- タ ) ニ ー ル 
51nz 一 党 
Bin3z = 3x — dx! 


sin5z =5x — 20x7 + 164° 
sin7z =7%— 56 + 1124° - 64x" 
sin9z =9x - 120x3 + 43247 — S76x’ + 256x", 


从 而 ,rn 为 奇数 时 
( 2 ) 2 2 
sinns = nx 一 ーー を ln tn 9 x 
n(n DC {n° 25) 7 ... 
1・2・3・4・5・6・7 ™ 
该 方程 的 根 为 


sinz , sin( < + z) ,sin(4 + z) ,sin( 7 + z) ,sin( SE + 
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从 上 节 方 程 得 
0=1_- - 些 , nln"-1) nn DC 25 


SIN rz 1°:2:3 sinng _ 1・2・3・ オ ・3 Sin mrz 


ェ トー ま 20 コ コー ター 
sinns 
《双重 符号 处 ,= 为 4 的 倍数 减 1 时 取 正 ,否则 取 负 ), 其 右 端 的 因 
式 形式 为 
(1 
sin( TE +z) sm( +*) 


由 此 得 


rt 1 1 I 1 


。 三 一 一 十 
号 LT nz に 1 


十 + 
{2 /4 . /6x 
sin( + 2a} sin(— + る) sin(— +*) 


共 m 项 .由 根 的 积 得 


2 うー1 1 
Si 


sinz "sin( SE + z)sin( SE + 4)sin( PE + 2) 
或 

am = 2" lsinssin( LE + 2)sin( SE + z)sin( OE + 
由 方程 的 倒数 第 二 项 为 零 得 

Osins + sin( SE + 2) +sin( AE + 2) + sin( OT + 2) + 


例 1:n=3 时 ,得 
0 = sinz + sin( 120° + z} + sin(240P + zs) = sinz + sint OOF — sz) 


— sin( 6 + 2). 
3 1 
sin3z sinz sin(120P + z) ainf240P + x) ~ sinz 
1 i 


sin(60 ~ 2) sin(60P+z) 
gin3z=ー4sinzsin(120P + z)ainf240Pp + 4} = ニ 4sinzsin(60P - x) 
“ainf OOP + z). 
跟前 面 我 们 注意 到 的 一 样 ,这 里 也 有 
gin({60 + z)= sinz + sin( OP — 2), 
3esc3z = cacz + col — 7) — cect OOP + z). 


/2 .rd 、 
0= ainz+ sin( Ss r+2)+ein( Fx +z)+sin(sT+ 2) 
+ sin(Sx + 2), 
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= sinz + sin( そ ァ + を) + sin( そ ァ 一 了 ー sin( そ ァ + る) 


ー sin( 人 そ ォ ーッ) 
或 
O=sing + gin rz) sin(lr4z) -sin(2x- 2) 
5 5 5 
+ sin( Sr +2). 
还 有 
3__ 1 1 .1 .. 
sin5z sinz sin( さ ォ ーz) sin( 二 + 2) 
ュー ハー 
ー sin( Sx ~ z) sin( $x + 2) 
和 


sin5z = 16sinzsin( £7 — 2)sin( £7 + 2)sin( Fn — a)ein( Sn + 2). 
例 3:n=2m+1 时, 则 
0 = sinz + sin( -2) -sin(T+%) 
n nn 
- sin(— 2) + si 全 + a) 
十 sin(3T -2)— sinf3E + g) ] 
n rn 
+ sin( tr ~ 2) Fsin( Tr + 2), 
か n 


双重 符号 处 ,m 奇 取 上 ,m 提取 下 . . 
尺 一 个 方程 是 


”246 ・ 


1 1 1 


- = 十 ー 
Sinng sing sin( 亚 を ) aim 一 + を) 
n 3 
1 ューーー 1 
sin( SE 2) sin( EE + 2) 
n n 
+ l 一 ! 
sinf 3 一 了 sin( 3 + タリ 
六 n 
1 ェ ーー 1 
sn( うー ーgz) sin( + を} 
该 方程 不 难 用 余 制 写 出 . 


再 一 个 是 由 乘积 得 到 的 
sinnz = Zsinzsin( 一 ー z)sin( 二 二 2) X 
sin( 和 一 z)sin( < 十 了) X 
sin( 一 z)sin( 3 + 2) x 


sin( 一 z)sin( 人 キタ ). 
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现在 考虑 x 为 偶数 的 情形 .由 
ァ = マ 1 - x 和 cns2z=1 一 2x“ 
知 此 时 递 推 尺 度 为 2-4x’, 一 1, 从 而 
sin0z =0 


sin2z =>2xv 1- x 
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sinds = 【4 和 一 8x3Jw 工 一 2 
ins = (6x — 32x2 + 32x5)Y 1 -2 
singz = (Bx — BO0x? + 192%5 — 1284  ) 1 — 27, 
一 般 地 ,我 们 有 
n(n’ -4) 3 n(n ~4)(n -16)s 
1°2*3 * 1.2.3.4.5 


(no 4) (Cn — )(n:— ) Bi rn 
アジ イリ タキ の ま 20 1 0・ 


sinnz = t ns 一 


1]— x 
n 为 妊 何 俩 数 ， 
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为 脱 去 上 节 方 程 中 的 根 号 ,两 边 平方 ,得 
SIT nz 二 nx 十 prt + Os 十 2 


或 


2 
2n … _n 2 1 .2 
ーー 2 ュー うえ + 25-28Im nz = リリ. 


该 方程 的 根 为 
土 Sinz , 证 sin( 一 ーz)。 土 sin( 和 十 工 ) , 士 sin( A ーー} 
土 sin( で + 
共计 于 个 ,每 个 都 具有 双重 符 导 .由 最 后 一 项 等 于 全 恢 根 的 积 , 开 
方 得 
sinnz = 土 2" -1sinzsin( — z)sin( SE + z)sin(3 一 2 


利用 该 公式 时 ,每 次 都 庶 访 考虑 双重 符号 取 正 或 取 负 . 
例 :n 依次 取 2.4.6,…, 我 们 得 到 
= pa = 


| sin2z =2sinzsin( 3 ーー を} 
sindz = 8sinzsin( 才 ー z)simn( 信 + z)sin( テ —z) 
sin6z = 32sinzsin (下 ~- z) sin 开 + >) gin (AT -zr) 
「m 各 6 
2 ァ 。 、，, 3 
| sint 6 + z Jsin( 6 ー g) 
aingz = 128sinzsin ( 一 z) sin (て + z) sm (A ー タナ 


| sin(2 + z) gin 一 z)sin( 卫 + z)sin( 全 一 本 ， 
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从 刚才 的 例子 可 以 看 出 ,一 般 地 ,nm 为 偶数 时 ,我 们 有 
Sinmmz =2" lsinysin( 一 ~ z)sin( 二 名 ) XX 
sin( 冬 一 z)sin( 2 十 3) XX 
3x 


sin( 3 ー gz)sin( ニ ー+zJ)x 
nn 


与 前 面 得 到 的 x 为 奇数 时 的 公式 相 比 较 ,我们 看 到 ,这 两 种 情况 
可 用 同一 个 公式 表示 . 即 n 为 奇数 和 为 偶数 我 们 都 有 


Sinrz =2"- lsinzsin(— 一 z)sin( 一 + を) 
， /2 . 
sin(< — zsin(2 +32) Xx 
Rr n 


sin( 3 一 zjsin(3 亚 + タ )X 
n n 


* D400 + 


因 式 的 个 数 为 ぁ . 
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多 合 魚 正弦 的 遠 重 乗 邊 公式 , 不 人 可 以 用 干 求 多 倍角 正 強 的 
対数 , 井 且 可 用 干 求 正弦 的 美 似 千 § 184 那样 的 乘积 公式 .现在 我 
位 有 


sinz = lsinz 
sinds = 2sinzsin( テ ~ を) 
sin3z = 4sinzsin( = 一 z)sin(3 + 2) 
sin4z = 8sinzsin( -4 一 +)sin( + z)sin( 拭 一 了 
SimSz = 16sinzsin( = 一 z)sin( そ 十 z)sin( A 一 z)sin( 竺 + z} 
sin6z = 32sinzsin ( -6 ー 8) sin ( そ + る を ) sin (AEE ー タル 


2 ァ 


sint 6 十 z)sin( 一 2) 


し 1 
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利用 昌 = 2coeze 可 以 把 多 售 角 的 余弦 表示 为 乘积 :; 
COSZ = lsin( 2 ー タリ 
COS グ ァ =2sin( 人 て ー 2)sin( + z) 


CO83 ヶ 二 4sin( 下 ー z)sin( + z)sin( 3 — zx) 


・ 250 ・ 


cosdz = 8sin( て 一 z)simn( 訪 十 z)sin( 一 z)sin( + を) 
COBSY = 16sin( 16 — z)sin( 1h + z)sin( 3 一 z)sin( 3 +z) 


-sin( -2 ー タ ) 。 
: 般 地 
COS nz = 2" "lsin(> 一 z)sin(2 +z} x 
sin( 3 ー z)sin( 3 +z) x 
sin(3E - z)sin(2 开 +z) x 


因 式 个 数 为 ヵ . 
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从 多 倍 攻 余 蕊 本 身 也 可 以 推出 上 节 的 公式 .事实 上 , 令 

cosz = 7, 则 

costjz = 1 

ooglz ニ ャ 

cos2z =2 一 1 

cos3z = 4 和 一 37 

cosdz = By — By +1 

coa5z = 167 — 20y +5y 

cos6z = 32y° — 48y*+ 18y° ~1 

cos7z =647y -112y + S67 —7y, 
一 般 地 


COS nz =2" 1 i 3 
・ 231 ・ 


COSnz = C08f Zr 一 个 ) = oos(2T + ne) = cost dr + nz)} 


= ecosf Ex 土 nz) ニ ・ 


知 表 达 式 
co8z 008( 人 oo の 


都 是 上 面 方程 的 根 , 这 里 不 同 表达 式 的 个 数 ,等 于 方程 根 的 个 数 
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首先 我 们 指出 ,由 于 缺少 第 二 项 ,所 以 只 要 n 头 1, 全体 根 的 和 
就 应该 等 于 零 , 即 


O= cosz + cos( SE — #) + oos( SE + 2) too A 2) + oo SE + 2) + 


右端 共 n 项 .nm 为 偶数 时 ,这 等 号 的 成 立 可 直接 看 出 ,每 一 个 正 项 
都 与 一 个 等 于 它 的 负 项 对 潍 . 下 击 我 们 考虑 n 为 奇数 但 不 等 于 1 
的 情形 . 由 于 

cv = 一 coaf rw — 9) 


我 们 得 到 
0 = coss — cos( = ー タ ) — cos( 3 + 2) 
0= co8z ~ cos( < — 2) -cos( 生 +4)+ ooa( 全 一 2 + co8( < +z) 


・ 252 ・ 


0= cosz -oos( 拷 -2) os( を ょ の )+os( 科 の oee( 学 +) 
-s( 生 の -oee( 学 + の ) 
一 般 地 , 当 为 任何 一 个 大 于 1 的 奇数 时 ,我 们 有 
0 =co8z — cos( Wz) ~ cos( て + z) 
+ o0s( SE ~ 2) + cos( SE + 4) 
os 2) ~ cos(3E + 2) 


47 4 工 
+ oos( 一 2 十 C06( + を} 


右 端 项 数 为 n. 
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关于 所 有 项 的 积 的 公式 ,它们 将 因 ヵ 为 青 数 ,奇偶 数 中 和 偶偶 
数 @ 而 不 同 .但 都 包含 在 § 242 的 公式 之 中 ,只 希 和 将 那里 的 正弦 化 
为 余弦 , 即 


cosz = leossz 

coszs = 2cos( + zoos( ズ ー を) 

COa3z = 4cos( 2 + oo( 科 一 二 jen83 

cosdz = gcos(-E + z)cos( -EE 一 zoos( + z)oos( て ー テ ) 


cn08 多 了 = 16oos( 人 3 十 2)cos( 4 ー z)cos( 侍 +-z} 


・ 253 ・ 


“os (GE - z)eosz， 


一 般 地 ,我 们 有 
1 


| nl ni ー 
Cosnz 一 2 oosf 2。 T+2)o08( sx lx 


nrー3 
2。 エー タ ) x 


cos( 瑟 = + 2)cos( 


cos( そ ニラ + zjeos( 下 =S 2) wx 
うれ ね 2n 


右 端 因 式 的 个 数 为 ヵ . 
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当 n 为 奇数 ,使 方程 的 第 一 项 为 1, 则 
0 ニュ キー ンー ュー, 
COR 


双重 符号 处 ,n=4m+1 时 取 上 ,n=4m-1 时 取 下 .由 此 我 们 得 到 


5 
一 般 地 , 当 n=2m+1 时 ,我 们 有 
nn 2m+1 I _ 1 


cosnz col2m + Tz cos Er + 2) cos( 2 ~ 2) 


・ 254 : 


oe 
十 1 
cost すう cos( 亚 二 如 ->) 
ー 1 - 
cos( ーー ジェ z) 
右 端 项 数 为 r. 
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利用 下 = secv ,我 们 可 以 推出 下 面 这 些 有 关 正 害 的 性 质 


Secz = CC 

3sec3z = sec( TF + 2) + seo( Fz) — eo( T+ 2) 

Ssec5z = sec( TF +2) + sec( Tz) - see( そ + ッ の) geo( 下 
~ 2) + sec( LE +2) 

7s007z = sec(E + 4) + sec(3E 5) — sec( AE + 2) 


-sec( 售 -4)+sec( 于 +z)+sec( 于 ~z) -sec( 是 +z)， 


一 般 地 ,n=2m 圭 1, 昌 


naecns = soc( Tr 十 2) + sec( x 一 z) 


-see( 亚 = x+z) seo( Dlr -2) 
+ aec( 亚 =2+z)+scc( 亚 -为 
n n 
sec( E+) -seo( 


・ 235 ・ 


ma 一 和 4 
元 十 z) + 赴 SECZ. 
rt 


+ sect 
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关于 余 割 ,从 237 我 们 得 到 


CHCZ = CSCZ 
3es03z = cacz + csc( 3 ー 2) -csc( a +2) 
Sesc5z = cacz+esc( 至 -zx) - cec( 术 +z) -ce( FE -2) 
+ cpc( SE + 4) 
7cw7z = cscz + csc( 于 一 z) cgo( FE +2) -csc( 竺 一 z) 
+ esc(EE + 2) + esc( -2) -oc( FE +2), 
一 般 地 ,n =2m + 1 时 我 们 有 
CBC TI = csez+ esc( — 2) ~— csc( m+ 2) 
-osc( Es) + esc(SE + 2) 


+ osc(AE ~ s) — cse(SE + 7) 


Nat uw 


mE mr 
下 cac( — 2) 士 cac( +2), 


双重 符号 处 ,m 为 偶数 取 上 ,mm 为 奇数 取 下 . 
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$ 133 我 们 看 到 
・ 256 ・ 


cosnz + v ~ lsinnz = {cosz ty — lsinz)", 


从 而 
{coszs+ Vv — lsinz)"+ cosz — ~ — lsinz 
cosns = 5 
sinng = (cosz +w - lsinz)"— (cosz ~ — lsinz)" , 
2w -1 
进而 


リー {cosz +v — leinz)"— (cosx — ~ ~ lsinz)" 
'8 (cosz+ マ ー1simz う 7 アー1+(egez-y — lsinz)"v 一 ] 


令 
sin 
一 -一 二 让 
OSs 
出 
nz = 《14+Ew -DD"-(l-itv -1)" 
‘5 = (1l+tv 1) 1+(tl-tv | 
由 此 我 们 得 到 下 列 儿 信和 角 的 正切 
tgr = 
2 
52z ニ ーー 2 
3# 一 に 
Ez 136 
41 —42 
r= -62+ 1 
5 一 10 お + お 
の タニ イー 102+ 5 
一 般 地 
nl){n-2) 3 , nn- Dn-2)(n- Hn-4),s.... 
_ 1-2・3 1・2・3・4・3 
gm = | fn- 。 ma(m-10( ぁ -2)(aー3) 4 LL 
1:2 1・ は 3・ 寺 
由 


* うけ ・ 


tg(nz) e+ nz) = tg(2x + nz}= tg(37x + rz) 一 
知 


perlg( 十 の ,j( 人 十 tg + Eo 
为 上 的 值 或 方程 的 根 ,个 数 为 5. 


$ 250 


使 方程 的 第 一 项 为 1 ,我 们 得 到 
dG= (> 2 n(n 5 … 
Bi 1:2 1・2・3・ 倍 
将 该 方程 的 系数 与 根 比 较 , 得 
ndgns = gz + ctg( T+ 2) + dg 分 うた: いま すう 


+ etg( SE キュ ) ャ へ rag( そ ニュ + ャ ダ ). 
由 此 得 这 些 余 切 的 平方 和 等 于 


ns 
> 9 ~~, 


BH 
更 高 次 桥 刀 可 用 类 似 的 方法 确定 .将 n 换 为 确定 的 数 , 得 
cigz = ctpz 


2ctg2z = olgz + cte( = + 2) 

3elg3z = otgz + ctg( + 2) + otg( T+ 2) 

4ctg4s = ctgz + C+ + eB( +2) + ig( E+ 2) 

5etg5z = olgz + dg( FT +) +g( T+ tog E+ 
+ og( +z). 


* 箇 過 
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由 ctgp=ーctgK ァ ーッ ) 得 ] 
cigz = ctgz 
2cte2xz = clgz - cig( 3 ~ 2) 
3otg3z = olgz - olg( 哥 - z) す dg( 今 +2) 
4otg4z = ctgz ~ ctg( I -2) + ctg(F + 2) まう 
5aig5z = algz -olg( 到 -xz) + og( そ + る) -ig - の 


十 gE + z), 


一 般 地 
nctgns =ctgz -ctg( TE — 2) + cig( + 7) 
gE) + otg( E+ 2) 
tg 2) + lg +7) 
到 够 = 项 为 止 . 
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考虑 识 次 方程 , 先 看 奇数 , 即 n=2m +1 的 情形 .从 § 249 得 
上 一 tgz=0 
どー 3 に te2z ~ 3t+tg3z=0 
Stittg2z ~ 10F + 102tg5z+ 5 一 te2z=0, 
・ 259 ・ 


一 般 地 


nltenm— "tg =0, 
双重 符号 处 ,m 但 取 负 ,于 奇 取 正 .从 第 二 项 系数 得 
igz = tgz 


se et 3 
Stg5z = tgz+ 8( 3 + 2) + (AE +2) +tg(e キ を) 
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利用 tgv = - tg(x - 幻 可 将 大 于 直角 的 角 的 正切 化 为 小 于 直 
角 的 角 的 正切 ,有 
tgz = tgz 
3tg3z =tge — tg(3 —z) + 和 g( テ +z) 
ele S++ 
+ 8( 全 ょ の) 
Tig7z =tgz — tg( 芋 -2) + +7) WW( 学 - の 
+ BE + 7) ~ ‘gz) + + 2， 
一 般 地 ,n=2m+1 时 ,有 
ntignez = tgz -tg( -2) +ig( TE + 7) 
-tg(E 2) + (LE + 2) 
和 260 加 


四 


一 翅 ( ~ 2) +tpC +2). 
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由 于 上 节 各 式 ， 其 右 端 负 导 个 数 依 次 侦 奇 交替 ， 所 以 这 些 正 切 
的 积 就 等 于 好 吧 , 不 带 双重 符号 . 即 
tgz = tgz 
ig3z =tgztg( 3 ~ 7)ig(3 +2) 
gSz = tgztg( そ ~ zjtg( て 十 ig( 人 ー gC + 2), 
一 般 好 ,n=2m+1 时 ， 
tgnz = tgstg( - z)ig(™ tz)x 
(A ー z)tg( A +2) x 


tB( gE + 2). 
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现在 讨论 n 为 偶数 的 情形 ,考虑 高 次 方程 ,得 
に 2 ょ otg2z 一 1 =0 
に +4 だ crg4z 61 ~ 4ictedz + 1 =0, 
”261 ・ 


一 般 地 ,n=2m 时 
+m iotgnz "1=0, 


双重 符号 处 ,nm 奇 取 货 ,m 偶 取 正 , 将 第 二 项 的 系数 与 根 比 较 , 得 
ー 2ctg2z = tgz + ig(7 + z) 
-4ete4z = tg +tg( +2) +ig( A + 2z) +g( + 2) 
- 6ctg6z = tgz + tg( & + 2) +tg( 宅 + 2) + tg(E + <) 
+ z) + tg(E + #) 
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利用 tgv = -e(rー ッ ), 得 
2ctg2z = — tgs + 場 (うー 
4cts4z = -tgz+tg( 拷 一 2) -tg( 和 后 +4)+ 专 (从 一 z) 
6ctg6z = -tt+ 吉 (一 2) -tg( 全 +z)+B( 拭 - 


-人 ( 管 +z) +tg( 巡 一 z)， 
一 般 地 ,n=2m 时 


notgnz = -Bz+ 志 (一 2) 一 霹 ( + 2z) 
+ tg( 2) - まう 


+ gC ー ァ )ー ‘gE + zy 


・ 262 ・ 
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类 似 上 254, 从 上 节 表 达 式 我 们 也 得 到 全 体 根 的 不 带 到 重 符号 
的 积 ; 


1 = igzig( ー タ ) 
1 = tgztg( て ー z)tg( a + gE - 


1 = gzig( ー zjig(E + gC 一 2g( 錠 十 gC — 2) 


容易 看 出 ,各 式 中 角度 都 成 对 出 现 ， 每 对 互 余 , 互 余 角 正切 的 
积 为 1, 因 而 全 使 的 乘积 也 为 1. 
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成 等 差 序 列 的 角 ,其 正弦 和 余弦 都 成 递 推 级 数 .利用 前 一 章 的 
结果 ,不 管 这 种 正弦 和 有余 殖 的 个 数 是 多 少 ,它们 的 和 我 们 都 会 求 . 
设 成 等 差 序 济 的 角 为 

Smt bat+2b,a+3b,a+4b,21+5h," 
我 们 先 求 这 种 角 正 莹 所 成 级 数 之 和 
s=sing + sin(a+ 8) +sin(a +26) + sin(a + 36) + 
该 递 推 级 数 的 递 推 尺度 为 2cos5, -1, 因 而 其 和 等 于 一 个 以 
1-2ze0sh + 7° 
为 分 母 的 分 式 在 z=1 时 的 秆 .这 个 分 式 为 
sing + s{sin(o + b) — 2sinacosb ) 


1 -2zc08b + 2° 
令 z=1, 得 
_ Sing + sin(o + b) -2sinacosbh _ sinag ~ sin( a — 6) 
ー 2 - 2p0s ヵ 2( 1 - cos&) 
+ 263 


这 里 应 用 本 


Dainacosd =sinta + b) + sin(a — £5). 


由 
sinf — sing = 2cos た 9oin {3 9 
得 
. . ます 」、。 6 
sing ~ sin(@ -Bp)=2c08( a — っ 97sim っ: 
1 — oo0sb =2sin? >-, 
这 样 我 们 得 到 
cos(a -六 8) 
5 = 5 
2sin > 
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利用 上 や 和希 果 我 何 可 来 出 成 等 差 序列 前 隣 便 多 少 條 角 的 正弦 
之 和 .例如 我 们 求 下 面 这 个 和 


aita + sin( ga + Bb} + sin(a + 28) +sinta + 36)} + 
+sinta + nh) 
(a-3) 


COs 
将 这 个 组 数 延 长 到 无 穷 ,那么 它 的 和 为 一 一 一 “一 


.2 - ,我 们 考虑 延长 
Zsin っ 


出 来 的 部 分 
sinl g+ キ (m+1)5 ち | Tsmimte + tnt+2)b] +simnla +(n+3)51+ 


* > 


cos( a + (m+ うう 5) 


这 延长 出 来 的 部 分 ,其 和 为 .前 一 个 和 减 去 后 


2sin っ 9? 
一 个 和 ,得 到 的 就 是 我 们 所 求 的 和 和. 
也 即 , 记 
s=Sinag +sin(a + 6) + sin(a +26) + sin(a+3b)+ 
+ sin(a+ nb) 
则 


“一 1 
2sin つも 


ュー 


sin(a + 3 nb)ain 3 (n+ Db 


， 1 
gm っ らち 
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余弦 的 这 样 的 和 ,求法 类 似 . 记 
= O080 4 CoS( a 十 b) +eos(e+28) + costa す 3 あぁ )+ … 
则 * 等 于 
cosa + 2| cos(a + b)— Zcosacosh | 


1—2zc08b + 2 
在 f=1 时 的 值 .由 
2c0sacosb = cost a — $b) + cost a + $b) 
得 
_ COS み 一 Cos( な ケー ゆめ ) 
"2(1-cos ぁ ) ・ 
由 


・ 265 ・ 


cosf — cosg = Zsin {+ Hgin HF 


得 

cosa — cos(& — $b) = -2sin(a - すめ sin すら 
也 

1- cosb =2im 2; 
这 样 我 们 得 到 

sinf & 一 っ 6) 
5 = ーー 
2sin 36 


类 伏地 ,我们 得 到 ， 上 数 
cos[a+ (n+1)b] pol a + (n+42)8]+4 ola + (n+3)b] 


十， 
的 和 为 
sin[ a + (n+ うす 4] 
2sm + 


从 第 一 个 和 减 第 二 个 和 ,我 们 得 到 级 数 
cosg + cost a + b+ coonta+2b)+oo(a+3b)+ "+oostla+ nb) 


的 和 为 


| 2 


， 工 
2sim ぅ 9 


cosla + 3 mb sin 5 Cn+ Db 


| sin 3 


・ 260 ・ 
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利用 前 面 指出 的 原理 ,可 以 解决 很 多 有 关 正 艾 和 正切 的 问题 ， 
例如 求 正弦 和 正切 的 二 次 和 更 高 次 吞 的 和 就 是 其 中 的 一 类 . 所 有 
这 些 和 都 可 以 由 前 面 方程 其 余 的 系数 ,用 类 似 的 方法 推出 ,所 以 我 
们 不 再 讲 .但 关于 提 到 的 问题 我 们 指出 一 点 ;正弦 和 余弦 的 任何 次 
宕 都 可 以 用 正 豆 和 余弦 表示 .为 清楚 起 见 , 我 们 稍 做 说 明 . 
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为 此 我 们 列 出 几 个 引 理 :; 
Zsinasinz = cos( a — x) — cos( a + z) 
2c0sasinz =sin(g + #) -sinta— ss) 
2sinacosz =sint ga + z) + sinfg —- z) 


Zeosacoss = cos(a — gs} + costg + 72). 


先 求 正弦 的 短 
Binz = SingZ 
Zsin’z = 1 - coe2z 


. Asin'z = 3sinz - sin3z 
Bsin'z = 3 — 4eos2z + cos4z 
16sin sz = 10sinz - Ssin3z + sin5z 
32sim?z = 10 — 15cos2z + 6cos4z — ooe6z 
64sin z = 35sinz - 21sin3z + Tsin5z — sin7 ァ 
128singz = 35 - S60082z + 28coe4z — gcos6z + cos8z 
256sim zy = 1268inz — 84sin3y + 36sin5s - 9sin7z + singz 
这 里 的 系数 ,是 二 项 式 对 应 篆 展 开 式 的 右 半 ,只 是 偶 次 宕 时 自由 项 
* 267 円 


等 于 二 项 式 考 展开 式 对 应 系数 的 一 半 . 
$ 203 


余弦 宪 类 似 
C08Z 二 C083 
2eos:z = 1 + coa2z 
dcos’ z = 3008z + cog3s 
8costz = 3 + 4cos2z + coedz 
16cog" ェ = 10cosz + 5oos3z + vos5z 
32cos?z = 10 + 1Scos2z + 6eog4z + cos6z 
64coa7z =35cosz + Zicos3z + 7oos5z + caa7z 


系数 规律 同 于 正 艾 . 
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第 十 五 章 


人 else 
MM MM iM et RE | 本 所 
1 1 上 | 


A 


人 


00 Me が A MM 
MA 0 人 HH OD 0 
让 4 内 | お rd | は Ed 

MM が ooh ti Ht | ete de 前 1 这 pa 
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考虑 状 如 
(T+ ea)(l+ Be) + yl + Br) {1 + er) {1 + Ge) 
的 乘积 , 因 式 个 数 可 以 有 限 , 也 可 以 无 窃 . 记 展开 式 所 成 级 数 为 
1+ As+ Br:+ C+ Dt + Fs’ + Pri +, 
显然 ,系数 4,B8,C,D,E… 都 由 数 a ,8B,Y,6,e ,5… 构 成 ,方式 是 
4=a+B+y+G+e+rg+…= 所 有 单个 数 的 和 . 
如 = 每 两 个 之 积 的 和 ， 
C= 每 三 个 之 积 的 和 ， 
お = 毎 四 條 之 委 義和 , 
包 = 每 五 个 之 积 的 和 ， 
等 等 ,直至 全 体 a ,6,7,5… 之 积 . 
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令 去 三 1, 则 乘积 
”209 ・ 


(すす JJ(1 す お (1 キア JJ(1+ す お (E+g) 
等 于 1 加 上 ec,B,y,3,eE… 全 体 所 构成 的 总 和 ,这 总 和 依次 包含 ， 
单个 数 的 和 、 每 两 个 之 积 的 和 、 每 三 个 之 积 的 和 ,直至 g, お, ア ,8, 
E，… 全 体 的 积 . 总 和 中 可 以 包含 相同 的 数 ,同一 个 数 由 不 同方 式 
得 到 儿 次 就 包含 几 次 ， 
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令 z= -1, 同 于 上 一 茜 , 乘 积 
(1~ eg 人 (1 の (1 ロー アタ)(1 8)(1-g)… 
也 等 于 1 加 上 由 a,8,7y,S,e… 全 体 所 构成 的 总 和 ,这 总 和 也 依次 
包含 :单个 数 的 和 ,每 两 个 之 积 的 和 、 每 三 个 之 积 的 和 ,直至 a, 8， 
7y ,3,s… 全 体 的 积 .不 同 的 只 是 ,这 里 单个 ,每 三 个 ,每 五 个 ,一 般 
地 每 奇数 个 之 积 都 取 负 号 ,每 两 个 ,每 四 个 ,一 般 地 ,每 偶数 个 之 
积 , 同 于 前 节 , 仍 取 正 号 . 


$ 207 


取 所 有 的 质数 
2,3,5,7,11,13,--- 
作 a ,8,7y) 1…, 则 乘积 为 
(1+2)(1+3)(1 TS5)(1+ ょ 79(1+ 11)(1+ 13)… = P. 
源 于 这 个 P 的 级 数 ,包含 1, 包含 所 有 的 质数 ,还 包含 不 同 质数 的 
乘积 . 即 
P=1+2+3+5+6+7+10+11+13 +14+15 +17 +…。 
它 包 含 若 和 香 的 倍数 以 外 的 所 有 自然 数 . 它 不 包含 4,8,9,12,16, 
18,…， 因 为 它们 或 者 是 寡 , 如 4,8,9,16,…, 或 者 是 短 的 倍数 ,如 
12.18,…. 
・ 270 ・ 
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取 质 数 的 罕 的 倒数 作 a ,8,Y,,e… ,结果 类 似 . 
今 


1 
117) * 


P=(1 16 +s1+ s+ 二 )(1 + 
展开 得 
1 1 1 1 i 1 1 
P=l+an tartertp t+ 10 TL 
分 母 中 会 有 酝 和 大 的 倍数 以 外 的 所 有 数 . 整 数 中 除了 质数 和 不 同 
质数 的 积 , 剩 下 的 都 是 质数 的 宕 或 这 种 宕 的 悦 青 ， 
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如 果 照 8 266 那样 , 取 上 节 便 数 的 负数 作 ap,7, 全， 那 人生， 
令 
キャ ーー ユル 工 
P=(] 5a (1 er sa ぁ パ 1 1 
则 展开 得 
1 1 1 1 1 1 1 i 


} 
P=1- 一 -二 -二 jy 一- 一 一 
2 3 和 TO 一 11a 130 14n 


1 
~ 15* 
跟前 节 一 样 ,大 和 礁 的 倍数 以 外 的 数 都 包 合 在 这 里 的 分 母 中 .质数 
本 身 ,三 个 ,五 个 ,一 般 地 ,奇数 个 质数 的 积 , 前 面 的 符号 是 负 的 ;两 
个 + 四 个 ,六 个 + 一 般 地 ,偶数 个 质数 的 积 ,前 面 的 符号 是 正 的 ， 例如 


30=2.3*5, 不 合 短 ,所 以 ;是 我 们 级 数 的 一 项 ,又 由 于 30 是 三 个 


271 ・ 


不 同 质数 的 积 , 所 以 二 :前 画 是 负 号 ， 
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考虑 表达 式 


1 

ロー gz)(1 一遍 (1ー ye)(l— Bz)(1— es) 
进行 除法 ,得 级 数 

l1+Az+ B+ C+ Dat Et Fa + 
系数 A, B,C,DD,… ,显然 由 a ,8,7Y ,8,e,"… 组 成 ,方式 是 

4 = 全 体 单个 数 的 和 ， 

B= 每 两 个 之 积 的 和 ， 

C= 每 三 个 之 积 的 和 ， 

了 = 每 四 个 之 积 的 和 ， 
等 等 .这 里 的 积 ,因子 可 相同 . 


271 
z=1 时 表达 式 
1 
(1-g)( は ーー の (1 7) -861 - ey 
等 于 1 加 上 a,8,y,8,e ,5 … 产 生 的 数 , 产 生 的 数 包 含 它们 自身 ， 
以 及 两 个 和 更 多 个 的 积 , 女 $265 不 同 ;那里 积 的 因子 不 许 相同 ， 


这 里 积 的 因子 中 可 以 有 两 个 成 多 个 是 相同 的 ;那里 不 包含 a ,8p， 
7 ,全 … 的 刊 和 只 的 信和 数 , 这 里 包 合 . 
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§ 272 


不 管 上 节 表 达 式 因 式 个 数 有 限 还 是 无 穷 , 它 产生 的 级 数 ,其 项 
数 都 是 无 穷 的 . 例如 


分 母 是 2 的 所 有 的 突 . 再 如 
1 


1 i 
(1 -wl -3) 
1 
二 
这 里 分 拇 不 合 2 和 3 以 外 的 因数 . 
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取 所 有 质数 的 倒数 作 a ,8,7 ,8…. 记 


1 
= 工人 
(4 に とう 1 に と う (6 に に うつ) わあ GG 


展开 ,得 
i 1 1 1 1 1 1 


P=1+ テ キキ オキ オキ で トラ る すす よー 
这 里 分 母 既 包含 质数 本 身 ,也 包含 质数 的 匀 积 .因为 自然 数 无 例外 
地 ,都 或 者 是 质数 ,或 者 是 质数 的 乘积 .所 以 全 体 自然 数 都 必定 在 


这 里 的 分 母 中 出 现 . 
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§ 274 


将 质数 换 成 质数 的 释 , 结 果 类 做 . 记 
P= LC 
ーー る ーー (ーー で) 
展开 ,得 
1 1 1 1 1 上 1 .. 
人 ， 
自然 数 无 例外 地 者 在 这 里 出 现 . 如果 将 因 式 中 的 负 号 都 杭 为 正 号 ， 
即 
1 


_ +s1+ (1 16 で まう )6 十 


那么 我 们 有 
jl 1 1 11 1 1 』 1 
Pl ta tg gt 
分 母 为 单个 质数 的 项 为 贷 ,分 母 为 两 个 质数 (相同 或 相 扯 ) 积 的 项 
为 正 . 一 般 地 ,分 母 为 偶数 个 质数 积 的 项 为 正 ,分 母 为 奇数 个 质数 


积 的 项 为 负 . 例 如 240=2.2.2.2.3-.5, 是 六 个 质数 的 积 ,所 以 项 
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将 上 节 与 # 269 相 比较 ,我 们 有 两 个 积 为 1 的 级 数 . 记 
1 


LI ly LI ユエ .. 
ん くに と 16 に っ す .6 に た : ーー 
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1 1 1 ユエ ャ ュー 上 、… 
9 = ロー 寺 ) -3 (1- sa)(1 -70 TE 
出 


1 1111 1 1 
+ キー + 


《= 0 
显然 ,这 两 个 级 数 的 积 PQ = 1. 
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1 
P= - 
(+ tt (+ (+ 


1 3 
mn の 


1 
ME 


Q=(1+35)(1 + 3) tlt 


则 
11 1 1 1 1 1 l,l1.... 
P=1- 3n da sn Tp Tn Br gn 9 
ュー ュ 1 1 1 1 1 1 
TE 
我 们 也 有 PQ = 1. 这样, 知道 这 两 个 级 数 中 一 个 的 和 ,就 可 以 求 出 


务 一 个 的 和 . 
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反之 ,从 这 些 级 数 的 和 也 可 求 出 一 些 无 穷 乘 积 的 值 .例如 


1 1 1 1 1 1 


・ 275 ・ 


时 我 们 有 


1 ローエ) ロー エロ ユエ 
SE 0 ーー か 


11" 
_ 1 
(1 - あ (1ー (1 - 去 )(1- (1 - は “" 
相 除 得 
こせ 款 20+ (d+ 訪 d+ 壇 )0+ 二 )… 


M? 27+1 3"+1 9+1 77+1 117"+1 
N 27ー1 3"ー1 59"ー1 77ー1 11"-1 
从 夺 , 得 到 了 上 面 无穷 莱 积 的 值 ,也 可 得 到 下 列 级 数 的 和 


エエ エエ ユル エー エー 

MM 2" 3 和 6" 10" 11" | 
1 1 1 1 1 

NN An in TT GT Or 420 
wy 
2 no 


进行 组 全 ,还 可 得 到 很 儿 务 外 的 级 数 之 和 . 
例 1: 令 n=1, 前 面 我 们 看 到 


由 无 穷 大 的 对 数 也 是 无 穷 大 ,我 们 得 到 
が = コキ テト オイ オキテ キー キー 
・ 276 ・ 


1 1 1 1 1 1 1 
9-51-27375+6 7 7110 1 13*14 
继而 ,对 乘积 我 们 有 
ーー ロロ = 1 1 1 
(ユー エーーー ユー テバ ユー 
由 此 得 
2.3.5.7.11.13.17.19.. 
-1 2 4 6 10 12 16 18 
0= 二 .之 .4.6.10. 816 18 
-2 3 5 7 11 131719 
$ 167 我 们 看 到 
1 
パニ ミオ 25 キ 52 1 3 オラ ++ 6 
由 此 得 
6 1 1 1 1 1 1 1 
ィ ィ ー 22 32 1 112 
ll エエ 1 1 1..… 
m= 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
0=1-27-3+47-5+6-7 -8+9+10 


于 
6 2-13-15-172-112-1 「『 


Ly... 
Ty 


・ 277 ・ 


11 .13.17 .19... 
12 14 18 20 


.了 
8 


也 得 到 
3.4.6.8 .12.14 18 20 


[+ + ニー デミ ホー レー ョ ーー テキ ーー ューー ョ ーー テー =* キ ャ 


) 2 4 6 10 12 16 18 ’ 
或 


最 后 一 介 乗 邊 中 , 拓 第 二 企 分 数 弁 冶 , 分 子 都 比 分 母 小 1, 且 分 子 
分 母 的 和 格 成 康 数 序列 3.5,7,11.13,17,19,… 
例 2: 令 n=2, 那 么 根据 $167 的 证 明 ,我 们 有 


エー 1 1 1 1 1 z 

= トト トラトラ トラ = る 

ll 1 1 1 1 1 記 

パニ 1+ キ ゴキ コキ オオ 4 オオ す ゴナ = 99: 
由 此 首先 得 到 下 列 级 数 的 和 

5_ 1 1 i 1 1 1 1 

r+ 

DB__1_1i_ 1 1 1 1 1 

x 0 10 114 

450 ,1 1 1 1 1 1 1 

2 

下 | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

15 ーー ター すけ あー タオ ター デー す す iP ~ 
党 而 得 到 下 刚 沫 积 的 从 

22 3* ka 2 112 


・ 278 ・ 


和 
5 2+】 + すま デ + ォ 1 11"+1 
2 22- 1 32-1 32-1 デー1 112-】 
或 
3 3 5 13 25 61 85 
2 3 4 12 24 60 84 
或 


最 后 一 介 衆 息 中 分 子 都 比 分 母 大 1, 且 分 子 分 母 的 和 构成 质 
数 平方 序列 2. アア 112 

例 3:8 167 求 出 了 mn 为 偶数 时 形 的 值 , 取 n=4, 我 们 有 
= ュー ュ ニュ エエ 1 十 l + = 下 

2 3 6 90 


1 1 1 1 1 が * 
N= Lt = 3450: 


由 此 首先 我 们 得 到 下 列 级 数 的 和 


re i Sr re or 
x 和 10 11 
1 1 1 1 1 1 1 1， 
105 2 
接 下 去 我 们 得 到 下 列 乘 积 的 值 
1 


" 279 ・ 


2 1 
58-1 -1 1 1 
105 2+1 3+1 +L プ ォ 1 1+1 


1 


の ユナ 1 本 ダ ェ 1 デュ 1 117+1 
ーー ダー1 ま -ー1 が -ー1 デー1 117 -1 


或 


最 后 这 个 表达 式 右 端的 分 数 ,分 子 都 比分 母 大 1, 且 分子 分 母 的 和 
依次 是 质数 3,5,7,11 的 回 次 方 . 


. $ 278 
我 们 可 以 将 级 数 
ーー デー 
的 和 表示 为 乘积 ,这 给 利用 对 数 带 来 方便 .由 
1 


1 1 1 1,,.. 
(l(a)(1- ) 


TE 
我 们 得 到 
logM = -log(1 ~ 去 ) _ jeg(1 -a) -log(1— a) ~ Jog(1 
ュー… 
72 
取 自 然 对 数 ,得 


・ 280 ・ 


it 1 1 1 1 
3 D3n + Bn Sn Tan 二 | ]3n 
rr1 ,lil 

in 34 stn 


ーー j _ ..,) 


Tr dt 


十 


1 1 1 1 1 


パニ 1 ナッ 254 す 45a す 2 ant 
1 
ly 1 lb... 
(1- 35)(1- >5。 (1 - 本) -。 う (1 Ts) 
取 自 然 対数 , 得 


ュ エエ エキ 1 …、 

327 Sat Tr 1 2 

ll エ 1 1 
2 2 3 1 

+ し 十 … 
3 bn ar SO T6n 119r 


1 1 
二 (了 


logN = +1( 志 + 


+ rs 1 + J} 
28n 4 Sr 78n 118n 


上 i 1 1 1 

] 一 一 ]og 训 = 二 一 + 一 十 一 十 一 十 一 一 十 … 
og og + tt ) 
1 ,1 1 1 1 i 
tt 
エエ 1 11 1 

5 Fr 357 与 5 Tn ] 15* 

11 1 1 1 1 .. 
十 了 《5 すっ 7a Tn + Fn + 117 十 ) 


・ 281 ・ 


如 果 n= 1 ,我 们 有 
= キキ ラキ オキ スト させ = log® 
和 
2 
N= で > 
由 此 得 
log(logm) -二 bg 瑟 = +1( 二 + 二 + 二 + 十 + 十 +…) 
い よ す (あす すき まあ す すう 
すす (あさ すす ) 


キー 
右 端 括 导 中 的 级 数 ,从 第 二 个 开始 ,和 都 是 有 限 数 ;而 且 加 起 
来 ,和 仍然 是 有 限 数 ,还 相当 小 ,由 此 我 们 得 到 ,第 一 个 级 数 
1 1 1 1 
| 3 す 5 す 7 イロ イー 
的 和 应 该 为 无 穷 大 ,也 即 与 级 数 
1+ 才 + 村 + 二 + 二 + 二 + 
| 的 自然 对 数 之 差 应 该 是 一 个 足够 小 的 重 . 


$ 280 


令 n=2, 则 
| ・ 282 ・ 


由 此 得 
1 1 1 1 


] 
2logx 一 log6=1( 光 + 这 + 剖 + 到 +1B+… 


1 , 1 1 1 1 1 ) 


の 
2 愛人 11 


l 1 …) 
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虽然 写 出 质数 序列 本 身 ,这 规律 未 知 , 但 有 办 法 指出 质数 高 次 
大 倒数 所 成 级 数 和 的 近似 值 . 设 


11 1 1 1 1 .. 
好 = キオス ュ キュ ュ キ キー ュ キュ t+ 


* 283 ・ 


!: 1 1 1 1 1 


则 


由 
M 1 1 1 1 1 1 
2 2 4 Gr 82 10" 127 7 
得 
条 1 1 1 1 
4 5 21* 
工 1 1 1 
(ガー リー っ フー - 21" 25" 27" 1? 
叉 由 
『 すし ます 
MG ーー "nT ont1sn 2 「 
得 


1 1 
LE 


$=(M- DOU- RU RE 3 
人 的 值 已 知 ,所 以 只 要 适当 地 大 ,就 可 以 方便 地 求 出 $. 


282 
求 出 了 高 次 等 时 的 和 ,用 导出 的 公式 就 可 以 求 出 低 次 寡 时 的 


和 .级 数 
1 1 1 1 1 1 1 


Fn ant srt EC 
的 下 面 的 和 就 是 用 这 种 方法 求 出 的 

为 级 数 的 和 为 

n=2 0. 452247420041222 

n=4 0.076993139764252 


・284 ・ 


n=tb 0.0170700808S0639 


n=8 0.004051405366515 
n=10 0.000993603573633 
pn=12 1. OO0246026470033 
n=14 0.000061244396725 
n=16 0.000015282026219 
n=18 0. 000003817278702 
n=20 .0D000005539641123 
n=22 0.000000238450446 
n=24 0. 000000059608184 
n=26 0.000000014901555 
n=28 0.000000003725333 
pr =30 0.000000000931323 
nr = 32 0. 000000000232830 
r= 4 0. 000000000058207 
n=306 0.0000000000145351 


次 数 更 高 的 偶 次 寡 的 和 ,是 下 降 的 ,每 前 进一步 约 下 降 四 分 之 三 ， 
即 后 步 约 为 前 步 的 四 分 之 --. 
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・ 283 ・ 


エー 1 1 1 1 
2 
得 
1 1 1 0 1 0 1 1 1 
(os)Aslta tot ito ti = 8B. 
消去 了 分 母 中 被 2 除 得 尽 的 项 ,从 8B 减 去 


1 1 1 1 1 
nit gt ge tat 
得 
1 1 1 1 1 
1- B=1+ 寺 + 1 = 
ロー と 


ああ も まで も まま も 
得 
Ti 1 1 1 1 
(IC=1+t7tI + + 1+ 


消去 了 分 母 被 5 除 得 尽 项 .类 似 地 ,可 依次 再 消去 分 母 被 7,11,… 
直至 被 所 有 质数 除 得 尽 的 项 ,显然 那 时 得 到 的 是 1. 对 B,C,D,E， 
… 进 行 反 向 回民 ,得 


1 上 1 1 1 、 
4 ロー ーーー ーー =1, 
从 而 
-| 
1 1 1 1 1,.. 
(3) a3- (1 ーー 
或 


2 3 
2°—-13°-15°-1 7°-1 it-l 


・ 286 ・ 


$ 284 


这 种 方法 也 可 用 于 化 另外 一 些 和 已 知 的 级 数 为 无 穷 滋 积 , 例 


如き $ 175 我 们 求 出 了 级 数 
1 1 1 
Er rit 
的 和 ,nm 为 奇数 时 和 为 Ra" ,那里 给 出 了 的 一 些 值 .我 们 指出 ,该 
级 数 分 母 中 只 出 现 麻 数 , 有 目 琳 数 为 4m+1 时 ,所 在 项 为 正 ,奇数 为 
4m 一 1 时 ,所 在 项 为 负 , 记 
1 1 1.1 1 1 


ET 


加 上 
1 1 1 1 1 1 ... 
3 3 or tis 2 +2 
得 
1 1 1 1 1 
1+36)4= エー エー LL -= 
(1t3nA=lts -7 I + tIm =B 
减 去 
: 1, 1 1 1 1 
B=—+ i 
54 25" 35" SS + 
得 


1 1 1 1 1 
ーー 
消去 分 時 3 和 被 $ 除 得 尽 的 項 . 加 上 


Lol 1 1 


消去 了 分 母 被 7 除 得 尽 的 项 ,加 上 
・ 287 ・ 


1 1 


-了 
I ie 1217「 


得 
1 1 

の ニュ トー トー ーー ‘= EE 
消去 了 分 母 被 11 除 得 尽 的 项 . 用 这 样 的 方法 消去 分 母 被 一 切 质 数 
除 得 尽 的 项 ,最 后 得 

1 1 1 1 

41+ 二 ルー 1+ (1+ (1- = 
或 

EE gl tr tn” 

+1 5°—1 7°+1 Ilin+1 13*-] 17 -1 
质数 都 在 分 子 中 出 现 .质数 形状 为 4m -1 时 ,分 母 比 分 于 大 1, 为 
4m+1 时 ,分 母 比 分 子 小 1， 


$ 285 


$ 277 我 们 得 到 
下 = 4 1 


-3 24 4.6 6・8 10°12 12-14 16-18 18°20 
用 第 一 大 除 第 ニ 式 , 得 


2 "2 6 6 10 14 18 18 22 
分 子 是 质数 ,分 母 是 比分 子 大 1 或 小 1 的 奇偶 数 .用 第 一 式 除 最 后 
* 288 ・ 


-全 .之 .4. 3. 
1 3 3 9 
这 里 的 分 数 由 质数 2,3 … 产 生 ， 方式 是 把 每 一 个 者 分成- 亲 
一 偶 相 差 为 1 的 两 个 数 , 偶 数 作 分 子 ,奇数 作 分 母 . 


6 
7 


ユー ュー 


6 . 
3 
っ フュ ブナ 


$ 286 


EI 
bt 
ト 2 
と 
た 
上 
に 
的 
oe 
ご 
ご 
【 1] 
ト 』 


ee ーーー 血 ll*1i 里 一 


奇 的 合 数 都 在 分 子 中 出現 . 


§ 287 


今 =3, 由 すき 175 知 , 此 时 4= 匠 ,全 
ーー 3 5 7 11 13 7 
32 B+ ジー1 P+ 1 ビエ 1 13-1 17-1 
・ 289 ・ 


由 $ 167 级 数 


™™ 1 1 1 工 ... 
945 こす っ ss 45 キオ 
得 
ーー 36 7 11? 13 


或 
960 36—1 和 -1 Fl 115-1 136-1 
用 第 一 式 除 最 后 一 式 , 得 
mr 和 
3 0 ジー) ダ ェ 1 アー1 -1 1 +1 1 アデ ェ 1 
再 用 第 一 式 除 ,得 
16 B+1 ジー1 アデ ォ 1 11+1 181 1 アー ミー 
19 2-1 ダ ェ 1 デー1 13 - 1 133+1 1 の ェ ュ 1 


a 


或 
16 14.62.172.666.1098 


一 ーー *ーー ェ ーー ーーーー ーーーーーー 


15 13 63 171 665 1099 
这 里 的 分 数 由 奇 质数 的 立方 构成 ,方式 是 分 它 成 相差 为 1 的 奇偶 
两 数 ,偶数 作 分 子 ,奇数 作 分 母 . 
$ 288 


利用 得 到 的 表达 式 可 推出 新 的 .分 母 包含 一 切 自然 数 的 级 数 . 


1 
(+2)0+ 二 )G- 卫 )G+ 二 )G+ 二 )0 -十 ) 
* Of 。 


展开 得 
A 1 1 1 1 i 1 i 1 


0 
这 里 的 符号 规律 是 ;2 的 符号 为 负 ; 状 如 4m -1 的 质数 , 符 导 为 负 ; 
状 如 4 到 +1 的 质数 ,符号 为 正 ; 合 数 的 符号 ,等 于 其 质 因数 符 导 的 


积 .例如 ,分 数 高 的 符号 为 负 , 因 为 -60=(-2)( -2)( 一 3)(+5). 
类 似 地 ,我 们 有 


TT 1 


2 


を イロ ュ エ 1 1 1 1 l,l,1, 

2 2 3+4+5 6 7 8 9 ， 
让 里 2 的 符号 为 正 , 状 如 4 - 的 质数 ,符号 为 抽 ; 状 如 4m + 1 的 
质数 ,符号 为 正 ; 合 数 的 符 屿 等 于 其 质 因数 符号 的 积 . 


$ 289 
从 5285 得 
xT 1 
2 1 1 1 1 工 、.. 
展开 得 
ュー 1 1 1 1 1.… 
EE 


这 里 只 出 现 奇 数 , 符 号 规律 是 : 状 如 4m - 工 的 质数 ,符号 为 正 ; 状 
如 4m+1 的 质数 , 符 导 为 负 ; 合 数 的 符号 等 于 其 质 因 数 符 导 的 积 . 
由 此 可 以 得 到 自然 数 都 出 现 的 两 个 级 数 . 先 由 


TG 
(1 一 方 )(1 一 污 )(1+ 专 (1 到 )(1 76 + 3) 
・ 291 ・ 


展开 人 
lil 1 1 1 1 1 1 .. 
ニキ + キ ラサ す 全 キオ オー す サイ 6 る イラ キタ すす で ー10 テ 
这 里 2 的 符 导 为 正 ; 状 如 4m -1 的 质数 ,符号 为 正 ; 状 如 4m+1i 的 


质数 ,符号 为 负 . 
再 由 
rz 1 | | 
(の G+ 
得 
x llth ll LT 1 1 1 
3 2 3 4 5 6 7 8 9 10 " 


这 里 2 的 符号 为 负 ; 状 如 4m 一 1 的 质数 , 符 导 次 正 ; 状 如 4m+1 的 
质数 ,符号 为 负 . 


$.290 


可 以 推出 无 数 个 以 
1 


エエ キュ 1 まま キュ 
站 
+ 


为 项 ,但 符号 取 法 不 同 的 级 数 .例如 ,用 =2 乘 


1 
-3 
| 

0 まう 0 E7016 

PE EP ーーー ュー 
ロー テ パ 1 全う (1ー そ ) 人 1+ テ (3)… 
展开 ,得 
・ 292 ・ 


2 的 符号 为 正 ,3 的 符号 为 正 ;3 以 外 的 状 如 4m - 工 的 质数 ,符号 为 
负 ; 状 如 4m+1 的 质数 , 符 导 为 正 ; 合 数 的 符号 由 其 质 因 数 的 符号 
次 定 . 


| 
1+-= 
又 例如 ,用 一 了 = 学科 
1 - 二 
3 


1 
ー 1 1 上 1 1 
得 
3x 1 
うー ] 1 ] 1 1 i 
ロー が ーーー 


12 13 
这 里 ,2 的 符号 为 正 ; 状 如 4m -1 的 质数 ,符号 为 正 ;5 以 外 的 状 如 


4m +1 的 质数 ,符号 为 负 . 
S 291 


也 可 以 构造 无 数 个 和 等 于 零 的 级 数 . 例如 ,8 277 的 


0-2.3.5.7.1.13.17.. 
3 4 6 8 12 14 18 


・ 293 ・ 


1 
0=— 
(G+ (+ る)(G+ 坊 )(G+ 十 G+ 語 )… 


0=1ー ラ ー3 す イー する うー8「 す 10 
这 里 ,质数 的 符号 都 为 负 , 合 数 的 符号 等 于 其 质 因数 符号 的 积 , 又 
1 

1+ 一 
例如 ,用 一 -全 =3 柔 上 而 的 乘积 表达 式 ,得 
1ー う 
—  _ ”tt WV 
Gr Da の ar の G+ (+) 


一 


展开 ,得 
12 3+4~5 610 
这 里 ,2 的 符号 为 正 ,其 余 的 质数 ,符号 都 为 负 . 
再 例如 
0 
G+ の (G++ 


这 里 ,3 和 5 以 外 的 质数 ,符号 都 为 负 . 

一 般 地 ,符号 为 正 的 质数 ,个 数 有 限 ; 其 余 的 质数 ,符号 都 为 
负 ,这 种 级 数 的 和 为 零 . 反 之 ,符号 次 负 的 质数 ,个 数 有 限 ; 其 余 的 
质数 ,符号 都 为 正 , 这 种 级 数 的 和 为 无 穷 大 . 


・ 294 ・ 


$ 292 


$ 176 对 奇数 n 我 们 得 到 了 级 数 


11111 1 1 2. 
me 13" 
的 和 ,如 上 


1 1 1 1 1 1 


2 2 4 8 10 17 


得 
1 lI 1 1 1 1 1 
B=(1+3a)A=1- 5 +7 1 + 13 17 119* ~ 237 
1 
+ っ gn 四 
再 加 上 
1 1 1 1 1 
Sr = sn 25n + 357 SS 
得 
ti 1 1 1 1 1_1.... 
C++3518-1+7 1 1 9297 + 
减 去 
キュ 1 1 1 . 
Pr 
得 
1 ll 1 
り = ロ フェ 1 11" 13* 17" 19" 
召 袋 下 去 , 最 后 我 休 得 到 
1 ユエ こし 1 エマ 1 、 
4(41+25 作 1+ sr)tl 2 ロ ォ ー5)(1 ET =1, 


这 里 , 比 6 的 倍数 大 1 的 质数 ,符号 为 负 ; 比 6 药 倍数 小 1 的 质数 ， 
符号 为 正 . 


”295 ・ 


2 和 7 1 13 .. 
ーー 27+ 1 S57+1 7°-1 11"+ 1 13 -1 
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_ シル 時 4 ニー テー 4 
考慮 x=1 的 情形 ,此 时 4 っ 和伸 得 計 


TT 2 3 7 11 13 17 19 


3y3 3 6 6 12 12 18 18 ; 
这 里 ,3 以 外 的 质数 都 在 分 子 中 出 现 , 分 子 与 分 母 都 相差 为 1,3 以 
外 的 分 母 都 是 6 的 倍数 .用 此 式 除 上 277 的 

f 4 9 3・3 7・7 11・1』 13・13 


过 一 一 一 


4 4 8 10 14 16 29 ， 
分 母 都 不 是 6 的 信 数 第 一 ,三 两 式 可 化 为 
x 3 7 il 13 17 19 23 


ーーーーーー 「 ーー ャ ーーー ーー リョ ーー ーー ュ ャ ーー ョ ーー ュ ュ 


2 
2 を 3 7 11 13 17 19 23 
343 4 8 10 14 16 20 22 


或 

4 3 う 3.6 6 9.9.12 

3 "2 4 5 7 8 1011 ， 
其 中 分 数 都 由 质数 5,7,11,… 构 成 ,分 硕 数 为 相 盖 为 1 的 两 个 数 ， 
被 3 除 得 尽 的 数 艇 分 子 


S 294 


$ 285 中 我 们 看 到 
x 3 3 7 11 13 17 
4 ~4 4 8 12 12 16 ， 
或 
x 3 7 11 13 17 19 
3 ~ 4 8 12 12 16 20 


2x 
用 该 式 去 除 上 节 中 2 33 方 的 表达 式 ， ,得 


y3 2 4 8 1014 16 


2~3 3 9 9 13 15 


2 6.6 12182430 
3 3 7 11 19 23 29 


这 两 式 的 分 数 分 别 由 状 如 12m+6 ょ 1 和 12p ょ 1 的 质数 构成 , 方 
式 是 分 质数 成 相差 为 1 的 两 部 分 ,偶数 作 分 子 ,奇数 作 分 母 . 
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考察 $ 179 得 到 的 级 数 

Tl 1 1 1 1 1 1 ... 

5=1+3-S7T+9+T 13 15+ =4， 
减法 

1 11111111 

34 モ 3 キ する ~-15-21 す 27 33 - 
得 

キュ し | 1 1 1 1 1 ー 

1ー す 74 = キー モーラ サー 生 す 9179 

加 上 


得 


继续 这 一 过 程 , 最 后 得 等 式 
(6- 信 0+ 信 20+ テ 1- 生 20+ 語 20- 入 )0ー 和 5)…= ル 


这 里 , 状 如 8m+3 和 8m+1l 的 质数 前 是 负 号 , 状 如 8m +5 和 8m 
+7 的 质数 前 是 正 号 ,由 此 式 得 
r 3 3 7 11 13 17.19 23 


2/2 2 6 8 1014 16 18 24 ， 
分 母 为 8 的 售 数 或 奇偶 数 .将 $ 285 的 
T 35 711 13 17 19.23 


4 4 8 12 12 i6 20 24 
3 5 7 11 13 17 19 23 
2 


一 一 一 本 一 ャ ーー 一 ボー 


相乗 , 得 
ァ ^ 3x3 5S・3 TT 11・11 13・13 


二 一 一 一 一 


8 2:4 4:6 6°8 10:12 1214 


用 前 面 3 万 的 梁 积 表达 式 除 该 式 ， ,得 


2y2 4 4 6 1212182022 ， 
分 坪倉 4 的 倍数 , 不 含 8 的 倍数 , 分 子 分 母 相 券 訪 1. 用 - 生 - 的 后 式 


272 
除 前 式 , 得 
2 2 3 6 6 9 10 11 


这 里 的 分 数 由 质数 构成 ,方法 是 ,分 质数 成 相差 为 1 的 两 个 数 ,4 
除 得 尽 前 偶数 作 分 母 ,4 除 不 尽 的 偶数 作 分 子 . 
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$ 179 及 后 面 的 x 的 级 数 表 达 式 ,者 可 以 用 类 似 的 方法 化 为 
质数 的 乘积 .这 可 以 导出 无 穷 乘 积 和 无 穷 级 数 的 许多 重 机 性 质 , 但 
对 其 中 主要 之 点 ,本 章 已 经 进行 了 讨论 ,所 以 不 再 继续 .本章 我 们 
讨论 相 乘 积 产 生 的 数 ,下 章 我 们 讨论 相 加 和 产生 的 数 . 
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第 十 六 章 
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给 定 表 达 式 
(1 + z(t aa ttt e+ z+ wz) 
我 们 来 考察 它 的 展开 式 , 记 展开 式 为 
il+ Pr+ Qa + Re + Sa + 


显然 
= 原 有 等 的 和 xw* x 二 二 类 十 
Q = x 的 每 两 个 星之 积 的 和 
= 的 以 a ,8,7Y,6,e ,8,7n… 相 蜡 两 成 员 之 和 为 指数 
的 一 切 答 之 和 ， 
丸 =* 的 以 不 同 三 成 员 之 和 为 指数 的 一 切 舌 之 和 ，; 
S=x 的 以 a ,A,Y,8,e… 中 不 同 轩 成员 之 和 为 指数 的 一 
切 宪 之 和 
类 推 ， 
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P.0.RR,S… 各 表 送 式 里 ,> 的 每 一 个 窜 , 其 指数 都 由 a,P,Y， 
6… 枸 成 ,其 系数 都 等 于 这 构成 方式 的 种 数 .例如 ,8 里 的 Nx 表 
示 a，, 刘 ,7Y,8… 中 两 个 之 和 等 于 x 的 共有 NN 组 .一 般 地 ,展开 式 中 
的 Nr" 表示 ;a ,8,Y,8,e ,8… 中 ,每 组 m 个 ,和 和 等 于 n 的 组 , 共 
有 点 个 . 
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从 乘积 
(1 + rz) Ct rd} + lt zy 
的 展开 式 可 直接 说 出 ,ag,P,7Y,5,E ,8-… 中 mm 个 一 组 ,和 等 于 的 
组 ,共有 多 少 个 .只 和 需 找 到 伸 x"z 的 项 , 它 的 系数 就 是 我 们 所 要 的 
组 数 . 
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为 进一步 说 明 ,我 们 考虑 无 穷 乘 积 
(1+ xe)(l+ a (taal + a (t+ xz): 
其 展开 式 为 


1 + タ (を キタ キタ 上 テト 7 


+ 46 


+ x + + t+) 
+ sx + wr +2 + Dx + 3 + 3 + dr + Axi + Srll + 
+ a {rt x tr Ir + dr + Srllr Tx + r+ 0xr! 

+ つ ) 
オト ルト エフ 42 ょ 3> は TS は 6y5+ Or + 1 

+ Sx +..) 
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+ ox x + + Ix Sx + Tx + 0x + 13x? 
+ 18z ぞ +…) 

ブッ クエ 11 ダグ +14 
+ 20* ダ +…) 

+ (x + r+ Sx r+ T2411 + 15x”5 
+ 21x e+) 

+ s(x x + XB + x Sx0 4 Trt 4 1x 」 15x® 


+ 十 …) 


从 这 个 级 数 我 们 立即 就 可 以 说 出 ,1,2,3,4,5,6,7,8,… 中 m 个 一 
组 ,和 等 于 5 的 组 有 和 多少 个 .例如 m 为 7,n 为 35 时 ,我 们 找到 合 
六 和 «了 的 项 ,系数 15 就 是 1,2,3,4,5,6,7,8,… 中 7 个 一 组 ,和 等 
于 35 的 组 的 组 数 . 
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令 上 节 中 “=1, 匀 积 杰 为 
tat xr) + 7)(1+ 6) … 
展开 ,整理 ,得 
1+x+x +2x3 +2rt 4 + Sw + 68 よい 
则 项 Nx" 的 指数 n 和 系数 NN 告诉 我 们 1,2,3,4,5,6,7,8… 中 和 等 
于 n 的 组 及 个 .例如 6xs 告诉 我 们 1,2,3,4,5,6,7-… 中 和 等 于 8 
的 组 有 6 个 .我 们 指出 ,它们 是 
8=8 
8 = ニア + 1 
8=6+2 
B=5+3 
=54+2+1 
a 302 円 


8 =4+3+1. 
请 注意 ,这 里 8 本身 也 是 一 组 , 即 一 组 可 以 只 是 一 个 数 . 
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将 一 个 给 定 的 数 , 拆 成 不 同 数 的 和 ,这 拆 法 有 凶 少 种 ,我 们 已 
经 知道 了 . 知 当 把 前 面 的 缚 积 改作 分 维 ， 就 可 以 去 掉 这 和 句 话 中 “不 
同 "两 字 . 考 虞 表达 式 


Oy 
进行 除法 , 记 所 得 无 穷 级 数 为 
1+ P+ Qe + Ra + S24 + 
旭 
P=x% 的 以 序列 ac,B,y,S,s,z… 各 成 员 为 指数 之 短 的 
和 
Q=z 的 以 吕 中 序列 两 成 员 ( 可 以 相同 ) 的 和 为 指数 之 宕 
的 和 
下 = x 的 以 P 中 序列 三 成 员 { 可 以 相同 ) 的 和 为 指数 之 短 
的 和 ; 
5=z 的 以 P 中 序列 四 成 员 ( 可 以 相同 ) 的 和 为 指数 之 塞 
的 和 ; 
类 推 . 
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写 出 无 穷 级 数 ,归并 同类 项 之 后 ,我 们 就 可 以 说 出 将 n 拆 成 
序列 a,B8,Y,8,e… 中 m 个 成 员 ( 可 相同 ) 之 和 的 拆 法 共有 多 少 种 . 
只 要 只 级 中 找 出 项 Nxe"z", 这 系数 W 就 是 我 们 所 要 的 种 数 .我 们 看 

・ 303 ・ 


到 这 一 问题 与 第 一 问题 解决 方法 类 似 . 
§ 304 


等 虑 -个 重要 的 特殊 情形 :给 定 的 表达 式 为 
1 
(1ー xz) 一 AL a zz 
完成 除法 ,得 


1 +z( を エッ ティト wi + wx 


+ 

+ 2 x + xt Dr Ox + Ar + Ix + dx + 4 + Sx + ) 
+ 2 (x +t xt 2 + Bx + dx + Swe + Tx + Br 10 は ょ …) 
+ (xt a + 2x tx + Sx + Gx 4 rl + xl + 15%L 


十 

+ a (x 4 tr + x + Sx Tx + Or! + 13x 0 184 
+ー) ' 

+ 2 +t + rs Sx + Sx + Ix + Tx + 14x5 + 20 
+…) 

キタ (ブッ ビュ 11 を 9 115x4 2E 5 
+ の 


ta x + x + Srl + Tx + lx + Ix 
+ 222 ) 

pear: | 

有 了 这 个 展开 式 ,我 们 就 可 以 说 出 ,将 5 拆 成 序列 
1,2,3,4,5,6,7,-: 

中 m 个 数 的 和 , 拆 法 有 多 少 种 .例如 ,将 13 拆 成 该 序列 中 5 个 数 
的 和 .我 们 从 表达 式 中 找到 x" 所 在 的 项 , 它 的 系数 18 就 是 我 们 
所 要 的 种 数 .也 有 即 , 将 13 拆 成 5 个 正 整数 的 和 , 拆 法 有 18 种 . 


"3304 ・ 


$ 305 
如果 z=1, 財 上 市 分 式 成 


其 展开 式 , 整 理 后 为 

lxt2x 3x Ft SL tTx + lx + 1SX7 十 2228 十， 
式 中 每 一 项 ,系数 都 是 指数 能 够 拆 成 整数 和 的 种 数 .和 中 整数 可 以 
相等 ,也 可 以 不 等 .例如 项 11x 表示 :将 6 拆 成 整数 和 , 拆 法 有 11 
种 .我 们 措 出 ,它们 是 

人 二 站 

6=5+1 

ら 6= ニ 4+ る る 

6=4+1+1 

6=3+3 

6=3+2+1 

も ミニ 3+]+j+1 

リー ジア だ だ 

6=2+2+1+1 

=2+1+1+1+] 

B=1+1+1+1+1l+il. 
我 们 再 指出 ,6 是 1,2,3,4,5,6… 的 成 员 , 它 也 是 等 于 6 的 和 中 的 
-种 ， 
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车 面 的 讨论 告诉 我 们 从 展开 式 所 能 得 到 的 结果 .下面 我 们 探 
”305 ・ 


讨 懂 开 式 的 求法 . 先 求 拆 数 成 不 同 数 之 和 时 所 用 的 展开 式 .为 此 ， 
我 们 将 

Ziti lt elt ll + gg)(1+ Pz 
的 展开 式 按 z 的 升 秋 排列 为 

2=1+ Pr+ Or + Ro + Szt + Tr +o 
我 们 要 讨论 的 是 :x 的 请 数 P,0, 玉 ,5,7… 的 求法 ,有 了 它们 ,也 
号 有 了 展开 式 . 
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换 :为 如 ,得 ] 
(rr (Or te) Ct. 
也 即 ,将 * 换 为 xx 时 ,乘积 的 值 由 Z 变 成 -一 .由 
2=1+P+ Or +R + Set+ 
得 
lt Pat 2 ニ ア ミン アド 
两 边 乘 1+ 好, 得 
Z=1 + Pat+ Qt + Re + Sytst+ 
+ as+ Pr e+ t+ Retzt + --, 
两 Z 比较 ,得 
_ Pe Re 
ET て 
由 前 向 后 依次 代入 ,我 们 得 到 
P=- 
1—x 


x 
C= x) 9) 
和 4306 站 


R22 
(1- | 一 x ) 
10 
gs- 2 
(1- x) (1— re) (1 x3) (x) 


x 


T= 0 a) の )(1- 9)(1- (1- 5) 


$ 308 


展 所 得 分 数 函 数 为 级 数 , 播 一 句 , 这 级 数 都 是 递 推 的 ,从 展 成 
的 级 数 我 们 就 能 说 出 ,一 数 拆 成 若干 个 数 之 和 的 种 数 .例如 ,第 一 
个 表达 式 
Ea 


= 
展 成 的 是 刀 何 级 数 

CE | 
它 告诉 我 们 每 个 数 拆 成 单个 数 之 和 的 种 数 都 为 1. 事实 上 ,整数 都 
在 这 里 出 现 , 但 只 一 次 . 


3 看 
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第 二 个 表达 式 


x 


给 出 的 组 数 为 
x x 2x + Bx 4 36 4x 4 x + 
该 级 数 的 每 一 项 ,系数 都 是 指数 可 以 拆 成 两 个 不 同 数 之 和 的 种 数 . 
例如 ,4x* 告诉 我 们 ,9 拆 成 两 个 不 同 数 的 和 , 拆 法 有 4 种 ,用 刀 除 
・ 307 ・ 


我 们 的 级 数 ,得 到 的 是 由 分 式 
1 
产生 的 级 数 
1 エタ イオ 2 ルオ ファ 3 上 3 うす 4 4 キッ 

记 它 的 通 项 为 Me" ,那么 从 这 个 级 数 的 产生 我 们 知道 ,系数 六 是 
指数 nn 可 以 拆 成 数 1 与 2 之 和 的 种 数 .由 前 一 个 级 数 的 通 项 为 
mA" ,我 们 得 到 下 面 的 定理 : 

数 rn 拆 成 数 1 与 2 之 和 的 种 数 ,等 于 数 n+3 拆 成 两 个 不 同 数 
之 和 的 种 数 . 
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第 三 个 表达 式 
6 
(1 - )(1 2 ) 
展 成 的 级 数 为 
トル + + Ix + 4r 0 + wll + Trl + 88 4+, 
它 的 每 一 项 ,系数 都 是 指数 能 够 拆 成 三 个 不 同 数 之 和 的 种 数 . 将 分 
式 


一 


(I — x)(l— x )(l— xr) 
展 成 级 数 , 得 
] + w+2r t+ 3wx +x 4 Sx + Tre + v7 + 
记 它 的 通 珊 为 Nx", 则 系数 NN 是 指数 n 拆 成 数 1,2,3 之 和 的 种 数 ， 
出 前 一 个 级 数 之 通 项 为 Mx"+5 我 们 得 到 下 面 的 定理 . 
数 nn 拆 成 数 1,2,3 之 和 的 种 数 ,等 于 数 n +3 拆 成 三 个 不 同 
数 之 和 的 种 数 . 
・ 308 ・ 
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第 四 个 表达 式 
x 
(1— x)(1— 2)(1— x )(l— x) 
展 成 的 级 数 为 
x + rlt+2x + r+ Sx + Gr + Or + 


它 的 每 一 项 ,系数 都 是 指数 能 够 排 成 4 个 不 同 数 之 和 的 种 数 .表达 
式 


1 

(1~ x)(1— x°)(1- x )(1— x’) 
展 成 的 级 数 为 

1+x+2x 2 + 3x + Sx + Gx + Ox + lx + 
等 于 前 一 个 级 数 除 上 x . 记 这 个 级 数 的 通 项 为 Nx", 划 系数 入 是 
指数 nn 能够 拆 成 数 1,2,3,4 之 和 的 种 数 . 由 前 一 个 级 数 的 通 项 为 
Nx"+ ,我 们 得 到 下 面 的 定理 : 

数 ヵ 拆 成 1,2,3,4 之 和 的 种 数 , 等 于 数 n+ 10 拆 成 4 个 不 同 

数 之 和 的 种 数 . 
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一 般 地 ,如果 表 达 式 


1 
Co x - (1 x) 5)…( x) 
展 成 的 级 数 , 其 通 项 为 Mx'', 则 系数 N 是 指数 m 能 够 拆 成 数 1,2, 
3,.4… 站 之 和 的 种 数 . 另 一 方面 ,如 果 表 达 式 
第 2 
(1x) (1— x ) (1 — か …… (1— x) 
円 3 内 四 


展 成 的 级 数 , 其 通 项 为 MY 2 则 系数 NW 是 指数 n+ 
ra 
理 ， 

数 4 拆 成 数 1,2,3,4…m 之 和 的 种 数 ,等 于 数 n+ 到 (加 + 1 
拆 成 m 个 不 辐 数 之 和 的 种 数 . 
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前 而 我 们 讨论 了 将 一 个 数 拆 成 若干 份 的 种 数 , 份 与 份 不 相等 . 
现在 我 们 讨论 份 与 份 可 以 相等 的 情形 . 这 种 拆 法 的 种 数 , 从 表达 式 
1 
“1 00 
得 到 . 记 该 式 展 成 的 级 数 为 
Z=1+P+ 0 + Re + Sst+ Tes + ~ 
将 表达 式 中 的 z 换 成 xz, 得 
1 
(1- x2z)(1- wsz)(1- ta (1 ーー 1- を: 
对 级 数 作 园 样 的 替换 ,得 
(1 
乘 原 级 数 以 1- xz ,得 
(la) Zt P+ Or + Re + S++ 
— x — Pt a — Roret — 
Wi 比较 ， 人 
下 5， ,R= ーー 


上 二天 枯 人 人 我 们 得 到 


x 
P= 
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2 
べべ 
9 = ロー) ローダ ) 


和 3 


(1-x)(1- *2)(1- 2) 
x 


Sa 2 


し 


R= 
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PP, 人 0, 民 ,3S… 的 前 后 两 种 表达 臣 ,不同 的 只 是 分 子 的 指数 ,前 
高 于 后 ,因此 后 面 表达 式 的 展开 级 数 及 其 系数 的 含义 都 与 前 面 完 
全 类 似 , 由 此 我 们 得 到 与 前 面 类 似 的 下 列 定理 

数 n 白 成 数 1,2 之 和 的 种 数 , 等 于 数 n +2 拆 成 两 个 数 之 和 
的 种 数 . 

数 nm 拆 成 数 1,2,3 之 和 的 种 数 ,等 于 数 n + 3 拆 成 三 个 数 之 
种 的 种 数 ， 

数 n 拆 成 数 1,2,3,4 之 和 的 种 数 , 等 于 数 n+4 拆 成 四 个 数 之 
和 的 种 数 . 

一 般 地 , 数 n 拆 成 1,2,3,…,m 之 和 的 种 数 ,等 于 数 m+ 产 拆 
成 w 个 数 之 和 的 种 数 . 
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拆 数 n 成 m 个 相 异 或 不 一 定 相 蜡 数 之 和 的 种 数 ,这 两 个 问题 
都 可 用 拆 成 数 1,2,3,4…m 之 和 的 种 数 ,根据 从 前 面 定 理 推 出 来 
的 下 面 两 个 定理 来 回 管 : 


数 n 拆 成 mm 个 相 异 数 之 和 的 种 数 , 等 于 数 n -下 (号 + 拆 成 
・ 311 ・ 


数 1.2.3.4。… 所 之 和 的 种 数 . 

数 。 拆 成 不 一 定 相 异 的 m 个 数 之 和 的 种 数 ,等 于 数 n-m 拆 
成 PE LE 之 和 的 种 数 . 

从 这 两 个 定理 进而 得 到 下 面 两 个 定理 : 

4 拆 成 m 个 相 异 数 之 和 的 种 数 ,等 于 n- 于 ( 怠 + 卫 拆 威 mm 个 
不 一 定 相 异 数 之 和 的 种 数 . 

ヵ 拆 成 个 不 一 定 相 异 的 数 之 和 的 种 数 ,等 于 n+ B+ 
拆 成 m 个 相 异 数 之 和 的 种 数 . 
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我 们 可 以 利用 构成 递 推 级 的 办 法 ,得 到 数 n 拆 成 数 1,2,3， 
…,m 之 和 的 种 数 , 作 法 是 将 分 式 


1 
(1— (1 の (モー ィ ジ )…(1 — a") 
展 成 递 推 级 数 到 项 Nx" .这 系数 就 直 数 ぁ 拆 成 数 1.2.3,4,…, 
之 和 的 种 数 . 但 是 当 m 和 # 比较 大 时 ,这 个 求 六 的 方法 不 好 用 .这 
时 分 母 给 出 的 递 推 尺度 ,其 项 数 多 , 求 级 数 的 高 次 项 很 麻烦 . 
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我 们 先 卉 清 几 种 简单 情形 ,由 此 出 发 再 去 考虑 更 复杂 的 情 
形 , 这 样 事 情 会 容易 一 些 .记分 式 


1 
(I x2) (1 1 xz) 
产生 的 级 数 的 通 项 为 Re .记分 式 


EE 
《1 一 和 1- a) 
312 * 


产生 的 级 数 的 通 项 为 Mx". 这 里 的 数 于 是 数 n - m 拆 成 数 1.2,3, 
一 ,m 之 和 的 种 数 . 从 前 一 个 分 式 减 去 后 一 个 ,得 
1 
(1— x) ~ (1ー うう …(1 1) 
显然 , 它 产 生 的 级 数 ,其 通 项 为 (六 - M)x'. 这 里 的 N- 上 凡是 n 拆 
成 1,2,3,…m 一 1 之 和 的 种 数 ， 
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由 此 我 们 得 到 下 面 的 规则 

记 nn 拆 成 1,2,3,…, 兽 -1 之 和 的 种 数 为 工 ; 

记 nm 拆 成 1,2,3,…m 之 和 的 种 教 为 时 

记 n 挤 成 1,2,3,…m 之 和 的 种 数 为 NN. 

在 这 样 的 记号 之 下 我 们 有 

= ニー 

从 而 
N=L+N. 

这 样 ,知道 了 pm 拆 成 1,2,3,…,m -1 之 和 的 种 数 , 和 nn- rm 拆 成 
1,2,3,…,m 之 和 的 种 数 , 进 行 加 法 就 可 得 到 n 拆 成 1,2,3,…,n 
之 和 的 种 数 .借助 这 条 规则 ,可 以 从 比较 简单 情况 下 的 结果 ,推出 
更 复杂 情况 于 的 结果 . 附 表 就 是 用 这 种 方法 计算 出 来 的 . 
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yh ラー 


72| 119 
141 | 
ea 
192 
22 
255 
291 


2738 3828| 4904 
3120| 47 S708 
折光 | SO66| 6615 
4011) 5812| T7657 
4525| 6630| 89824 
1469| ANG 51m| 7564! 0156 
160 3331| 5731| 8598| 1i1648 
4 992| 6430| | 13338: 


a 于 21| 161 sg721 1898| 4070| 7190 
42| 22| 169| 720| 2062| 4494| 8033 
a3 oa 176| 764 2233| 4935| se46 
44| 站 23| tg4| sls| 2418| 5427! 9953 
45! 23 i92| se4| 2611| se42| 11044 
46| 』z4l2nol nl 2818| 6510| 2241 
47| 24 | 972| 3034| 7104| 13534 


48| 25|121711033[ 3268| 7760| 14950 
49| 25 225| 1089| 3507| 8442| 16475 

50| 26| 234 llsdf 3765! 9192| 18138 

st| 26| zh| 1215| 4033| 9975| 19928 

Ss2| 27 232| 1285! 43191 10829| 21873| 37638| 57358 
53 3271 26 1330! 15 117201 239611 41635| 64H0t5 
54 1 28| 271| 1425| 4932] 12692| 262261 46031| T1362 
ss! 1 28| 280| 1495| 5260| 13702| 286521 3507741 79403 
56| 29| 290| 1535| 5608] 14800| 312751 35974 88252 
| 1 29| 300| 16501 5969| 13944| 340821 61575| 97922 
58 30F310| 1735| 6331 108527 
59 130[ 320| 1815| 6747 120092 
的 | 31|331| 1906| 7466 132751 
6 | 341| 1991| 7599 891621 146520 
62| 32 352| 2087| 80S5 97339| 161554 


374| 2280| 9027| 26207| 602891 1162631 195666 
385| 237 右 は 
oe 1 34| 397| 8 10083| 29941| TO281| 137977 235899 
Gl | 34| 408| 2586| 10642| 31943| 75762| 1560121 258569 
8| 1 35| 420| 2700| 31229] 34085] 816121 163069| 283161 
6 35| 432| 2808 BE15! 36308| S7816| 1769781 309729 


Ga3| 1 5 2178| 85329| 24473| 35748 10035221 177884 


例如 , 查 50 拆 成 7 个 相 异 数 之 和 的 种 数 . 从 最 左 竖 列 中 查 到 
50 -全 8 -22, 从 最 二 权 行 中 查 到 碍 ,22 所 属 横 行 与 讶 所 属 竖 列 交 


2 
点 处 的 322 就 是 答案 . 


再 例如 , 查 50 拆 成 ?个 不 一 定 相 异 数 之 和 的 种 数 .从 最 竖 列 
中 查 到 和 -7 了 7= 要 ,从 最 上 上 机 行 中 查 到 现 ,43 所 属 模 行 与 让 所 访 竖 


列 安 点 处 的 8946 就 是 管 案 . 


| 
23301 
Tio9 
31316 
30043 
1373 
上 FT 人 
53542318 
19093 
了 051# 
80213 
9]05% 


| 1 ロ 3226 


116792 
W190 
148847 
187672 
188550 
211782 
237489 


413112 
597]8 
S11045 
ET 
629281 


TL 
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附 表 的 每 一 竖 列 都 是 一 个 级 数 的 系数 .虽然 这 里 的 级 数 是 递 
推 的 ,但 其 系数 却 与 自然 数 , 三 角形 数 ,、 四 面 栖 数 等 有 着 密切 和 的 关 
系 .对 这 种 关系 我 们 人 微 些 说 明 . 分 式 

] 
(1 — ぇ (コー タグ ) 
产生 的 级 数 为 


1 ナタ 2 ンー エフ 上 う 322 よー 。 


从 面 


3 

(1— x)(1— 2°) 
产生 的 级 数 为 

T+ E+ FD + Sr 
这 两 个 级 数 相 加 ,得 级 数 

1 +2x+3x + 4 TS が 629 749 よー…。 
实际 上 它 是 分 式 

+ 

(1- z)(1-z*) (1-x) 
产生 的 级 数 .最 后 这 个 级 数 的 系数 就 是 自然 数 . 令 第 一 个 级 数 中 的 
x 二 1, 得 到 的 就 是 表 中 列 耳 所 成 的 级 数 . 取 它 的 每 项 与 前 一 项 相 
加 ,用 和 作 新 级 数 的 项 .这 新 级 数 的 项 为 自然 数 ， 

キ +1 2+ ォ フィ 3+ コ 3+ オ オオ 4 オキ S+ ST6+T6+・… 

1l+2+3+4+53+6+748+90+10+11+12+…. 
反之 ,从 以 自然 数 为 项 的 级 数 ,也 可 以 得 到 以 认 中 列 耳 为 项 的 级 
数 .方法 是 :从 前 者 的 对 应 项 减 去 后 者 的 前 --… 项 ,用 结果 作 后 者 的 
项 . 


・ 3 は 16 ・ 
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表 中 列 町 所 成 組 数 由 分 式 


1 
(1— (1ーg2)(1- go) 
产生 .但 从 


tt 
(1—-x) (1l—x)(l— x )(l—x) 
我 们 看 到 , 先 计 列 弄 所 成 级 数 每 项 与 前 两 项 相 加 ,再 让 得 到 的 级 数 
每 项 与 前 一 项 相 加 ,最 后 得 到 的 就 是 三 角形 数 所 成 级 数 ,下 面 列 的 
就 是 这 三 个 组 数 . 
1+ キラ 2+ キ 3 キオ すき 3+ 了 +8 二 10+12 ょ 14+16+19+ … 
] +2+ ャ オキ も + り 9+12116T20+25 す 30 36 エ 生得 ます 
1+3+6+10+15+21+28+36+45+559+66+78+91+ … 
反之 ,如 何 从 三 角形 数 所 成 级 数 得 到 列 朋 所 成 级 数 , 这 也 是 明显 
的 . 
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类 似 地 , 列 玉 所 成 级 数 , 由 分 式 


1 

(a (BG x) 
产生 ,用 

(1+z)(1+ テル + を (1 キテ ++%) 1 

(a olor) x) 
这 里 ,对 列 开 所 成 级 数 ,使 每 项 与 前 三 项 相 加 ,得 第 二 个 级 数 , 使 第 
二 个 级 数 每 项 与 前 两 项 相 加 ,得 第 三 个 级 数 ,最 后 使 第 三 个 级 数 每 
项 与 前 一 项 相 可 ,得 到 的 就 是 四 面体 数 所 成 级 数 .下 面 是 逐次 得 到 
・317 ・ 


的 结果 
1+1+2+3+S$+1+6+9+11+15+18+23+27+…* 
1 +2+4+7+ il+ 16 エ 23+31+ オ キオ 1+T 53+T67T83 了 
1l+3+7+13+22+3H4+ 人 0+10+ +%S+125+16l + + 
1l+4+10+20+35+56+84+ 120+ 165+ 220+ 286+264 エ …・ 
类 人 羽 地 ,从 列 Y 所 成 级 数 推出 二 阶 四 面体 数 所 成 级 数 , 从 列 列 所 成 
级 数 推出 三 阶 四 曾 体 数 所 成 级 数 . 
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反之 ,从 自然 数 ,三 角形 数 等 也 可 算出 表 中 各 列 ,下面 是 计算 
列 开 ,于 ,到 ,Y 的 中 间 和 最 后 结果 ， 
1 + す 2+ す 3 うす 4 すう 6+ 了 アキ エ 8+ す 9+ 10+・… 
1+1+2+2 +3+3+4+4+5+5S+… 列 开 
1+3+6+10+15+21+28+36+ 和 将 + 全 +… 
1 +2+ 和 キキ @+9 二 12+16+ 20+25+30+… 
1+1+2+3 す キ オナ 3+7+8+10+12+…- 列 還 
l+4+10+20+35+56+84+ 120+ 165+220+ … 
1 +3 ユ 7+13+22+ 34+S0+ 270+95+ 125 ょ … 
1 キラ う + オ + 了 イエ]11+16+23 す 31+41+ 53 + 
1+1+2 +3 す 5+6+9+11+13+18+ … 列 民 
1+ 5+15+33+70+126+210+ 330+495 + 71$ 4: 
1+ す 4+ す 1+24+46+ 80+ 130+200+ 295 420+ … 
1l+3+7+14+25+41 + 64 1+95+136+ E89+… 
l+2+4+7+12+18+27+38+1+53+71 + 
1+ ます 2+3+5+7+10+13+18+23+ … 列 ヤ 
这 是 四 组 级 数 ,其 第 一 行 的 项 ,依次 是 自然 数 ,三 角形 数 ,四 面体 
・ 318 ・ 


数 , 一 阶 四 面体 数 .第 二 行 的 项 帮 等 于 第 一 行 的 对 应 项 减 去 第 一 行 
的 前 :- 项 ,第 二 行 的 项 都 等 于 第 二 行 的 对 应 项 减 去 第 工行 前 两 项 
的 和 .类 推 下 去 ,从 前 一 行 的 对 应 项 减 去 本 行 草 三 项 的 和 ,第 中 项 
的 和 等 等 以 得 到 本 行 ,直至 得 到 我 们 所 求 的 开头 元 项 汶 1+1+2 
+…- 的 级 数 , 即 表 中 的 吉 瑰 . 
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表 中 各 列 开头 刀 项 都 相同 ,并 且 越 向 右 相同 的 项 越 多 ,可 兄 当 
列 无 穷 时 ,各 列 会 完全 相同 , 那 时 的 级 数 是 由 分 式 


(1x) wx) 429)(1 a GCT 他) 
产生 的 .这 个 级 数 是 递 推 的 , 为 得 到 递 推 尺度 ,展开 分 母 ,得 

1 一 一 wx + x x 
. 


仔细 观察 我 们 发 现 ,指数 为 3 六 号,n 奇 的 项 为 负 ，n 偶 的 项 为 
正 ， 
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遂 推 尽 度 訪 
+1, +1,0,0, -1,0, -1,0,0,0,0, + 1,0,0, + 1,0,0… 
因而 分 式 


i 
a eC ~ x (1 - 7 の)… 
产生 的 递 推 级 数 为 
]+ r+2x a + Sr 4 Tx + 11x d+]Sy 22x8+3029 
・ 319 ・ 


+42xm+S6x1+77824+101xB+13Sx44176x54+231x6+297x7 
+ 3854 + A004 + 62742 4 T9252 + 1002x2 + 1250x3 + 1$70x* + 


这 个 级 数 的 每 一 项 ,系数 都 等 于 指教 括 为 整数 之 和 的 种 数 . 例如 ,7 
拆 成 整数 之 和 的 种 教 是 15, 具 体 拆 法 为 
了 = 了 
= ニ 6+ 1 
7=5+2 
T=5$+1+1 
T=4+3 
7=4+2+1 
7=4+t1i+i+l 
7=3+3+1 
7=3+2+2 
7=3+2+1+1 
?7=3+l+l+i+l 
T=2+2+2+1 
7=2+2+1+1+1 
7=2+1+1+ti+l+l 
=l1+1l+lil+l+l1+1}+1. 


S 325 


(I+ x) (1+ rl + (E+ x x Ts9)… 
展开 ,得 级 数 

1 キタ オタ オフ 2 ピエ 2 ター 4 3 エ 449 4 Sr + Ga + Ba + 
Oz + 
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这 里 系数 等 于 指数 拆 虑 相 异 数 之 程 的 种 数 .例如 ,8 拆 成 相 异 数 之 
和 的 种 数 是 8, 这 8 种 拆 法 是 

9=9 

9=8+1 

9=7+2 

9=6+3 

9= ロ +2 ォ 1 

9=5+4 

りこ う +3+1 

9 ニオ +3+2. 
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为 对 这 两 个 表达 式 进行 比较 , 记 
P=( ロ ーー)( は ーー テ 2(1ー タ (1 wt) ~ (1 - 9)… 
O=(T+x) (+ x + + wt) x) (+ 9)… 
从 而 
P り =( ロ ーッ の (ロータ ィ ジ (ロー ィ の (1 0 テウ)… 
PQ 的 因 式 都 含 下 P 中 、 用 PO 除 P, 得 
3= 1- >)(1ー タ (1ー (1- (1 ーッ)…。 
从 而 


x) OT 
将 该 分 式 展 成 无 穷 级 数 , 则 所 得 级 数 的 每 一 项 ,系数 都 等 于 指数 拆 
成 奇数 和 的 种 数 . O 是 我 们 上 节 考 察 过 了 的 ,因此 我 们 得 到 定理 ， 
一 数 拆 成 相 异 整数 之 和 的 种 数 ,等 于 拆 成 奇数 之 和 的 种 数 , 奇 
数 可以 相 等 . 
・ 421 ・ 


$ 327 


我 们 已 经 看 到 了 
P=1l—-x—- x +x + x x +x+r 
. 
将 x 換 成 s*, 得 
Pol tt a Dt 
用 PP 隆 Pg, 得 
一 1 
只 = 5 
可 见 0 也 可 展 成 递 推 级 数 ,而 且 这 个 级 数 可 以 由 方 乘 上 


1- x x+tx tx 衝 


得 到 ,从 8 324 我 们 知道 


可 


=1+x+2 うー St Tx + lx + 35x + 22xs + 30x9 
+ー 
乘 它 以 
ーー キャリ ォ ル トー 
得 
t+ wt Dr + x xd Tx x 
TT 15a 
— xt 2 3 ST 
或 


l+x+x t+2r + Dx + Ix + dx + Sx + rs + 849+ ーー ニワ の . 


从 一 个 数 拆 成 可 以 相同 的 数 之 和 的 种 数 ,可 以 推出 拍 成 相 异 ， 


数 之 和 的 种 数 ,进而 又 可 推出 拆 成 奇数 之 和 的 种 数 . 
・ 322 ・ 
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还 有 几 种 情形 应 该 注意 ,它们 也 对 了 解数 的 性 质 有 帮助 .考虑 
(E+ x) (1+ (1+ x (+ x + t+ 
其 中 每 个 指数 都 是 前 一 个 的 两 倍 , 展开 式 为 级 数 
1 
可 能 会 问 ,这 个 级 数 是 按 几 和 何 级 数 一 直 延 续 下 去 吗 ? 我 们 来 回答 
这 个 问题 . 记 
Pe tt x (+ we) a 
设 其 展开 式 为 
Psltat t+ + ter + Bit m+ M+ 
将 x 换 为 x2, 得 莱 积 


(G+ lit x t+ x ) = 


对 展开 式 做 同样 能 代 换 ,得 
Lr =lt+as t+ iit yet da ey Cet, 


两 边 习 1 + x ,得 


P=l+x+ar ta +/ + B+ yx e+ yx + Bri + Hr? + 


l+x 


两 个 P 相 比较 ,得 

a=l,B=a,y=a,8=B,e=B, EY = 
结果 是 系数 都 为 1, 即 展开 式 确 实 是 按 儿 何 级 数 一 直 延续 下 去 ,是 
几何 级 数 


1 キル ナタ キタ キタ キタ キタ キャ リキ 


・ 323 ・ 
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* 的 各 次 咎 都 在 上 节 几 何 级 数 中 出 再, 并且 只 上 出现 一 次 .从 这 
上 几 和 级 数 等 于 鲍 积 
G+ x wo) + rt 4 (1 + wl + st) , 
我 们 得 到 : 每 个 数 都 可 表示 成 以 2 为 公 比 的 几何 级 数 
1,2,4,8, 16,32.…, 
的 项 的 和 ,并 且 表 示 法 是 叭 一 的 ， 

这 -- 竹 质 也 可 其 天 平 的 使 开征 者 到 冰 实 . 设 奔 码 的 克 数 为 1， 
2,4.8,16,32…, 用 这 样 的 丢 码 我 们 可 以 你 下 量 为 任何 克 数 的 物 
体 .注意 ,不 足 1 区 的 重量 ,这 时 不计. 有 出 重量 和 1,2,4,8,16,32， 
64,128,256,512 克 的 这 10 个 夸 码 ,我 们 本 以 称 1 多 到 1024 克 的 记 
有 重量 .如 果 再 加 上 一 个 1024 克 的 技 码 ,我 们 就 可 以 称 1 克 到 
2048 克 的 所 有 重量 . 
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用 更 少 的 夺 码 , 妈 用 以 3 为 公 比 的 几何 级 数 
1,3,9,.27,8],": 
的 项 做 俱 码 的 计数 ,也 可 以 称 任何 重 盟 . 这 里 不 足 一 克 的 重量 也 不 
计 . 但 这 里 有 -~ 点 与 前 节 不 同 .前 节 物 体 、 奔 码 分 置 两 个 托盘 ,这 时 
放 物 体 的 托盘 中 ,有 时 也 要 放 栈 码 . 这 是 因为 用 以 3 为 公 比 的 几何 
级 数 的 不 同 项 形成 所 有 的 数 时 ,需要 加 减法 并 用 .例如 ・ 
1=1 
2=3-1 
3 二 3 
4=3+1 
和 434 和 


12=9+3 
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为 证 明 上 节 结 论 ,我 们 考 甫 无 穷 滋 积 

(en 
= お. 
其 谨 开 式 中 的 指数 ,全 都 由 数 1,3,9,27,81… 经 过 加 减 两 种 运算 形 
成 ,我 们 问 ; 是 不 是 每 一 个 数 都 在 谋 开 式 的 指数 中 出 现 .次 回答 这 
个 问题 ,我 们 令 

ニー オナ ez + be tt ttltartidk t+ + Ori+ ers+ 
替 x 以 xi, 得 

Pp 


~ -- 心 - 4 司 3 在 せ 
ー = 
s+ a 7 


由 此 得 

P= ta ar FT テ ーー ォ 1T Ta Toy i 
axt + fla’ + Br + f+ 
两 P 相 较 ,得 


c= =e, y=, = = 
・ 325 ・ 


uac=l,b=a,c=ard= a0,e=b." 
这 样 来 ,我 们 得 到 
P=l+xr+x +r +x +x +x +r + 


[ 2 了 


Hi tr + | 
我 们 看 到 , 止 的、 负 的 每 一 个 数 都 在 展开 式 的 指数 中 出 现 , 也 即 ,每 
一 个 数 都 能 够 由 公 比 为 3 的 几何 组 数 的 项 通过 如 喊 黄 种 运算 得 
到 ,六 由 得 到 的 方式 只 有 -种 . 
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第 十 七 章 
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著名 数学 家 丹尼尔 " 贝 努 里 有 一 篇 研究 任意 次 方程 求 根 的 文 
章 ,发 表 在 彼得 堡 科学 院 通报 第 三 着 上 , 这 篇 文章 蛤 出 了 一 种 用 递 
推 级 数 求 代数 方程 根 的 近似 值 的 方法 ,近似 程度 很 高 .本 章 我 们 详 
纪 介 绍 这 一 方法 , 它 常常 很 有 用 ,但 对 的 方程 ,这 个 方法 无 效 ,用 
它 求 不 出 根 .我 们 先 考 忠 递 推 级 数 与 这 个 方法 有 密切 关系 的 一 些 
性 质 , 以 便 能 有 效 地 应 用 这 一 方法 . 
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递 推 级 数 都 由 有 理 分 式 产生 . 设 分 式 


a+ bzt+c +d + e+… 


1 ar- fi 7 ーー 
产生 的 递 扒 级 数 为 
A+ Bt C+ I+ Et Fi, 
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则 系数 
4 ニ g 
B=ad+t& 
C=aBt+M+t+ec 
D=aC+AB+7YA+tad 
E=aD+BC+7YB+64+e 
第 八 章 我 们 讲 了 , 通 项 ,也 即 が 的 系数 的 求法 是 : 先 把 有 理 分 式 表 
示 成 部 分 分 式 ,部 分 分 式 是 以 分 母 
las— fe ye 
的 因 式 为 分 母 的 分 式 . 
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通 项 主要 决定 于 分 母线 性 因 式 的 性 质 , 决 定 于 线性 因 式 中 有 

无 虚 的 ,有 无 相同 的 .我 们 对 不 同情 形 分 别 进行 讨论 , 先 考虑 分 母 

的 线性 因 式 都 是 实 的 , 且 都 不 相 闻 的 情形 , 记 此 时 分 母 的 线性 因 式 

为 
(ol ge) (1 nl- se) 

记 所 给 分 数 分 解 成 的 部 分 分 式 为 
-时 则 。 @ る 
pe 1-g ltg 

则 递 推 级 数 的 通 项 为 
p+ + 

记 它 为 Pe*, 也 即 记 zr 的 系数 为 P. 记 Px' 后 继 项 的 系数 为 0. 玉 

…, 则 递 推 汲 数 为 


A+B+ C+ De tt P+ Ot ly Rp, 


+ LE 国王 
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我 们 继续 写 这 弟 推 级 数 的 项 到 很 多 ,也 即 让 5 很 大 .两 数 ,一 
大 一 小 ,大 数 的 蜂 比 小 数 的 短 更 大 . 设 不 相等 的 p,g,r… 中 pp 最 
大 ,那么 很 大 时 ,与 Mp" 相 比 较 , 先 g ,区 -都 可 忽 咯 不 计 ， 因 
而 ,= 很 大 时 ,我 们 可 以 取 , 或 者 至 少 近 似 寺 可 以 到 


= 由記 
类 似 地 ,可 以 取 

四 = 对 pn+1， ーー 
从 而 

9 


由 此 可 见 , 级 数 继续 到 很 多 项 时 ,这 第 很 多 项 与 其 前 一 项 的 
比 ,就 是 px の が 中 最大 的 p 的 近似 慎 . 
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这 样 ,如 果 分 式 
a+ b+ + de + 
1-oz -应 -3 -Bt— 
分 母 的 钱 性 困 式 都 是 实 的 , 且 不 相同 ,又 如 果 分 母 的 线性 因 式 中 = 
的 最 大 系数 为 p, 那 么 ,从 分 式 的 递 礁 级 数 ， 我 们 就 可 以 求 出 线性 
因 式 1 - x. 在 求 该 因 式 的 过程 中 ,分 子 的 系数 ,pc,z,… 不 起 
作用 .事实 上 ,不 管 分 子 的 系数 取 什 么 值 , 求 出 的 最 大 数 p 的 值 都 
是 相同 的 .a 很 大 时 ,我 们 得 到 ぁ 的 近似 值 ,n 越 大 近似 程度 越 好 , 
p 比 9,r， 5… 它 们 大 得 趟 多 ,近似 程 度 也 越 好 ,mn 趟 向 无 穷 时 ,我 们 
得 到 p 的 真 值 .最 后 ,p 为 正 为 负 ,我 们 的 方法 是 一 样 的 ,因为 p 为 
正 为 负 ,其 者 都 是 增加 的 . 
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以 上 我 们 讲 了 应 用 递 推 级 数 求 代 数 方 程 根 的 方法 .知道 了 分 
母 
1 ar- pe アー 8 
的 因 式 ,也 就 知道 了 方程 
1— a- fy -=0. 
的 根 .1 - pz 为 因 式 , 则 z= 性 为 根 ,用 弟 推 级 数 求 得 的 是 最 大 的 数 
5p ;因而 得 到 的 是 方程 
1-az—pt -y=0. 
的 最 小 的 根 . 令 z= 二 ,方程 化 为 
ーーー0 
那么 ,我 们 得 到 的 就 是 这 个 方程 最 大 的 很 x = p. 
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这 样 一 来 ,如 果 给 了 方程 
ダー og トー y=, 
并 已 知 其 根 都 为 实数 , 且 不 相同 ,那么 最 大 根 的 求法 是 : 先 根据 所 
给 方程 的 系数 写 出 分 式 


a+b+e + + 

1 一 oz 一 R2- 755 
再 列 出 这 个 分 式 的 递 推 级 数 , 分 子 或 者 级 数 前 若干 项 的 系数 任意 。 
记 列 出 的 递 推 级 数 为 

At Bt C+ b+ + Pr + 0 エー。 


则 分 数 总 就 是 所 给 方程 的 最 大 根 ,n 越 大 ,近似 程度 越 高 
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例 1: 求 方程 
*ーー3z-1=0 
的 最大 根 . 
先 写 出 分 式 


取 该 分 式 递 推 级 数 前 两 项 的 系数 为 1 和 2, 则 级 数 的 系数 为 
1.2.7.23.76.251 ,829 2738, … 
从 而 分 数 


2738 
829 


就 是 所 给 方程 最 大 根 的 近似 值 .化 成 小 数 ,为 
3.3027744, 
最 大 真 根 为 


3+¥ 13 = 3.3027756 


比 我 们 求 得 的 近似 值 只 大 百 万 分 之 一 .我 们 指出 , 随 ”依次 增 大 ， 
分 数 允 比 真 根 大 比 真 根 小 交 某 ， 
例 2: 方 程 
1 


Pe 
sds の 


的 根 是 角 的 正 芝 ,这 每 个 角 的 三 倍 的 正弦 都 为 六， 


改写 方程 为 
1-6x +8xa=0， 


我 们 求 它 的 最 小 根 ,因而 不 需 换 z 为 二 . 写 出 分 式 


为 使 于 递 推 级 数 后 继 系 数 的 列 出 ,我 们 取 开 给 三 系数 为 0,0,1. 这 
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样 , 递 推 级 数 的 系数 为 
0.0.1.6.36.208 1200 ,0912 39808 ,229248-… 
最 小 根 的 近似 值 为 


39808 311 _ 
229248 = 1791 = 0.1736460， 


真 值 为 sin1P, 月 貢 敷 表 中 査 得 sinlOP = 0. 1736482, 出 我 们 算 
出 的 舗 大 で Goo 


10000000・ 

= 方 y, 所 给 方程 化 为 

1-3y+y =0 

该 方程 的 根 求 起 来 更 容易 , 类似 地 ,我 们 得 到 系数 
00,.1,3,9,26,75,2156,0622,1791 ,5157:…, 


最 小 根 的 近似 值 为 
_1791_199 _ 
タニ 157 $73 72949 
从 面 
x = 六 = 0. 1736475. 


这 后 一 个 近似 值 与 真 值 的 差 晤 前 一 个 的 约 三 分 之 一 . 
例 3: 求 例 2 中 方程 

0=1-6x+8x’ 

的 最 大 根 . 筷 z= 了 ,得 

-3y+1=0 

由 该 方程 产生 的 递 推 级 数 , 其 递 推 尺 度 为 0,3, - 1, 任意 取 定 乾 始 

三 个 系数 ,得 到 的 级 数 的 系数 为 
1,1,1,2,2,5,4,13,7,35,8,98, 一 11 、… 

这 系数 中 有 负 值 ,表明 最 大 根 是 负 的 ,实际 上 ,最 大 根 为 
t= saan ニー ロ .9396926. 
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我 们 让 任意 的 开始 三 系数 中 也 包 人 沼 负 值 , 例 如 
1 一 之 十 牛 一 了， 十] 条- 25 十 物 一 种 二 12 一 316+G05 … 


由 此 得 


- 605 005 
7= 6 x*= 一 63= -0.%7 
偏离 真 值 太 大 . 
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例 3 所 得 偽 高 真 値 太 大 , 其 主要 原因 是 方 竹 的 三條 真 根 
ー SINTP , + gnmSF。 + gin1F 
里 面 ,sin5P 比 最大 根 - sin70? 小 得 太 少 .在 我 们 的 计算 中 ,sin50p 的 
冲 与 ~ sin70p 的 卉 相 比 较 ,还 没有 达到 可 以 忽略 的 程度 . 偏离 真 值 
太 大 的 另 一 个 原因 是 , 求 到 的 偏 随 项 的 推移 而 太 大 太 小 交替 . 退 一 
歩 取 


ー 316 
7 で 2 
则 
-1 


这 是 因为 最 大 根 的 着 正 负 交 震 , 因 而 第 二 个 根 的 矢 交 若 地 与 它 相 
加 相 减 .要 第 二 个 根 的 影响 可 以 忽略 ,就 需求 出 级 数 的 很 多 项 ， 
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再 一 种 补救 的 方法 是 , 作 适 当 的 变换 ,把 根 的 距离 拉 开 , 例如 ， 
方程 
0=1T 一 6x+8x” 
以 一 sin70F ,sins0p ,sinlfp 为 根 , 作 代 换 x = 一 1 , 则 所 得 方程 
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0=8y 24y + 18y-! 
以 1 - mim7OP。1+ sinSP」1+ sinlW 訪 根 . 対 庶 す 原 方 程 最大 根 
- sin70P ,新 方程 中 1- sin7 び 基 最 小 根 . 原 方 程 中 的 中 同 根 sins, 
对 应 于 新 方程 的 最 大 概 』+ sinSP. 用 变换 的 方法 ,可 以 把 酝 何 一 
个 根 合 成 最 大 根 或 最 小 根 . 从 而 就 可 以 用 前 面 的 方法 求 出 它 .由 于 
1 -sin70P 远 小 于 另外 两 个 根 , 几 递 推 级 数 可 以 很 容易 地 算出 它 . 
例 4: 求 方 程 
0=8y -24y° + 18y- t 
的 最 小 很 .1 减 去 这 个 最 小 很 得 sin7 び . 
令 了 = う zx; 得 
0= デ ジー6 デ ェ ィ 9z-1. 
求 最 小 根 的 递 推 级 数 ,其 递 推 尺 度 为 9, - 6,1; 求 最 大 根 的 递 推 级 
数 , 其 递 推 尺度 为 6, -9,1,. 求 最 小 根 的 遂 推 级 数 ,其 系数 为 
1,1,1,4,31,256,2122,17593,145861,*…, 
z 的 近似 值 为 
17593 
“一 145861 


=0.12061483 
从 而 

y=0.06030741, 
由 此 得 . 

amn7( ア = ニ 1- ャ =0.93969258 , 
甚至 最 后 一 位 也 与 真 值 相同 .从 这 个 例子 中 我 们 看 到 , 求 根 时 变量 
替换 的 作用 是 很 大 的 .配合 上 变量 替换 ,用 递 推 级 数 法 ,就 不 仅 可 
以 求 出 最 大 和 最 小 根 ,而 且 可 以 求 出 任何 一 个 很 . 
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给 定 一 个 方程 ,已 知 它 的 一 个 很 很 靠近 数 .这 时 令 x -天 =y 
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或 x = y+ 下 ,我 们 得 到 一 个 新 方程 . x -天 是 新 方 可 的 最 小 根 . 外 
汶 它 比 别 的 根 小 很 多, 所 以 可 从 弟 推 级 数 很 容易 地 求 得 .把 下 加 
到 求 得 的 根 上 去 ,就 得 到 原 方 程 的 根 . 这 -- 技 巧 芷 至 奔 方 程 有 复 根 
时 也 可 以 使 用 . 
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特别 地 ,符号 相 友 数值 相等 的 两 个 模 , 不 用 上 节 技 巧 ,它们 中 
任何 一 个 都 不 能 从 递 推 级 数 求 出 . 比如 方程 有 根 p 和 -~ p,p 为 最 
大 根 . 此 时 即使 把 绥 数 继续 到 无 穷 , 也 求 不 出 户 来 .我 们 来 看 一 个 
具 迟 例子 .方程 

x x -Sx+5=0 
有 根 45 和 -xy5, 且 v5 为 最 大 和 根 , 用 来 求 最 太 根 的 级 数 ,其 递 推 尺度 
为 1,5, - 5, 其 系数 为 

1,2,3,8,13,38,63,188,313,938,1563,.: 
邻 项 比 不 趋向 任何 常数 . 请 注意 , 隔 项 比 趋向 最 大 箭 的 平方 , 即 近 
似 地 有 


实际 上 ,只 要 网 项 比 赵 向 常数 ,这 常数 必 为 所 求 根 的 平方 .为 了 求 
出 根 x =Y5, 我 们 作 蔡 换 x = Y+2, 得 方程 
1-3y~5y -y=0, 
产生 该 方程 最 小 根 的 级 数 , 其 系数 为 
1,1,1,9,33,145,609,2585,109045,:* 
景 小 根 的 近似 值 为 


2585 
10945 = 0.2361 , 


2.2361 近似 地 等 隆 原 方 程 前 最大 根 Y5. 
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产生 递 推 级 数 的 分 式 , 其 分 子 的 选取 完全 随意 ,但 选取 当 否 ， 

对 计算 的 难 易 影响 很 大 , 照 $ 334 的 假定 ,我 们 的 递 推 级 数 ,其 遵 
项 为 

下 (时 p" + 如 和 二 信 rr 二) 
其 中 的 时 ,如 , 区 … 决 定 于 分 式 的 分 子 .对 的 大 小 决定 着 计算 最 大 根 
P 的 速度 的 快 惯 .所 完全 不 出 现时 ,即使 把 级 数 延 长 得 青 远 ,也 求 
不測 最大 根 . 分 子 中 舎 有 因 式 1- pe 时 ,就 是 这 种 不 出 现 的 情形 . 
此 时 1- 到 将 从 计算 中 消失 . 例如 ,方程 

x -6x +10x-3=0 
的 最 大 根 是 3. 取 分 式 

_ 1-3z 

1-6z+ 1022 -3 
则 递 推 级 数 的 递 推 尺度 为 6, - 10,3, 系数 为 

1,3,8,21,55,144,377,.…* 


邻 项 比 不 趋向 3 .实际 上 ,这 个 级 数 是 由 分 式 


1-3r+2* 
展 成 的 , 邻 项 出 趋向 的 是 方程 


x ~3x+1=0 


的 最 大 根 . 
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可 以 选取 分 子 , 使 得 通过 递 推 级 数 , 能 够 求 出 方程 的 任何 一 个 


根 . 入 分 母 中 分 出所 求 根 対 記 前 因 式 , 取 其 余 因 式 的 乗 科 作 分 子 、 
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就 能 达到 我 们 的 目的 .以 刚才 讨论 过 的 方程 为 例 , 如 果 取 1- 3s 
+ x 性 分 子 , 那 名 分 式 

ーー 1-3z+z 

1-6z+ 10z*ー3z2 
产生 的 递 推 级 数 ,是 一 个 几何 级 数 ,其 系数 为 

1 39.27 81 243」… 
由 此 立即 得 到 根 x =3. 实 际 上 这 分 式 是 

1 
1-3z 
可 见 , 如 果 取 允许 任 选 的 开始 几 项 成 几何 级 数 , 且 等 于 方程 的 

模 的 短 , 那 么 整个 递 推 级 数 将 成 为 几何 级 数 . 这 个 级 数 就 给 出 方程 
的 根 . 这 个 根 可 以 既 不 是 最 大 祖 也 不 是 最 小 根 . 
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为 保证 内 递 推 级 数 求 得 的 根 一 定 是 最 大 的 或 最 小 的 ,选取 的 
分 子 应 该 与 分 母 没有 公 因 式 . 取 1 作 分 子 就 可 以 保证 这 一 点 .这 
样 ,级 数 的 第 一 项 为 1, 后 续 项 就 完全 由 递 推 尺 度 决 定 . 这 样 做 我 
们 一 定 可 以 得 到 方程 的 最 大 和 根 或 最 小 根 . 
例如 ,给 定 方 程 
y -3y+1=0. 
我 们 求 它 的 最 大 根 . 递 推 尺 度 为 0.3, - 1, 取 第 一 项 为 1, 我 们 得 到 
递 推 级 数 的 系数 为 
i-0+3-1+9-6+28-27+90-~100+207- 517 + 1000 
ー 1848 + 3517 ー 6344 + …。 
邻 项 比 为 负 , 收 化 于 常数 ,表明 最 大 根 是 负 的 ,近似 地 有 


ー6544 
y= 3517 = 一 上 .06051741 


这 个 很 应 该 等 于 -1.86793852. 这 里 收 伍 如 此 之 慢 的 原因 ,前面 讨 
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论 过 ,是 因为 有 另 一 个 数值 比 最 大 根 小 得 不 多 的 正 根 存在 . 
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天 す 人 逸 推 緩 数 求 根 法 , 我 条 導 了 一 般 道 理 , 対 珍 了 会 引 旭 困 秦 
的 特殊 情况 ,介绍 了 所 高 计算 速度 的 技巧 , 壕 举 了 -一些 例子 ,大 家 
已 经 看 清楚 了 这 一 方法 的 作用 , 剩 下 要 讲 的 还 有 两 点 , 即 方程 有 重 
根 和 虚 根 的 情形 .假定 分 式 
a+be+e +d ti 
1-ar— fe — yo — Or 
的 分 母 含 有 因 式 (1 - pz)*, 其 余 的 因 式 1- gz ,1 - m,… 都 是 单 重 
的 .该 分 式 递 推 级 数 的 通 项 为 
a((nt+1)dp" + Hp" + gr よ …). 
nr 增 大 ,我 们 看 看 这 通 项 在 p 是 和 不 是 最 大 要 时 的 情形 .mp 是 最 大 
根 ,由 于 系数 ぁ +1 的 存在 ,中 p" + 多 gr* +… 消 失 得 不 如 单 根 时 快 ， 
p 不 是 最 大 根 ,比如 gq >p, 此 堵 (n + 1) 刀 pr 的 消失 ,与 区 g" 相 比 也 
不 快 . 总 之 ,有 重 根 时 , 求 最 大 根 的 计算 量 要 更 大 ，. 
例 1: 方 程 
ーー 3% と エキ オニ 0。 
重根 z 为 最 大 根 . 
我 们 由 前 而 的 方法 来 求 它 的 最 大 根 .考虑 分 式 
1 


1-3z+ 4 が 
1,3,9,23,57,135,313,711,1593,.…:, 
我 们 看 到 用 前 项 除 后 项 ,商都 大 于 2, 这 原 攻 可 从 通 项 中 找 .从 の 
的 系数 中 去 掉 区 六 -…, 剩 下 的 为 
Cn +t 1)Np" + Bp", 
338 ・ 


从 了 + 的 系数 去 掉 相 应 部 分 , 剩 下 的 为 
(n+2)Np"+1l+ Bpr+!, 
后 被 前 除 ,得 
{n+2) 闭 +3 
(n+1)A+ BP 
只要 nr 不 增加 到 无 窃 ,该 式 恒 大 于 p. 
例 2: 方 程 
ーー ァ デー3 ェ 3=0 
- 工 为 重 根 ,最 天 根 为 3. 
我 们 用 递 推 级 数 求 最 大 根 , 递 礁 尺度 为 1,5,3, 系 数 为 
1.1、6.14.47,135,412,1228,… 
这 个 级 数 很 快 地 就 给 出 3. 这 是 因为 -1 的 矢 即 使 车 上 +1, 与 3 
的 敌 相 比 , 变 小 的 速度 也 是 快 的 . 
例 3: 方 程 
x +x -8xr-12=0, 
根 为 3, -2, 一 2. 
对 该 方程 使 用 弟 推 级 数 求 根 法 ,最 大 根 的 出 现 要 慢 得 多 . 递 挫 
多数 的 率 数 妨 
1, ~—1,9, -5,65,3,457,347,3345,4915,.…, 
虹 得 到 根 3, 需 将 这 系数 继续 到 很 远 . 
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类 似 地 ,如 条 有 三 个 因 式 相同 , 即 分 母 的 一 个 因 式 为 《1 - 
严 ) ,其 余 的 因 式 为 上 - gq ,1 - mz,，…, 则 递 推 级 数 的 通 项 为 


と Da+229 + n+l Bp + Gp" + Sg" + Cr 


于 
如 采 p 导 最 大 根 ,又 如 果 m 够 大 ,使 得 笑 の かー 所 天 相册 可 以 
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铂 略 .那么 从 递 推 级 数 ,我 们 得 到 根 的 近似 值 为 
(az+2)(1 +3) 对 + (n+2) 吧 + 区 

一 一， 
う (a+1)(n+2) 聞 +(a+D 短 + 6 


除非 ”被 大 , 即 除非 x 为 无 穷 大 ,这 个 分 数 将 伍 大 于 p ,事实 上 ， 
它 等 于 


(七 二 21 外 十 始 
P+ 1 a. 
っ (m+1 ポ かす 2) + tn + B+E 
如果 p 不 是 最 大 根 , 那 么 它 的 计算 更 难 , 可 见 , 用 递 推 级 数 求 根 ， 
当 重 根 的 方程 比 不 含 重 根 的 方程 要 难得 多 ， 
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现在 我 们 来 看 看 分 式 分 母 有 虚 因 式 时 , 递 推 级 数 的 情形 , 设 分 
式 
at+hs+ e+ d+ 

1 a- fi ye dr 
在 実 因 式 モー gz,1 -点 ,… 之 外 ,还 有 一 个 三 项 因 式 1 - 2pzeosg 
+ p ?7, 它 含有 两 个 线性 虚 因 式 .记分 式 的 递 推 级 数 为 

A+ Bit C+ Dt + Pr OI, 
从 #218 我 们 知道 ,系数 

p= mnt p+ Dinng, ,gon , Dr + 


の 
如 果 p 小 于 gq,r,… 中 的 一 个 , 则 方程 
x ax ll Amt yx 3 .=-0 
的 最 大 极 是 实 的 .用 递 推 级 数 求 这 个 最 大 根 时 , 跟 方 程 不 舍 虚 根 设 
有 什么 不 同 . 
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内 要 共 牧 劇 根 的 息 小 子 最大 究 概 的 平方 , 虚 根 的 存在 対 最 大 
实 根 的 求法 就 不 产生 干扰 . 如 果 共 斩 虚 根 的 积 等 于 戴 大 于 最 大 实 
根 的 平方 ,那么 从 佣 推 级 数 就 得 不 到 最 大 实 根 , 原 因 最 ,在 这 种 情 
况 下 ,即使 级 数 继 续 到 无 穷 , 敌 pr 与 最 大 实 根 的 同 次 磊 相 比较 也 
不 消失 ,下面 举 儿 个 例子 ,证 实 这 里 所 讲 . 
例 1: 求 方程 
x —2x—-4=0 
的 最 大 实 根 . 
该 方程 的 因 式 是 
(x—2)(x +2x+2) 
我 们 看 到 实 根 为 2, 虚 根 积 为 2, 小 于 实 根 平方 , 实 根 可 用 递 推 级 数 
求 出 .从 递 推 尺度 0,2,4 得 递 推 级 数 的 系数 为 
1.0.2.4.4.16.24.48,112.192.416.832」…・ 
由 此 得 实 和 根 为 2. 
例 2: 方 程 
x —4x +8x -$=0 
实 根 为 2, 两 虚 根 的 积 为 4, 等 于 实 根 的 平方 
我 们 用 递 推 级 数 来 求 这 个 实 根 ,看 结果 怎样 .为 简化 结果 , 令 
*=2*。 得 
-2y+2y-1=0 
由 此 得 递 推 级 数 的 系数 为 
] 2.2.1.0.0.1.2.2.1.0.0,1.2.2.1,… 
是 循环 的 .我 们 的 结论 只 能 是 : 戴 者 最 大 根 不 是 实 的 ,或 者 最 大 实 
根 的 平方 不 大 于 虚 根 的 积 ， 
例 3: 方 租 
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x 3x :+4x -2=0, 
实 根 为 1, 虚 根 的 积 为 2. 
从 递 推 尺 度 3, - 4,2 得 弟 推 级 数 的 系数 
1,3,5,5,1, —7,—15,—15, +1,33,65,65,1…, 
有 正 有 抽 ,从 它 我 们 得 不 到 实 根 1. 
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假定 两 个 虚 根 的 积 p? 大 于 任何 实 根 的 平方 ,那么 站 趋向 无 穷 
时 ,与 沽 到 相 比 ,和 苦 gr', 癌 ,…: 者 可 以 忽略 ,这 样 我 们 有 
P= Msin(n + 1) + Wsinng 。 


sing 


0 = eintn +2)% + Bsin(n + De 


SIm の 


を < Usin( n+ 2) の + 9sintm+1)@ ~ 


Hsint n + 1) 9 + Bsinng 
即使 = 为 无 穷 这 个 表达 式 也 不 取 常 值 ,因为 正弦 的 值 时 正 时 负 ， 


是 摆动 的 . 


从 而 
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类 似 地 ,可 以 得 到 分 式 他 和 页, 从 这 两 个 分 式 消去 中 和 又, 并 


2 
8 
co 
由 这 两 式 得 
R* ~ OS 
PN OPR’ 


利 
cosp = OR- PS 
2v (0°— PR)(R:- 08) 
因此 ,如 果 将 递 推 级 数 延 续 到 , 同 顺 p* 相 比 其 它 根 的 硕 都 可 和 忽 赂 
时 ,那么 用 这 里 的 方法 就 可 求 出 三 项 式 因 式 1 -2pzcosg + pz7. 
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上 上 节 络 果 的 推导 ,经验 不 够 丰富 的 读者 可 能 感到 困难 .这 里 我 


们 详细 做 一 下 ,从 与 我 们 得 到 
Posin(n +2)p + BPpsin(n + Dp = WOQsin(n + 1 
+ Qsinng, 


从 前 

革 Qsinngp ~- Ppsin(n + 1}w 

BB Ppaintn+2)¢- Qsintn + 1)@~ 
类 似 地 ,得 


由 両 式 右端 相 等 得 
Opeinnpein(n + 3) 9 - Opain(n + 1)9sin(n+2)9 
0 = | - QRsinngpesint n +2}p + ORsin( nt Ll} point n + 1)@ 
ー Pop’sin(n + Depsin nt+3) p+ POpsint(n + 2) gsin(nt+2)9 
利用 


sinasinb = テ cos(a ー ち ) ー テ ces(g +b) 
得 
0= 广 0p(cos3p ~ cos) + テ OR(1 ー cos2o ) 
+3 PP ー cos2o ) , 
除 以 广 Q ,得 
(Pp + R)(1- cos2p) = Op(cose — cos3 の )、 


由 

cos = CO82 の COS の + Sim2 の gim の tf 
各 . 

coad wp = cos2 的 CO8 的 — sin2 wsing 。 
得 

cos の — Co83 の = 2sin2psinp = dsin’ peasg. 
区 

1 - cos2o =2sinm の , 
从 而 

Pr?+ R=20Qpcosg, 
进而 

2 

ep ER 

类 似 地 ,得 
2 

p= ES 

由 这 两 式 得 到 前 节 结 果 
_ /ERE-0S 

p= 02 - PR 

种 


"dd ， 


0 OR-PS 
fT 2V(0 两 XI 08) 
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如 果 产 生 递 推 级 数 的 分 式 ,其 分 母 售 有 见 个 不 相等 的 三 项 式 
因 式 ,那么 看 看 从 8219 开始 的 几 节 所 给 出 的 通 项 ,我 们 就 会 明 
日 ,这 求 根 会 怎样 地 不 淮 确 ,我 们 指出 一 点 ,如 果 求 到 了 比较 舍 近 
一 个 实 真 根 值 ,那么 通过 对 方程 敌 变 换 , 可 以 求 出 更 靠近 真 根 的 
值 .事实 上 , 置 x 等 于 比较 靠近 真 根 的 值 与 y 的 和 , 求 新 方程 的 最 
小 根 y, 求 得 的 这 个 y, 加 上 比较 上 车 近 真 根 的 值 ,就 是 x 的 更 靠近 
真 根 的 值 . 
例 4: 方 程 
ァ ー 3 ヶ -+5 ヶ ー 和 オニ 0 
有 一 个 靠近 1 的 根 , 因 为 x=1 时 
ーー +5x -4= -1 
令 x=1+ ¥; 则 
1-2yー ア =0 
我 们 求 这 个 方程 的 最 小 根 ,以 2,0,1 为 递 推 尺度 的 级 数 ,其 系数 为 
1,2,4,9,20,44,97,214,472,1041 ,23296,…， 


由 此 得 最 小 根 y 近似 地 等 于 
1041 _ 
2595 = 0.453397 
从 而 
x = 1.453397. 


这 个 值 与 真 值 靠 得 很 近 .用 别 的 办 法 很 难 这 么 容易 地 求 得 这 个 值 . 
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如 果 一 个 级 数 延 续 到 革 项 以 后 , 它 接近 于 一 个 几何 级 数 ,这 时 
用 一 项 队 后 项 , 商 就 是 对 应 方程 的 根 . 设 
P,0,R,S,T, 
是 递 推 级 数 延续 到 了 根 远 处 的 项 ,已 经 成 几何 级 数 , 这 时 
T=as+BR+ YO0+ 6P, 


即 递 推 尽 度 为 a, + 8, + 7，+B 令 号 = x， 
nt 4 


ーー + 


找 它们 大 上 面 的 方程 ,得 


Xx = ax + /+ 和 二 个， 


可 见长 确实 是 方程 的 ~ 个 根 ,这 一 点 和 前 面 的 方法 告诉 我 们 , 改 是 
方程 的 最 大 根 . 


则 
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这 种 求 根 方法 常常 也 可 以 用 于 项 数 无 穷 的 方程 .作为 例子 ,我 
们 考虑 方程 


总 き 1 
2 6 T1205040 + 
其 最 小 根 是 3 或 < 半 国 的 驱 度 数 , 改 写 方程 为 
1 22+ 瑟 -二 + = 笑 ， 
递 推 尺度 为 
10410_ 
2,0, -~ 3 , 心 ， + 5520 0， 


级 数 的 系数 为 
23 4 
1,2,4, 3 * 43° 
外 而 我 们 近似 地 有 


2408 . 


1681 ー 
60 45 7 の 


呵 周 与 直径 的 比 我 们 知道 ,* 的 長 債 慶 入 0.523598, 我 何 求 得 的 倫 


的 误差 为 52655. 我 们 的 方法 在 这 里 的 情况 下 是 有 用 的 ,因为 根 全 


是 实 的 , 旦 其 余 的 根 都 高 最 小 根 够 远 .在 无 穷 方程 中 这 样 的 情况 不 
多 见 , 所 以 我 们 的 方法 在 求解 无 穷 方程 时 很 少 使 用 . 
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我 们 已 经 讨论 了 两 类 无 穷 一 一 无 穷 级 数 和 无 穷 乘 积 , 现 在 讨 
论 第 三 类 一 一 连 分 数 . 到 目前 为 止 ,对 于 连 分 数 的 研究 还 不 多 ,但 
人 和 尾 广泛 地 应 用 于 无 穷 分 析 , 这 是 无 疑 的 .我 们 已 经 举 过 使 这 种 应 
用 成 为 可 能 的 例子 .本 章 所 讲 , 对 算术 和 普通 代数 都 颇 为 有 益 ， 
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连 分 数 是 这 样 的 分 数 ,分 母 是 整数 与 分 数 的 和 ,这 分 数 的 分 母 
义 是 整数 与 分 数 的 和 ,类 推 下 去 ,这 过 程 可 以 无 穷 地 向 下 延续 ,也 
可 以 在 某 一 点 停止 . 连 分 数 分 为 两 类 ,一 类 为 


1 


好 十 
| 


9 キー ディ 
e キ ーー 
gg 十 


十 


f+ mn 
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召 十 
+ 
第 一 类 ,分 子 全 是 1, 我 们 要 考察 的 主要 是 这 一 类 .第 二 类 ,分 子 可 
以 是 任何 数 . 
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前 面 给 出 了 连 分 数 的 形状 ,接着 要 司 的 第 一 件 事 , 是 念 样 把 连 
分 数 化 为 分 数 .为 了 能 找 出 规律 ,第 一 步 只 取 一 个 整数 , 接 下 去 每 
步 增加 一 屋 分 数 .这 样 我 们 得 到 


如 三 旺 
1 abt+tl 
+ jp 


b+ 
+ 1 bed +ab+t+adt+ecd+l 
1 本 bed+b+a 
b+ 1 
c+ 
+ 1 _ bde + abe + ade + cde+ahet+atc+t+e 
bt bode + be+ de + bc +1 
e+ 
好 十 一 


Pr 


”348 ， 
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从 这 些 分 数 本 身 我 们 看 不 出 ,分 子 分 母 是 依 怎 样 的 规律 由 宇 
母 a,b,ce,d,… 形 成 .但 细心 的 读者 可 能 已 经 看 出 了 ,一 个 分 数 是 
怎样 出 前 两 个 分 数 形成 的 .方法 是 :分 子 等 于 前 一 个 分 子 与 新 字母 
的 积 加 上 再 前 一 个 分 子 , 分 母 依 同样 的 规律 由 前 两 个 分 母 和 新 字 
母 形成 . 按 顺 序 写 出 字母 <,b,c,d,…, 作 分 数 的 上 标 ,在 字母 下 
面 写 出 相应 的 分 数 ,成 为 

oa: b, で 。 ad, € 

1 a aob+l octat+e obd+abt+adtecd+l 

OE 65 ， be+l ” bed+btad  ' ! 
从 第 三 个 分 数 开始 ,每 一 个 分 子 都 等 于 前 一 个 分 子 与 其 上 标 之 积 
加 上 再 前 一 个 分 子 .分 母 也 依 同 样 的 规律 出 前 两 个 分 母 和 上 标 形 


成 .为 了 一 开始 就 能 使 用 我 们 的 规律 ,我 们 加 上 了 分 数 十 , 它 不 属 


于 连 分 数 .这 每 一 个 分 数 都 给 出 连 分 数 到 前 个 上 标 字母 处 为 止 的 
值 . 
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对 第 二 类 连 分 式 


トキ ーー ニー 
pi 
or 

ひ 

g 十 


如 十 


上 了 十 ma 
类 伏地 ,我 们 有 


= 
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な _ abed + pad + acd + Yab + oy 


トト 


pre- bd +t+ mh 
c+ 
a 
和 
并 ， ゅ 。 で ョ  。 本 r 
エ aabte ak+hatac abcd+fbad+acd+yab +ay 
D1’ & ’ bc+ga * pg + A+ M 
性 3 8, ¥: 8, E 
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第 二 类 比 第 一 类 ,在 上 标 字母 a,5,c,4d,… 之 外 ,添上 了 下 标 


字母 <,8,y,9,…. 第 一 二 两 个 分 数 也 为 十 和 全 .之 后 的 每 一 个 
分 数 ,分 子 都 等 于 前 一 个 分 子 与 其 上 标 之 积 ,加 上 再 前 一 个 分 子 与 
其 下 标 之 积 ,也 即 新 分 子 是 两 个 积 之 和 ;分 母 的 形成 规律 与 分 子 相 
同 ,等 于 前 一 个 分 母 与 其 上 标 之 积 , 加 上 再 前 一 个 分 母 与 其 下 标 之 
积 .这 样 得 到 的 每 一 个 分 数 ,给 出 的 都 是 连 分 数 到 前 一 个 分 数 上 标 
处 ( 含 上 标 ) 的 值 
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如 果 分 数 继续 到 用 完 最 后 的 上 下 标 ,那么 这 最 后 一 个 分 数 给 
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出 的 ,就 是 连 分 数 的 真 值 .前 面 的 分 数 都 是 连 分 数 的 近似 值 ,高 蜡 
后 一 个 分 数 越 近 的 近似 程度 越 高 .假定 连 分 数 


et" 
显然 第 一 个 分 数 十 比 x 大 ,第 二 个 分 数 全 比 x 小 ,第 三 个 分 数 
e+ 六 又 比 * 大 ,第 四 个 又 比 * 小 ,等 等 .也 部 ,这 些 分 数 出 大 比 


* 小 交 蔡 .显然 ,每 一 个 分 数 都 比 前 一 个 更 昔 近 真 值 .这 样 一 来 , 即 
使 连 分 数 继 续 色 无 穷 ,只 要 分 子 a,P,y,5,… 不 是 太 大 ,我 们 都 可 
以 迅速 简便 地 得 到 x 的 近似 值 , 如 果 分 子 都 是 1, 那 就 更 不 成 问 
题 . 
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为 进一步 腹 清 算出 的 分 数 对 真 值 的 扯 近 ,我 们 考察 算出 的 分 
数 的 差 .第 一 个 分 数 不 考 虚 . 第 三 减 第 二 , 差 为 
家 
b 日 
第 三 减 第 四 , 差 为 
op __ 
b(be+p)’ 
第 五 减 第 四 , 差 为 
っ 
(Be + Bbed + Ad + yb) 
等 等 . 由 此 得 到 连 分 数 的 值 可 以 用 级 数 
三 _ 吧 
Rd 
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表示 . 如果 连 分 数 不 继 续 到 无 穷 ,这 级 数 的 项 数 就 也 是 有 限 的 . 
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这 样 ,我 们 就 找到 了 一 种 方法 ,将 去 掉 了 字母 a 的 连 分 数 展 
开 成 符号 交错 的 级 数 , 例如 


= 告 
p+ 


で 十 8 


从 上 节 结 果 我 们 有 


re 98 只 
b blbe+p) (be+B)(bed+ Bd+ Yb) 
on 
(bc + BP)(bode + Ble + Ybe + bc + BE) 
如果 ga,B,Y,5,… 不 是 递增 的 ,例如 全 为 1, 叉 如果 分 母 中 的 & ,5， 
c ,8 … 全 为 正 整 数 , 则 连 分 数 可 展 成 一 个 收敛 很 快 的 级 数 表 示 . 


§ 365 
我 们 考虑 反问 题 ;化 交错 级 数 为 连 分 数 , 设 交 错 级 数 为 
‘x=A- B+C-D+E- Ft 


将 这 里 的 4, B,C,… 与 连 分 数 化 成 的 绥 数 的 项 相 比 较 ,那么 从 得 
到 的 下 列 左 式 推出 对 应 的 右 式 


・ 333 ・ 


4= 人 を c= Ab 
B_ 8 = 
4 如 + 有 Cal(be + 8) 
+ 
Er Kg- の 
M+ 
p81+8) © 82drp+») 
C bede + Bde + Yhe + Obe + BB thet BNC- の 
由 
Bbe 
B= 
得 
b+h = 
从 而 
y=- ACd . .. 
(4- お )( お ーー の)? 
由 
bed + Bd + yb = (e+ dt = + ゴー) あこ で ) 
_ ABbd 
(A- BHEB-C) 
得 
b+ 到 + 区 Bd 
bec+8 CB-C' 
从 而 
ゅ ニー de _.. 
(て 刀 -ー CCー の )・ 


类 似 地 ,我 们 得 到 


ec- Ceef 
(C- DD-E) 
・ 354 ・ 


等 等 . 
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为 了 更 清楚 地 说 明 这 规律 ,我 们 令 
P=b 
0= bc+H 
R= peg す 記す 75 
S= bde+ Bde + Yhe + Sbc+ 


了 = bodef + Bdef + Ybef + Shcf + ebed + ed + Eyb + POF 
『 = bedefd + Pdefd + Yhefy + Shcfg + ebedg + ebcde + efidg + 


ede + eybg + eybe + ifg + edbe + ef8. 
这 些 表 达 式 可 写成 

QO= Pec+p 

R= Cd + アア 

S = e+ の の 

了 = 村 + 让 

= I+ tS 


利用 字母 P,Q ,RR,… 我 们 有 


sa, ,op 
P OR RS ~ ST 
$ 367 
由 假设 


A B+riC-D+rE-F+ 


・ 333 - 


in 


Sm NS le Fl 2 
由 
se 
下 
> 多 总 


| 


FN 


QRS QS 5s 
の - E= HR DY 
使 每 个 差 与 它 下 面 的 一 个 相 乘 ,得 
(4 - B)(B- C)= A EC 
(B~ CC-D)= BCle $5 = th-D) 
(C- DD-E)= CD = -ss; 
由 
りか の = BA 


了 
Y= A- BB 


ー の ) 


ュー BDde 
(8B8- CC 


C 
モイ どー の )( り 


上 节 求 出 了 分 子 a， 
定 , 我 们 选择 整数 的 ぁ ,c 
当然 这 以 4, 于,C，… 
行 都 取 左 得 右 


[まえ 本 王 王 1 


即 交 错 级 数 


克 二 六 一 晴 二 位 一 


可 表示 成 连 分 数 


ー の ) 


一 再 ) 
$S 368 
pa, i 8,"…, 分 母 bc, gd,e,… 由 我 休 途 


gg 要求 使 得 aip,7y,S,… 为 整数 ， 
为 整数 作 前 提 . 假 定 这 前 提 具 备 , 下 面 逐 


D+E-F+*, 


・357 ・ 


1 及 + 此 一 一 一 
Br 
お ーC キ ピー 
ビー D+ 
S 309 


如 果 交 错 级 数 的 每 一 项 都 是 分 数 ,例如 
1 1 1 


1 1 1 ... 
A BC DIE 


Bod 拉 
TF - AYMC- BY 
3 Che 

(CC- BD-C) 

Def 
ED- CHE-D) 


下 面 逐 行 都 取 左 得 右 


=A4A, «=1 

c=#-A, B= A 

t= B, y= BB 

e=D-C, 全 = CC 
从 而 x 化 成 的 连 分 数 为 


” 398 ・ 


B-A+B 2 
どー ゼ ガオ 二 ーー で ュー 
例 1: 化 无 穷 级 数 
1 ュー エエ ュ エ キー エー 1 
2 3 4 5 
为 连 分 数 . 
这 里 


| = 1 お = ニ 2. で ど =3, か ニオ 
所 给 级 数 的 值 为 log2 ,我们 得 到 
1 


log2 = ーー 
1 + 
] + 
1 + 
1+ 9 
1+ で ーー 
例 2: 化 无 穷 级 数 
zl11l 1,1... 
4 3 5 7 7 9 


为 连 分 数 .r 表示 直径 为 1 的 贺 的 周 长 . 
依次 取 A,8,C,DD,-… 为 1,3,5,7,… 我 们 得 到 


开 _ 1 
4 1 
] + 
2+2 
2+ 将 
2, 沁 
+ っ 
取 倒 数 ,得 


・ 359 ・ 


2+… 
这 是 Ford Brouncker 给 出 的 圆周 率 , 的 表示 式 . 
例 3: 设 给 定 的 无 穷 级 数 为 
1 1 1 


ァ ニ ーー ー 十 … 
m mtr m+2n m+t+3n 


那么 出 
A=m,B=m+tn,C=m+2n, 
我 们 得 到 该 级 数 化 成 的 连 分数 为 
1 
一 
m+ (m+ny 
"(n+2n) 
3 
+， 
取 倒 数 ,得 


例 4:§ 178 我 们 得 到 


cs ーー 
nl lll. 
ain Mm rm nt+m 2n-m 2n+m 
这 里 
4=m,B=n-m,C=n+mD=2n-m,; 
从 而 


* 360 ・ 


则 


rn の を と (た ポッ タロ - 
一 3 
Dm る 可 ) 
rmt 
ゞ 370 


・ 加 果 角 数 的 項 由 逐 項 添加 因 式 的 乗 息 柳 成 , 即 


- キ 0 1 1 0 1 . 1 .. 
ツー 4 AB 4BC 4PCD ARCDE 一 


ヵ 
4 
be 


wm 
tr 
| 


Bd 
7 ミイ お -D(C-1) 
a Cde 

で どー1)( 選 -1) 


ef 
(D-DD(E-1) 


b=#; 则 a=1 
c=B8-1, 则 B86=4 
d=C-1, 旭 y=8B 
ae=D-1, 则 8=C 
f=E-t, 则 e=D 
・ 361 ・ 


站 


我 们 得 到 


B-1l+2 C 
ロー1+ 
ジー ユネ ミー 生 
例 1: 化 9 123 求 得 的 级 数 
1 」 1 1. 1 1 
e111+12 12:3112.3:4 
或 
1 1 1 1 
l= 12*123 12341 
为 连 分 数 . 
这 里 
A=1,8B=2,C=3,D=4,.…, 
我 们 得 到  “. 
1 1 
1- 一 = 
如 tt 
2 
] + 
3 
了 十 
4 
3 十 
4+3 
人 +， 


为 氛 赔 开始 部 分 的 不 规律 ,我 们 求 得 


3+ 
5 
4+ 


例 2:$ 134 得 到 ,等 于 半径 的 红 ,其 余弦 等 于 
二 スウ + 


,ll 1 1  … 
2 2:12 2・12・30 2・12・30・36 
我 们 化 它 为 连 分 数 . 
这 里 
A=1,B=2,C=12,D= 0,EF=56,.…, 


记 所 给 级 数 为 x, 则 


3 
人 + Es + 


$ 371 


设 级 数 的 形状 为 
タニ スー B+ Cr D+ Ft Fe + 


な = /AD 


ニオ ナー pe 
Ag 
アニ ィ (4 - BB- CG) 
3 Bd 
(B- CC- I) 


-CR _ 
= PD- EE) 


・ 363 ・ 


Ft 


b=1, 则 a=4 
c=A—Bz, B= 
d=B- GN y=AC 
e=C- ,NE = Bh 


FE 


从 而 


BG Bk 
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为 得 到 更 一 般 些 的 结果 ,我 们 取 


= bey _ 

AMz — Bly 

_ ACM* cd 
リー(4Mz - Bly) {BN - CHy) 


DN 


りこ て BAz - CMy) (CO: ~ DNy) 


t=L, 则 m= 
"94 ・ 


“CC- 严 + 


c= AM: — BLy, 则 B= Ly 
d= BN:z- CMy, 则 Y=ACM?y 


e = COs - DNy, 天 8 = BDN? yz 
f= DPz - EQy, 则 = = CEO? yz 
所 给 级 数 化 为 连 分 数 
区 二 3 4 
J 2 A 
ACM? 
AMz — Bly + A 
BDN? yz 
BNz — CMy + co — DNy + 一 
$ 373 
最 后 取 级 数 的 形状 为 
_ 4 _ ABy , 4BCY* _ 4BCDY’ ， 
タテ ー リ を Je IMNOs 
这 时 我 们 得 到 
。 4 
エエ 
BY 
太 - 


Mcdys 
ME = By) (Ne Cy) 
p= Ndeys 
-并 


ー EOefys 
"(Oz-Dy)(Pz- Ey) 


为 得 到 整数 值 ,我 们 以 
b= Jz, 从 而 0 = 4z 


”365 ・ 


c= Mz - By, 从 而 B= Blyz 
d= 一 ,从 而 Y= CMyz 
e= 人 -下 ,从 而 分 = DNyz 
f= Pz -By, 从 而 6 = EO 


我 们 得 到 连 分 数 
区 = 生 
Pr+2 -一 
Mz rT 
As 一 G+ yi 
或 
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用 化 级 数 为 连 分 数 的 方法 ,可 以 得 到 无 数 个 连 分 数 ,项 数 无 
穷 , 值 已 知 . 前 几 章 讨论 过 的 级 数 , 其 中 一 些 就 可 以 化 为 连 分 数 ,我 
们 已 经 举 了 不 少 化 级 数 为 连 分 数 的 例子 . 反 过 来 , 连 分 数 也 可 化 为 
级 数 ,级 数 的 和 ,当然 就 是 连 分 数 的 值 .但 我 们 还 是 需要 一 种 方法 ， 
能 直接 算出 连 分 数 的 值 . 因为 很 多 级 数 ,其 至 是 简单 的 级 数 ,它们 
的 和 根本 求 不 出 ,或 者 虽 能 求 出 ,但 太 麻 烦 ， 


$ 375 


值 用 别 的 方法 易 求 , 化 成 的 级 数 ,其 和 根本 求 不 出 , 连 分 数 


・ 366 ・ 


2 二 1 
2 十 う + 
就 是 这 样 的 ,这 个 连 分 数 分 母 都 相等 .用 前 面 给 出 的 化 连 分 数 为 级 


数 的 方法 ,得 分 数 序列 
0, 2, 2, 2, 2, 2，2，…， 


0° 1° 27 5° 12° 29’ 0* 
从 该 序列 得 级 数 
*= ニ リ + マ ーー っ 2.5 す 512 12:239 29:70” ， 
两 项 两 项 合并 ,得 
_ 22 .2 ， 
を ャ ニ ]・5 T5299 29.169 * 
或 
。-1 2. 2. . 
ー う て 212 12・ 
又 由 
1 0 1 1 1 
を ニオ ー 2・2x5 ) 2・5・12 2・12・29 
ょ エー 1 1 1 4， 
4 2・2・5 ” 2・5・12 2・12・29 
我 们 有 
1 1 1 1 1， 
=4 15 2.12 3・29 12・70 


兄 然 这 个 组 数 强 收敛 ,但 关于 它 的 和 ,我 们 一 无 所 知 . 
§ 376 


我 们 考虑 分 母 都 相等 或 分 母 循 环 的 连 分 数 .这 种 连 分 数 , 按 循 
・ 367 ・ 


环节 去 掉 开头 若干 项 ,其 值 不 变 . 例 如 上 一 节 的 连 分 数 


x + 2x=1, 
从 而 
ミミ +1 =Y2 。 
我 们 得 到 这 个 连 分数 的 值 为 
Y2- 1 
上 节 化 这 个 连 分 数 为 级 数 的 那个 序列 , 它 的 分 数 越 来 越 靠 近 
本 节 得 到 的 这 个 值 , 而 且 速 度 很 快 .用 有 理 数 台 近 这 个 无 理 数 , 钨 


怕 很 难 找到 更 快 的 方法 .Y2 - 1 与 掀 是 很 兢 近 的 ， 


Y2 -1=0.41421356236, 
而 


29 _ 
70= 0.41428571428 ， 


误差 是 在 十 万 分 位 上 . 


$ 377 


连 分 数 通 近 2 的 方 根 /2 ,这 速度 之 快 我 们 看 到 了 .下 面 我 们 看 
看 它 对 另外 一 些 数 的 方 根 的 逼近 ,同样 是 很 快 的 . 
令 
- 368 ・ 


= 1 
全 ,1 
2 1 
,1 
2 好 十 "3 
我 们 有 
を 
或 
+ar=1, 
从 而 
_ ] gag Va+d4d-a 
和 = 一 他 人 十 十 4= う 。 


根据 这 一 结果 ,就 可 以 用 连 分 数 化 成 的 分 数 去 逼近 方 根 Y a? +4, 
今 a 取 1,2,3,4,…, 我 们 就 可 以 逼近 方 根 /5 ,2,V13,W5,Y 29, 


v10,v 53,…. 却 


1。 1, 1, 1, 1, 1， 
0 1 1 2 3 5 .1-1 
1” 1) 2 3) 5 8 ー 2 
2, 2。 2。 2, 2, 2, 

12 2⑳9 
3。 3。 3。 3。 3。 3, 
0 1 3 10 33 109 .. /EB-3 
17 3 7) 10° 33’ 109 7"360 た) 7 2 
4。 4。 4, 4, 4, 4, … 

2 
1 4 12" "30522 5-2 


须 指出 ,a 的 值 越 大 选 近 的 速度 越 快 .例如 在 我 们 列 出 的 这 最 后 一 
・ 369 ・ 


305 
YS=2+ ち つら ・ 
音 差 小 ーー ニニ ーー ,5473 是 下 一个 分 数 业 2 的 分 母 
” 1292-.5473" $473 
$ 378 
上 节 方 法 只 能 求 两 平方 之 和 的 平方 根 , 为 推广 到 其 它 数 , 我 们 
取 
% = l 
a + 1 
b+ 1 
@g + 
b+ 
e+ ュー 
这 时 
ー 1 Bix 
wi 1 ー め 1+ gg" 
+ 
bt+x 
或 
ea 二 Er ニカ 
从 而 
ャ =ー オ 6 ょ よさ 。 bt eb tA vV の が +46 


有 了 该 式 ， 我 们 就 可 以 求 所 有 对 的 平方 要 例如 ， 念 =2,85=7, 则 
-= +. ー ニ 7+ 3Y7 
2 ， 


通 近 这 个 * 的 分 数 序列 为 
ルリ ルル 


・370・ 


0 1 7 15 112 239 
1 7 97157327239” 510° 
从 而 近似 地 有 
ー7+3 マ 7 239 
2 ~ 510? 
或 
2024 _ 
.了 = っ cs = 2. 6457516， 
实际 上 
y7 ニ 2.64575131 
、 3 
误差 是 10000005: 
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我 们 把 循环 节 进 一 步 扩大 成 三 个 数 , 取 


在 十 
1 
b+ ] 
c+ 
@ 十 
] 
b+ 1 
で 十 
g 十 ・ 
史 
1 ] 
テー 1 一 c+ 
* 1 t+ 
ロ 十 エ 
ー ar 二 这 十 1 
“(abr+rils tabtat+e’ 
或 


(ab +l)x + (cgーb5+c) う x+1, 


・ 371 ・ 


从 而 


abc-a+b-e+v tlabctat+b+c) +4 
2Cab + 1) - 
根 导 下 又 是 两 平方 之 和 , 同 于 第 一 种 情形 .类 似 地 ,扩大 循环 节 成 


四 字母 a,8,c,d, 效 果 同 于 含 两 字母 的 第 二 种 情形 . 类推， 


党 二 
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连 分 数 既 然 可 以 用 来 求 平方 视 , 事 实 上 就 是 它 可 以 用 来 解 二 
次 方程 .我 们 进行 的 几 个 开平 方 运算 ,那里 的 x 就 都 是 一 个 二 次 
方程 的 根 .和 反 过 来 ,我 们 也 可 以 把 二 次 方程 的 根 表示 成 连 分 数 , 设 
二 次 方程 为 


X2 axt+b 


划 
b 


ルオ て 。 
i 


把 分 母 x 换 成 我 们 求 得 的 x ,得 


鞠 二 妆 十 


站 十 一 


再 搞 ,继续 下 去 ,就 得 到 x 的 无 穷 连 分 数 表 达 式 


& + 


但 是 这 个 连 分 式 用 起 来 不 方便 ,因为 分 子 不 是 工 


站 十 


$ 381 


连 分 数 在 算术 中 有 着 应 用 .首先 分 数 都 可 以 化 成 连 分 数 . 设 分 
・372 ・ 


数 为 
A 


"HB 
这 里 4> 吾 .用 吾 除 4, 记 商 为 a, 记 余数 为 C; 再 用 余数 C 除 除数 
如 , 记 商 为 5, 记 余 数 为 D; 接 下 去 ,用 余数 D 除 除数 C; 将 这 用 余数 
语 到 余数 为 零 停止 .事实 上 这 是 计算 4,5 
公 因 数 的 算法 ,可 以 写成 


お !4=g 
CIB=b 
DIC=e 
五 | 号 = 可 
PF: 
根据 除法 性 质 我 们 有 
A 
4=gg+ で 入曽 到 = + 5 っ > 
SB ,DC I 
B= 8C+ 了 ,从 而 六 =8+ 关 及 = D’ 
b+ 
で EDD 1 
+ 
D 
D= 拒 + 记 ,从 而 守 =d+ EE 
ED 4 が 
十 
E 
自 上 而 下 有 未 级 代 人 ,得 
x= 和 =a+ 皇 =at e+ = 
b+ b+ 
の 了 下 
“器 


最 后 x 可 用 求 得 的 商 e,#,c,dz,… 表 未 成 
・373 ・ 


ルー ロト ] 
ちゅ +ー 
c+ ! ーー デー デー 
过 十 1 
它 チェ 
例 1: 化 分 数 成 分 子 都 为 1 的 连 分 数 .先进 行 求 1461 和 59 
的 最 大 公约 数 的 运算 
59 11461 = 24 
1118 
281 
236 
45159 = 
145 
14145 = 3 
142 
3114=4 
|12 
213 = 
12 
112=2 
12 
0 
由 此 我 们 得 到 
1461 1 
59 ダキ ーー 
1 + 
3 + 1 
4+ l 
1 + 
例 2: 小 数 可 以 化 成 分 数 ,因而 也 可 以 化 成 连 分 数 . 我们 化 
Y2 = 1.41421356 = 1 人 1356 
为 连 分 数 ,先进 行 求 最 大 公约 数 运算 
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100000000 141421356 
82842712 100000000 | 2 


我 们 看 到 ,化 成 的 连 分 数 ,分 母 将 都 是 2, 即 


Y2=1+ 1 


这 是 我 们 已 经 知道 了 的 ， 
例 3: 数 e 是 一 个 特别 值得 注意 的 数 , 它 的 自然 对 数 为 1, 它 的 
值 为 
e =2.718281828439. 
我 们 化 


eg 一 1 


= 0.8591409142293. 
为 连 分 数 .先进 行 求 最 大 公约 数 运 算 
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8391409142295 | 10000000000000 | 1 
8451545146224 B591409142295 | 6 
13986399607 1 140859O8S7704 | 10 
139312S57916 1398G39960710 | 14 
551438155 18 
5330224488 22 


继续 下 去 ,我们 得 到 商 
1,6,10,14,18,22;26,30,34,…, 
从 第 二 个 开始 ,这 商 构成 算术 级 数 .由 此 我 们 得 到 


e-1 1 
っ = 


1 + 


这 一 结果 可 由 无 穷 分 析 给 以 证 实 . 
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小 数 可 写 为 分 数 ,分 数 可 化 为 连 分 数 ,从 连 分 数 我 们 可 以 得 到 
一 个 分 数 序 列 , 序 列 中 分 数 近 似 于 这 连 分 数 , 当然 也 近似 于 这 小 
数 . 了. Wallis 讨论 过 用 分 子 分 母 更 小 的 分 数 去 近似 给 定 的 分 数 .我 
们 的 方法 得 到 的 结果 最 好 ,最 好 的 含意 是 ,分 子 分 母 如 不 加 大 ,这 


结果 最 接近 给 定 分 数 ， 


例 1: 求 直径 与 圆周 之 比 , 求 得 的 比 ,如 果 分 子 分 母 林 加 大 ,应 
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该 是 最 精确 的 .从 小 数 3.1415926535… 用 狠 转 相 除 法 得 到 的 商 所 
成 序列 为 

3.7,15,1.292.1 1。…・ 
由 该 序列 构成 的 分 数 为 

1 3 22 333 355 103993 


07177 10671137 33102 ° 
第 二 个 分 数 给 出 直径 与 图 之 比 为 1:3, 如 果 分 子 分 母 不 加 大 ,这 当 
然 是 最 精确 的 近似 ;第 三 个 分 数 给 出 阿 基 米 德比 7:22; 第 五 个 分 
数 给 出 的 是 hdrianus Metius 比 ,其 误差 比 J3-3335; 还 小 . 提 一 名 ， 
序列 中 的 分 数 比 真 值 大 比 真 值 小 是 交替 的 ， 

例 2: 用 最 小 的 数 表示 一 天 与 一 个 平均 太 骨 年 的 比 . 一 年 是 

365 天 5 了 小 时 4 分 务 秒 .写成 分 数 ,一 年 是 
20935 

86400 
天 -我 们 关心 的 只 是 这 分 数 . 它 纵 出 的 商 序 列 为 

4,7,1,6,1,2,2,4, 
由 此 得 到 的 分 数 序 列 是 

0 1 7 8 55 63 181 


1 7 4 29)337227 72607747* 
毎年 比 365 天 多 出 $ 小 肘 和 委 分 55 秒 ,第 二 个 分 数 告诉 我 们 ,每 4 
年 多 出 约 一 无 , 怖 略 历 就 是 这 样 的 ,4 年 一 国 ,400 年 100 疾 . 精确 
些 取 第 四 个 分 数 , 是 每 33 年 多 出 8 天 . 再 精确 些 , 取 第 七 个 分 数 ， 
是 每 747 年 多 出 181 天 , 照 此 计算 ,每 400 年 多 出 7 天 , 格 列 历 ( 即 
公历 ) 就 是 这 样 的 , 它 把 丹 略 历 400 年 中 的 3 條 央 年 政 威 了 平 年 , 
即 400 年 9 国 . 
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英 译 者 序 ( 摘 译 ) 


17 48 年 版 时 ,这 赛 节 的 序言 只 印 在 上 册 ,为 方便 读者 , 英 译本 
将 愿 序 中 与 下 册 有 关 的 部 分 摘 印 于 下 类， 
上 出 英 译 本 受到 的 欢迎 使 笔者 加 紧 了 下 册 的 翻译 ,本 人 很 荣 
幸 能 够 效力 于 这 部 著名 教科 书 英 译 本 的 出 版 ,希望 欧 拉 的 思想 在 
数学 界 深 受 喜爱 、 广 为 传播 . 


作 者 序 


触 到 的 学 生 ,他 们 学 习 无 穷 分 析 之 所 以 遇 到 困难 ,往往 是 由 
于 初等 代数 准备 不 足 . 昌 然 无 穷 分 析 并 不 要 求 初 等 代数 的 
全 部 知识 和 技能 ,但 有 些 必 备 的 东西 ,初等 代数 或 者 完全 没 讲 ,或 
者 讲 得 不 够 详细 .本 书 力 求 把 这 类 东西 讲 得 既 充 分 又 清楚 , 求 得 完 
全 弥补 初等 代数 对 无 笼 分 析 的 不 足 . 书 中 把 相当 多 的 难点 化 易 ,使 
、 得 读者 么 步 地 ,不 知 不 觉 地 掌握 到 无 穷 这 一 思想 ,有 很 多 通常 归 无 
穷 分 析 处 理 的 问题 ,本 书 使 用 了 代数 方法 ,这 清楚 地 过 明了 分 析 与 
代数 两 种 方法 之 问 的 关系 
本 书 分 上 .下 两 册 , 上 册 讲 纯 分 析 , 下 册 讲 必要 的 几何 知识 ,这 
基因 为 无 穷 分 析 的 讲解 常常 伴 以 对 几何 的 应 用 . 别 的 书 中 都 讲 的 
一 般 知识 本 书 上 .下 央 都 不 讲 , 本 书 所 讲 的 是 别处 不 讲 , 或 讲 得 太 
粗 的 ,或 唱 讲 但 所 用 方法 完全 不 同 的 . 


下 烛 讨 论 的 问题 ,一 般 地 说 都 属于 高 等 几何 .一 般 教科 书 讲 这 
一 带 分 时 都 从 图 锥 曲线 开始 ,本 书 先 讲 曲 线 的 一 般 理论 ,再 讲 圆锥 
曲线 ,为 的 是 能 够 应 用 曲线 理论 去 研究 任何 一 种 曲线 .本 书 锌 用 拭 
述 曲 线 的 方程 ,而 且 只 用 这 种 方程 来 研究 曲线 ,曲线 的 形状 和 基本 
性 质 都 从 方程 推出 .我 党 得 这 种 处 理 方法 的 优越 性 ,在 圆锥 曲线 上 
表现 得 最 帘 出 .此 前 人 们 用 几何 或 分 析 方法 进行 处 理 ,都 显 生 硬 ， 
不 自然 .我 们 先 从 二 阶 曲线 的 通用 方程 推出 了 二 阶 曲线 的 一 般 性 

"+ 


质 , 接 下 去 根据 有 无 伸 向 无 穿 的 分 支 ,也 即 是 否 界 于 某 个 有 限 区 域 
之 中 ,对 二 阶 线 进 行 了 分 类 .对 于 无 穷 分 支 ,我 们 进一步 考虑 分 支 
的 条 数 ,并 考虑 各 条 分 支 有 无 渐 近 线 .这 样 我们 得 到 了 通常 的 三 种 
圆锥 曲线 .第 一 种 是 枉 圆 , 它 位 于 一 个 腿 区 域 之 中 ;第 二 种 是 双 
曲线 , 它 有 四 条 伸 向 无 窃 的 分 支 , 趋 向 两 条 渐 近 线 ; 第 三 种 是 抛物 
线 , 有 两 条 伸 向 无 窃 的 分 支 ,没有 渐 近 线 ， 

接 下 去 ,对 三 阶 线 用 类 似 的 方法 ,阐述 了 其 一 般 性 质 ,并 将 它 
分 为 6 类 ,事实 上 是 把 牛顿 的 72 种 划分 成 了 165 类 .对 这 一 方法 
我 们 的 描述 是 充分 的 ,不 难 用 它 对 更 高 阶 曲 线 进 行 分 类 . 书 中 用 它 
对 四 阶 曲 经 进行 了 分 类 . 

在 分 阶 进行 考察 之 后 ,我 们 转向 了 寻求 曲线 的 共同 性 质 , 讲 了 
曲线 的 切线 和 法 线 , 也 讲 了 用 密切 加 半径 表示 的 曲率 .这 些 问 题 现 
在 一 般 都 用 徽 积 分 来 解决 ,但 本 书 只 在 通常 代数 的 基础 上 对 它们 
进行 讨论 ,为 的 是 使 读者 能 够 比较 容易 地 从 有 穷 分 析 过 渡 到 无 鹤 
分 析 . 我 们 也 对 曲线 的 的 点 , 尖 点 ,二 重点 和 多 重点 进行 了 讨论 , 讲 
了 和 如何 从 方程 求 出 这 些 点 ,求法 都 不 难 ,但 我 不 否认 用 微分 学 的 方 
法 来 求 更 容易 .我 们 也 讲 到 了 基于 二 阶 尖 点 这 个 有 争论 的 问题 .二 
阶 尖 点 , 即 有 同 朝 向 的 两 段 强 收 语 于 它 的 尖 点 .我 们 讨论 的 深入 程 
度 不 越 出 看 法 一 致 的 范围 . 

我 加 写 了 几 章 ,用 来 讨论 具有 某 些 性 质 的 曲线 的 求法 ,最 后 络 
出 了 与 加 有 关 的 几 个 问题 的 解 . 

作为 学 习 分 析 的 必 备 知识 ,我 们 添上 了 一 个 关于 曲面 的 附录 ， 
讲 了 如 何 用 三 元 方程 表达 曲面 的 性 质 ,然后 有 照 曲线 那样 ,根据 方程 
的 阶 将 曲面 分 了 类 ,并 证 明了 只 有 -- 阶 曲面 才 是 平面 .根据 伸 向 无 
穷 的 部 分 将 二 阶 曲 面 分 成 了 六 类 ,对 更 高 阶 的 曲面 也 可 以 用 类 侈 
的 方法 进行 分 类 ,我们 通过 方程 对 两 个 曲面 的 交 线 斌 行 了 讨论 , 交 
线 多 数 都 不 在 一 个 平面 上 . 

这 里 申明 一 点 , 书 中 很 多 东西 是 别人 已 经 得 到 了 的 , 恕 我 没有 
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一 一 指出 ,本 书 力求 简短 ,如 果 加 上 关于 问题 历史 的 说 明 , 那 将 突 
破 本 书 的 篇 幅 限 制 . 作 者 可 聊 以 自 抑 的 是 ,本 书 对 别人 已 经 得 到 了 
的 东西 ,其 中 很 多 是 用 男 一 种 方法 进行 讨论 的 .很 希望 广大 读者 从 
方法 新 和 全 新 的 东西 中 ,特别 是 从 全 新 的 东西 中 得 到 益处 ， 
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通常 视 变量 为 可 以 取 一 切 值 的 量 ,因而 几何 上 用 无 穷 直 线 (这 
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图 1 
里 记 为 矿 , 克 图 1 表示 变量 .在 无 穷 直 线 XS 上 到 定 一 个 点 4 , 拿 
4 和 作为 厂 上 一 切 量 的 起 始点 , 则 线 眉 4P 的 长 度 就 是 变量 的 一 个 
确定 的 值 , 不 同 的 4P 表示 变量 的 不 同 的 值 ,整个 的 RS 表示 変量 
的 一 场 值 . 
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设 无 穷 直 线 RS 表示 的 变量 为 *, 那 么 RS 上 的 线段 就 可 以 表 
不 % 的 每 一 个 确定 的 值 .例如 ,到 点 4 作 P, 则 这 长 度 为 零 的 线段 
4P 就 表示 x =0 这 个 值 ,点 P 高 点 4 越 远 ,线段 4P 表示 的 x 值 越 

* 1 ・ 


大 . 
线段 4P 的 长 为 横 标 , 横 标 表示 变量 x 的 确定 的 值 . 
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由 和 地元 究 真 儀 RS 从 点 4 向 左 向 右 都 伸 向 无 穷 远 ,所 以 x 的 
正 值 负 值 它 都 可 以 表示 . 如果 取 右 側 的 x 丸正 , 那 久 左 側 的 銀 自 
4P 就 表示 负 的 x. 事 实 上 ,点 P 离开 4 布 移 时 线段 4P 增长 , 它 所 
表示 的 x 值 增 大 ,反之 ,点 P 左 移 , 则 4 值 减 小 ; 当 点 P 与 4 重合 
时 ,x 值 为 零 ;点 P 继续 左 移 时 ,x 值 将 小 于 零 , 为 负 , 也 即 , 取 4 
点 右 侧 的 4P 为 正 , 则 堪 侧 的 4P 为 负 , 也 可 以 取 左 侧 为 正 ,那么 右 
侧 就 为 负 . 
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我 们 来 看 看 ,用 无 穷 直线 表示 变量 x 的 时 候 ,几何 上 x 的 函 


图 2 
数 尝 样 表示 . 设 y 是 x 的 一 个 函数 ,那么 当 x 为 一 个 确定 值 时 ,我 
们 得 到 一 个 确定 的 y 值 .用 无 穷 直线 R4S( 见 图 2) 表 示 x 值 ,并 假 
定 RS 上 方 的 y 值 为 正 , RS 上 的 y 值 为 零 , RS 下 方 的 y 值 为 负 , 那 
人 么 ,对 4P 确定 的 每 一 个 x ,我 们 引 RS 的 垂 线 MP ,使 线段 MP 等 于 
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对 应 的 y, 当 y 值 为 正 时 , 重 线 MP 在 RS 上 方 ,y 值 为 负 时 ,PM 在 
RS 下方. 
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图 2 所 表示 的 送 條 画数 ,x=0 時 , ャ = AB,x= AP 时 ,Y= PM, 
#*=4 时 ,y=0x=4P 时 ,如 果 7 的 值 为 负 , 则 三线 PW 在 直线 
RS 下 方 ,x 为 员 值 时 类 似 ,y 植 为 正 , 则 用 石上 方 的 复线 表示 它 ， 
y 值 为 针 , 则 用 RS 下方 的 垂 銭 , 例 加 Pm 表示 它 . 如 果 对 某 个 x 
值 ,例如 = 45, 函 数 y=0, 则 王 线 长 为 霍 . 
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上 述 方 法 使 局 上 的 每 一 个 点 严 都 有 一 个 对 应 点 型, 4P 为 一 
个 * 值 , PM 垂直 于 厂 , 是 PhW 的 长 等 于 4P 所 表示 的 那个 * 所 对 
应 的 y 值 .点 于 的 位 置 ;7y 为 正 时 ,在 RS 上 方 jy 为 负 时 ,在 RS 下 
方 ;y 为 零 时 ,在 MB 上 , 即 P.M 重合 , 终 2 上 ,点 号 和 思 处 ,P 和 
凡是 重合 的 .点 诗人 全 体 构 成 一 条 直线 或 曲线 ,这 直线 或 曲线 由 请 
数 y 决定 .x 的 任何 一 个 函数 y ,我们 都 可 以 用 这 样 的 方法 把 它 变 
成 几何 上 的 一 条 直线 戟 曲线 ,这 线 的 性 质 由 函数 决定 ， 
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由 证 数 y 我 们 可 以 确定 对 应 曲线 上 的 每 一 点 ,从 而 确定 整个 
曲线 ,曲线 上 对 应 于 P 的 点 用 了 PM 的 确定 而 确定 .我 们 可 以 这 
样 确定 曲线 上 的 每 一 点 .反之 ,对 于 曲线 上 的 每 一 点 瞩 , 直线 RS 
上 都 有 一 个 点 尸 与 它 对 应 . 过 曲线 上 点 所 引 纵 标 , 记 垂 足 为 P, 这 
P 就 是 放 的 对 应 点 ,这 线段 4P 的 长 就 是 x, 纵 标 PM 的 长 就 是 
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的 值 , 即 鸯 线 上 的 点 都 由 函数 y 确定 . 
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让 一 个 点 机 械 地 连续 运动 ,可 以 画 出 很 多 不 同 的 线 .每 做 一 次 
这 样 的 运动 都 得 到 一 条 完整 的 具体 的 曲线 . 但 我 们 主要 考虑 由 天 
数 产 生 的 莫 线 ,这 种 曲线 更 适 于 解析 处 理 , 更 适 于 徽 积 分 , 的 任 
何 一 个 函数 都 给 出 一 条 线 , 直 线 或 曲线 .反之 ,每 条 线 也 都 决定 一 
个 函数 .可 见 , 我 们 研究 的 任何 一 条 曲线 ,其 性 质 都 由 这 样 的 一 个 
函数 确定 :从 则 线 上 任意 一 点 时 向 直线 到 引 维 标 WP , 则 数值 等 
于 线段 4P 之 长 的 x 所 对 应 的 是 数值 y 应 该 为 纵 标 MP 的 长 ， 
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从 土 面 对 则 续 的 描述 看 得 出 ,可 将 曲线 分 为 连续 的 和 不 连续 
的 .不 连续 的 也 称 为 混合 的 ,连续 曲线 可 以 用 x 的 一 个 确定 的 范 
数 表 示 . 如 果 曲 线 的 不 同 部 分 ,如 BM, MD, DM 等 由 不 同 的 医 数 
确定 ,比如 BM 部 分 由 一 个 函数 确定 ,而 MD 部 分 由 另 一 个 函数 确 
定 , 等 等 , 则 称 它 为 不 连续 的 ,或 者 混合 的 ,或 者 不 规则 的 .不 连续 
赐 线 不 由 一 个 划一 的 规律 构成 , 面 是 由 几 个 连续 部 分 合成 


10 
几何 主要 讲 连 续 山 线 .后 面 我 们 将 证 明 : 依 某 种 不 变 规 则 机 械 
地 运动 ,这样 画 出 的 曲线 都 可 用 一 个 函数 表示 ,也 部 都 蚌 连 续 曲 
线 . 设 mEBRMDM 是 可 以 用 x 的 画数 y 表示 的 连续 曲线 ,那么 在 直 
线 褒 上 取 定 了 4P 表示 的 *, 则 Y 的 值 就 等 于 纵 标 PM 的 长 . 


"， 上 


11. 


在 曲线 的 这 样 的 定义 之 下 ,曲线 方程 中 极 常 用 的 几 个 术语 者 
可 继续 使 用 ,首先 称 表示 x 的 直线 为 轴 或 箔 卡尔 直线 . 

称 x 值 的 起 始点 为 原点 , 称 轴 上 表示 x 确定 值 的 那 一 部 分 ， 
即 4P 为 模 标 .从 横 标 端点 P 牌 直 于 轴 表 到 曲线 的 直线 DM 叫 纵 
标 ,也 称 纵 标 为 直角 线 , 因 为 它 与 轴 成 直角 .也 可 以 取 织 标 与 轴 成 
斜 角 , 那 时 的 纵 标 也 称 为 斜 角 线 .只 要 不 特别 声明 ,我 们 都 采用 直 
角 纵 标 . 
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这 样 , 记 横 标 4P 为 x, 即 4P=>y, 则 函数 y 告诉 我 们 纵 标 PW 
的 天 小 , 即 PM = y. 连续 曲线 的 性 状 都 由 一 个 函数 + 表示 , 即 都 由 
yx 和 常数 的 一 个 关系 式 表示 . 轴 RS 上 的 4S 部 分 表示 正 横 醒 , 
4R 部 分 表示 人 负 横 标 , RS 上 方 为 正 纵 标 区 城 , RS 下 方 为 负 纵 标 区 
域 . 


$ 13 


由 * 的 任何 一 个 函数 我 们 也 都 得 到 一 条 连续 曲线 ,事实 上 ， 
先 让 * 联 从 0 到 %% 的 所 有 正 值 , 求 出 对 应 于 每 一 个 x 的 y 值 ,并 用 
纵 标 表示 出 来 ,y 为 正 时 纵 标 在 轴 的 上 方 ,为 负 时 在 轴 的 下 方 .这 
样 我 们 就 得 到 了 曲线 的 BMM 部 分 .然后 让 = 取 从 0 到 - e 的 所 
有 负 值 , 则 对 应 的 y 值 确定 曲线 的 BEm 部 分 . 两 部 分 合 起 来 就 是 
表 数 摘 述 的 整个 曲线 . 


§ 14 


由 Y 是 zx 的 函数 并 ,或 y 为 x 的 显 函 数 , 或 y 与 x 由 一 个 方程 
相 联系 .总 之 ,每 条 曲线 都 下 以 由 变量 x 和 y 所 构成 的 方程 表示 ， 
x 是 轴 上 的 横 标 ,从 原点 4 算 起 ,y 是 垂直 于 轴 的 纵 标 , 纵 标 横 标 
总 称 为 直角 举 标 .因而 本 以 说 曲线 的 性 质 由 坐标 方程 决定 ， 
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这 样 我 们 就 把 对 曲线 的 研究 归结 成 了 对 函数 的 研究 .因而 可 
以 根据 消 数 对 曲线 进行 分 类 ,曲线 也 首先 分 为 代数 的 和 超越 的 , 纵 
标 y 是 横 标 x 的 代数 函数 时 ,曲线 是 代数 的 ,也 即 曲 线 的 性 质 由 举 
标 x 和 y 的 代数 方程 表示 的 时 候 , 称 它 为 代数 曲线 .x 和 y 构成 超 
越 方 程 ,或 者 y 是 x 的 超 超 孙 数 ,这 时 的 曲线 叫 超越 曲线 .这样 我 
们 就 把 曲线 分 成 了 代数 的 和 超越 的 两 大 类 . 
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从 < 得 y, 从 7 得 曲线 ,因而 为 了 考察 曲线 ,我 们 应 该 考虑 这 
商 数 是 单 值 的 还 是 多 值 的 . 先 假定 y 是 x 的 単 値 画 数 , 也 即 *= 
P,P 是 x 的 某 个 单 值 函数 .这 样 对 每 一 个 确定 的 * 值 我 们 都 得 到 
一 个 确定 的 y 值 ,也 即 每 一 个 横 标 都 对 永 于 一 个 纵 标 ,从 而 得 到 曲 
线 的 形状 是 :对 轴 到 上 的 任意 一 点 P, 过 PP 垂直 于 RS 的 直线 PM 
都 与 曲线 相交 ,并 且 只 交 于 一 点 履 , 这 样 一 来 , 轴 上 的 每 一 点 都 对 
应 曲线 上 一 点 ,而 轴 丙 面体 向 无 窃 , 所 以 曲线 也 两 面 伸 向 无 穷 . 换 
句 话 说 ,从 单 值 函 数 得 到 的 曲线 , 随 x 轴 两 面 无 间断 地 伸 向 无 穷 ， 
图 2 所 示 曲 线 EBMDM 就 是 两 而 无 间断 地 伸 向 无 穷 的 . 

四 行 = 
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设 y 为 x 的 二 值 函 数 ,或 者 P,Q 表示 x 的 单 值 函数 ,y=2Py 


-和 ,从 而 y= +Y -0, 那 么 每 一 个 模 标 x 将 对 应 两 个 纵 标 y. 
这 两 个 纵 标 ,或 者 同 为 实数 ,或 者 同 为 虚数 . 忆 > 8 时 同 为 实数 ， 
P< 0 时 同 为 虚数 ,因而 当 两 个 y 值 都 为 实数 时 , 模 标 4P 对 应 两 
个 纵 标 PWM , PM ,也 即 过 P 点 与 轴 牌 丰 的 直线 交 曲 线 于 条 和 六 两 
点 .如 果 严 < 了 如 , 则 没有 纵 标 与 槛 标 对 应 ,也 即 过 点 已 垂直 于 横 轴 


图 3 


的 直线 同 曲 线 不 相交 .图 3 上 点 P 处 就 是 这 样 .由 于 从 Pz> 0 不 
能 越过 实 与 虚 的 衔接 点 户 = 8 变 为 户 < 0, 因 而 在 实 纵 标 结束 点 
处 ,如 CC 和 GCG, 必 %=P+t0, 也 即 两 个 纵 标 相 等 ,曲线 向 相反 的 两 


个 方 辐 碍 曲 ， 
$ 18 
从 图 3 上 我 们 看 到 , 当 负 的 横 标 -x 在 4C 和 AE 之 间 时 , 纵 标 


是 虚 的 ,此 时 P< @. 如 果 五 点 继续 左 移 , 纵 标 将 重新 变 为 实数 
= 了 * 


{但 不 能 越过 使 0: = P 的 点 ,点 玉 处 两 个 纵 标 相等 ), 义 重新 是 
横 标 4P 对 应 两 个 纵 标 Pm 和 Pr ,到 5 又 两 个 纵 标 相等 ,过 已 纵 
标 再 次 变 为 虚数 . 可 见 这 种 曲线 是 由 彼此 分 离 的 两 部 分 ,如 MB- 
DBM 和 FmHm 或 更 名 部 分 组 成 .但 是 应 该 认为 作为 总 体 来 研究 的 
这 几 部 分 共同 构成 一 条 连续 的 或 规则 的 曲线 ,因为 不 同 部 分 产生 
于 同一 个 孙 数 .可 见 这 种 曲线 具有 如 下 的 性 质 ; 过 横 轴 上 一 点 引 重 
直 于 模 轴 的 直线 MM, 则 MM 与 曲线 旗 者 不 相交 ,或 者 相交 于 两 
点 ,两 点 重合 处 ,如 DD, 下 ,HH 和 了 处 例外 . 
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如 果 y 是 % 的 三 值 函数 ,也 即 如 果 > 由 状 如 
ゲー アア + の ーg=0 
的 方程 决定 ,其 中 P,0,R 是 x 的 单 值 孙 数 ,那么 对 每 一 个 横 标 x， 
纵 标 y 将 有 三 个 值 .这 三 个 值 或 者 全 实 , 或 者 一 实 两 虚 . 因此 这 纵 
标 线 与 曲线 必定 或 者 相交 于 三 点 ,或 者 只 相交 于 一 点 ,两 点 重合 处 
例外 .可 见 每 一 个 模 标 至 少 对 应 于 一 个 实 纵 标 ,这 意味 着 曲线 随 x 
轴 一 起 向 两 面 无 穷 延伸 ,因而 这 曲线 或 者 由 一 根 连续 曲线 构成 ,如 
4, 或 者 由 分 离 的 两 部 分 构成 ,如 图 5, 或 者 由 更 多 部 分 构 或 . 
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如 果 y 是 x 的 站 值 画 数 ,也 即 如 果 y 由 方程 
yi-Py+rQO-Ry+S=0 


图 6 


确定 ,那么 每 一 个 x 值 所 对 应 的 实 y 值 ,都 或 者 为 4 个 ,或 者 为 2 
个 ,或 者 为 零 个 ,因而 , 纵 标 与 这 种 函数 所 形成 的 曲线 的 交点 个 数 ， 
或 为 4, 或 为 2, 或 为 零 .这 几 种 情形 图 5 上 都 有 ,应 该 指出 了 和 0 
两 处 ,那里 两 个 交点 重合 ,政见 向 左 向 右 至 无 穷 这 曲线 的 分 支 个 数 
都 或 为 零 ,或 为 2, 或 为 4, 分 支 个 数 为 零 时 ,曲线 的 向 左 向 右 部 分 
都 不 产生 伸 向 无 穷 的 分 支 , 曲 线 两 面 都 封闭 ,被 局 眼 在 某 个 区 域 之 
内 , 值 数 更 多 的 阔 数 ,其 曲线 的 性 质 都 可 以 用 这 种 方法 进行 讨论 . 
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当 y 为 n 值 函 数 , 即 y 由 最 高 次 数 为 n 的 方程 确定 时 ,y 的 实 
信 个 数 或 为 m ,或 为 n -2, 或 为 n -4, 或 为 n 一 6, 等 等 . 纵 标 线 与 
曲线 的 交点 个 数 同 于 y 的 实 值 个 数 . 这 样 一 来 ,如 果 一 根 织 标 线 
与 连续 曲线 的 交点 个 数 为 m, 那 么 人 尾 一 级 标 线 与 这 条 晶 线 的 交点 

加 四 各 


个 数 同 m 的 差 都 为 偶数 . 即 此 时 纵 标 线 与 曲线 交点 的 个 数 不 能 是 
mt+1l,m-1 或 m+3 等 等 . 纵 标 线 与 同一 曲线 的 交点 个 数 必定 同 
为 奇数 或 同 为 偶数 .也 即 知 道 了 一 根 纵 标 线 与 曲线 交点 个 数 的 奇 
偶 ,也 就 知道 了 全 体 维 标 线 与 曲线 交点 个 数 的 奇偶 ， 
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这 样 ,如 果 一 根 纵 标 线 与 曲线 的 交点 个 数 为 奇数 ,那么 就 不 存 
在 与 该 曲线 无 交点 的 纵 标 线 , 即 上 曲线 在 每 一 面 都 至 少 有 一 条 伸 向 
无 旁 的 分 支 , 如 果 这 时 在 某 一 面 有 多 条 伸 向 无 穷 的 分 支 ,那么 这 分 
支 条 数 也 必 为 奇数 ,因为 这 时 纵 标 线 与 曲线 的 交点 个 数 不 能 为 偶 
数 .这 时 两 面 伸 向 无 穷 的 分 支 条 数 的 和 为 偶数 . 当 纵 标 线 与 曲线 交 
所 个 数 为 偶数 时 ,每 面 伸 向 无 穷 的 分 支 数 ,或 为 零 ,或 为 2, 或 为 4， 
等 等 .两 面 伸 向 无 穷 的 分 支 数 的 和 也 为 偶数 . 
以 上 我 们 介绍 了 连续 的 规则 曲线 的 重要 性 质 , 可 用 来 区 别 间 
断 的 不 规则 曲线 . | 


第 二 章 
po MDA 

お かれ | 
[ i 0 0 / 
I# 00 和! Mi | fi 


i oe OT 


| J 
1 1 
下 


| FE i 时 了 ! 机 
時 0 in 人 A 


$ 23 


给 定 一 个 关于 坐标 x,y 的 方程 ,那么 取 一 条 直线 AS 作 轴 ,并 
在 5 上 取 一 全 点 4 作 原 点 ,我 们 就 可 以 像 图 2 那样 把 这 个 方程 
描述 的 曲线 画 出 来 .反之 ,有 了 画 出 的 曲线 ,我 们 就 可 以 列 出 描述 
这 曲线 性 质 的 坐标 方程 .但 是 列 这 个 方程 时 有 两 个 东西 是 随意 的 ; 
RS 本 身 的 位 置 和 原点 4 在 RS 上 的 位 置 .位 置 有 无 穷 多 种 取 法 , 因 
而 对 应 于 这 同一 条 曲线 的 方程 也 就 有 无 穷 移 个 . 可児 方 程 不同 , 曲 
线 不 一 定 不 同 ,但 曲线 不 同 ,方程 一 定 不 同 . 
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改变 轴 的 位 置 , 改 变 原点 在 轴 上 的 位 置 , 都 可 以 得 到 描述 同一 

条 曲线 性 质 的 无 穷 多 个 方程 .这 些 方程 是 相 联 系 的 ,由 其 中 任何 一 

个 都 可 以 推出 其 他 .事实 上 , 当 坐 标 方程 已 知 , 它 所 描述 的 曲线 已 

经 田 出 时 , 任 取 一 条 直线 作 轴 ,在 取 定 的 轴 上 任 取 一 点 作 原 点 ,我 
+ 11 円 


们 都 可 以 推出 曲线 对 所 到 轴 的 坐标 方程 . 本 章 我 们 讲 从 一 条 曲线 
的 一 个 方程 求 这 条 曲线 关于 另 一 个 轴 、 另 一 个 原点 的 另 一 个 方程 
的 方法 .用 这 种 方法 可 以 求 出 一 条 戎 线 的 所 有 方程. 这 种 方法 还 可 
用 来 判断 不 则 方程 所 给 曲线 是 否 相 间 . 
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给 定 一 个 x,y 的 方程 ,如 图 7, 取 直线 RS 作 買 , 取 点 4 作 厌 
成 ,用 x 表示 横 标 AP, 用 + 
表示 纵 标 PWM ,那么 根据 方 
程 我 们 就 可 以 画 出 它 所 撕 
述 的 册 线 CBN. 先 保持 轴 
RS 不 变 , 取 厂 上 蜡 于 4 的 
点 り 件 原点 , 記 虚 用 在 新 
原点 下 的 横 标 DP 为 1, 纵 标 
PM 依旧 为 y 不 变 , 现 在 我 
们 要 进行 的 是 , 求 出 则 线 
CBM 关于 ty 的 方程 . 记 线 
段 4 亿 = 六 这 里 的 五 在 4 点 左 侧 , 4 在原 米 的 负 柳 标 区 , DP = 1 
= /+4, 从 而 x =- 了 ,以 1-f 堆 换 关于 x,y 的 方程 中 的 x, 我们 
就 得 到 描述 同一 条 直线 Cg 的 关于 :,y 的 方程 .由 于 4D = 了 可 
凡 任 取 ,所 以 我 们 已 经 得 到 了 无 穷 多 个 方程 ,它们 都 撒 述 同一 条 曲 
线 . 


图 7 
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设 曲 线 交 轴 五 于 某 一 点 ,比如 C, 如 果 取 这 个 C 作 原 点 , 则 
横森 CP =0 时, 维 标 也 为 零 , 当 然 这 里 假定 点 で 只 对 应 一 个 纵 标 ， 
而 123 円 


曲线 与 轴 的 交点 ,包括 点 C, 都 可 以 从 曲线 的 方程 求 得 ,方法 是 , 置 
曲线 方程 中 的 y 为 零 , 得 x 的 方程 ,这 x 的 方程 的 解 就 是 曲线 与 
轴 的 交点 ,曲线 与 轴 相 交 处 y 为 零 ,因而 令 y =0, 解 方程 就 得 到 曲 
线 与 轴 的 所 有 交点 . 
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加 大 或 碱 小 横 标 x, 也 即 以 x -替换 x, 则 原点 移动 ,新 的 原 
点 力 在 4 点 左 伍 时 /为 正 , 在 4 点 右 侧 时 了 为 负 ， 

记 4P =x,， PH =Yy 则 
方程 给 出 的 曲线 为 LBM 
(参见 图 8). 原点 左 移 之 
后 ,我 们 再 将 轴 平 行 下 移 ， 
取 平 行 于 原 轴 并 的 rs 为 
新 轴 , 取 新 轴 上 的 万 点 
为 新 原点 ,新 轴 在 原 纵 标 
的 负 值 区 域 中 ,与 原 轴 的 
距 高 AF = g, 取 DF = AG 
=f, 记 新 轴 时 曲线 上 点 形 
的 横 标 DO = i, 纵 标 OW = 
二; 则 


t=DF+FO=f+tx, uc PH+PO=g+Y, 
从而 . 
t= ff アー ルー 婦 。 
将 所 给 方程 中 的 x 和 y 换 为 : -ff 和 w-&g, 得 到 关于 41,4 的 方程 ， 
它 描述 的 也 是 所 给 曲线 . 


* 1 * 
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六 都 任 取 , 取 法 都 无 穷 ,因而 不 同方 程 的 个 数 比 其 移动 原点 
你 多 一 层 无 穷 ,它们 描述 的 全 都 是 同一 条 曲线 .我 们 看 到 ,两 个 方 
程 ,一 个 是 关于 x,y 的 ,一 个 是 关于 1,w 的 ,它们 虽然 不 同 ,但 一 
个 是 男 一 个 坐标 增 大 ., 减 小 的 结果 .这 样 的 两 个 方程 描述 的 曲线 是 
同一 条 , 岂 这 样 的 方法 可 以 得 到 找 述 同一 条 曲线 的 无 窃 包 个 不 同 
方程 . 
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使 新 轴 rs 与 旧 轴 RS 交 于 原点 4, 且 相 垂 直 , 即 新 担 轴 相 研 站， 
且 原 点 重合 ( 见 图 9). 轴 为 
RS 时 ,曲线 LW 的 方程 是 关 
于 横 标 4AP = x 和 纵 标 PM = 
yy 的 .从 曲线 上 的 点 型 向 新 
轴 1s 引 垂 会 MO, 记 新 模 标 
40 =:, 新 纵 标 QM = zr, 由 
APMQ 为 类 形 , 得 1 = y,w= 
Xx. 这 样 ,将 原 方程 中 的 x 换 
成 ,YY 换 成 1, 就 得 到 关于 二 
和 上 + 的 方程 ,也 即 原 来 的 横 标 
x 变 成 了 现在 的 纵 标 QM = 图 9 
:原来 的 纵 标 y 变 成 了 现在 的 横 标 40 = 上 换 成 新 轴 , 方 程 不 变 ， 
只 是 横 标 纵 标 互 模 , 而 纵 标 横 标 统称 为 坐标 ,可 以 不 加 区 别 , 不 指 
明 淮 纵 谁 横 , 给 定 一 个 x,y 的 方程 , 取 x 还 是 取 y 为 横 标 ,曲线 是 
一 样 的 . 

四 14 # 
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上 节 我 们 假定 新 轴 js 的 4s 部 分 为 正 横 标 , 轴 rs 的 右 侧 为 正 
纵 标 区 域 , 这 正 负 的 选择 是 任意 的 ,如 果 取 轴 的 r 部 分 为 正 横 标 ， 
则 40 = -应该 用 -代替 x,y 方程 中 的 y. 继 而 ,如 果 取 rs 轴 
的 右 柚 为 负 级 标 区 ,出 应 该 用 - 』 代替 x, 可见, 坐标 方程 中 的 一 
个 或 两 个 坐标 都 变 成 负 的 ,曲线 的 性 质 不 变 . 请 注意 ,对 方程 的 所 
有 变换 都 是 这 样 . 
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设 新 轴 rs 与 日 轴 AS 相交 成 某 个 角 Sds , 交 于 原点 4 ,新 轴 也 


图 10 
取 4 为 原点 , 即 新 旧 原 点 重合 ( 见 图 10) ,又 设 对 旧 轴 ,曲线 LM 
关于 横 标 4P = x 和 级 标 PM = y 的 方程 已 给 ,现在 我 们 要 从 这 根 
曲线 关于 旧 轴 RS 的 方程 , 求 出 它 关 于 新 轴 rs 的 方程 .从 曲线 上 的 
点 肝癌 新 轴 引 重 线 Wo ,我们 寻求 的 是 关于 横 标 40 = + 和 纵 标 
到 15 + 


HO = pg 的 方 程 . 役 角 Sds = g,sing = m,cosqg =m, 则 m+n=1. 从 
点 P 向 新 坐标 线 引 垂 线 Pp 和 Pq, 由 AP= を 
得 . 
Jp = xsing, AP = zcosg: 
由 角 PMO = P40 = g, 以 及 PM = y, 得 
Pg = Qp = ysing, Mg = yoosg. 
从 而 
AQ=t=Aip-— th= scoag- Ysing, 
OM = w= Pp + Mg = xsing + F008g. 


$ 32 


由 sing = in ,co8q = 让， 得 
二 FU mm, = m+ ny, 
从 而 
M+me= nt tm t=, 
mi m= ny+mx=Y. 
这 样 一 来 ,将 x,y 方程 中 的 x 换 为 ma + 友 ,y 换 为 nw 一 mi, 就 
得 到 我 们 所 要 的 : ,uw 的 方程 .这 里 轴 ns 的 4s 部 分 为 正 的 横 标 部 
分 , 纵 标 线 QM 所 在 部 分 为 正 的 纵 标 部 分 .这 里 还 想 定 了 角 S4s 在 
负 的 纵 标 部 分 ,如 果 本 在 43 的 上 方 ,那么 计算 时 应 取 角 S4s = g 
为 负 ， 
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考虑 新 轴 js 和 新 轴 上 原点 DD 的 位 置 都 尾音 的 情形 (参见 图 
11). 设 曲线 LM 关于 雪 轴 RS 的 以 横 标 4P = * 和 纵 标 PWMf = y 为 变 
量 的 方程 已 短 , 我 们 要 进行 的 是 ,从 LM 的 已 知 方 程 求 出 LW 的 关 

和 1 而 


图 11 
于 新 轴 ; 的 以 : 和 6 为 变量 的 方程 .从 曲线 上 任意 一 点 扩 引 新 轴 
的 垂 线 Ho ,分 别 记 横 标 DO 和 狼 本 OM 为 上 和 zz 为 了 求 出 以 站 
为 变量 的 方程 ,我 们 从新 的 横 标 原 点 り 向 旧 融 引 垂 銭 DC , 记 4G 
= DC = 8g. 再 过 点 り 引 旧 轴 RS 的 平行 线 DO ,0 为 DO 与 旧 纵 标 
线 PM 延长 线 的 交点 .这 样 我 们 有 
NMO=y+g, DD=GP=x+f, 
最 后 , 记 角 ODO = 9g, Bsing= mcosg=n;, 则 mi:+ n=1. 
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基点 日 分 别 向 新 轴 和 然 标 线 MO 引 垂 线 Dp 和 Og. 由 角 OMO 
=0D0O 和 DO=x+f,MO=y+g, 得 
Op = Og={x ぇ + flaing = m+ mf, 
Dp=( ぇ z+flcosg = キザ 
二 17 円 


Og = Qp=ty+ glsing = my + me, 
Mg=({y+ gloosg = n+ ng. 
”从 而 

DQ=i=net+n-my-mg: 

MH=u=mitnmft+tnt+ng, 
进而 利用 m*+ rn*=1 得 

Mim=r+f,m-m=r+e; 
由 此 得 

エー が は 十字 一 すげ 。 y= mt—g. 
将 这 * 和 7 代入 以 x,y 为 变量 的 方程 ,我们 就 得 到 曲线 LM 的 以 
tu 为 变量 的 方程 . 
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曲线 LM 所 在 平面 的 任何 一 根 轴 志 都 是 图 11 的 特例 ,因而 
LM 的 坐标 间 方 程 无 例外 地 全 都 包含 在 我 们 所 求 出 的 tx 间 的 方 
程 之 中 .f,g 和 决定 m,n 的 角 的 取 法 都 无 穷 , 即 我 们 所 求 出 的 1,& 
间 方 程 所 合 方 程 个 数 无 穷 ,它们 都 描述 曲线 到 ,因此 称 我 们 求 出 
的 1,&w 间 方 程 为 曲线 LM 的 通用 方程 ,因为 它 包含 曲线 LM 的 一 
切 方 程 ， 
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从前 而 所 讲 我 们 看 到 ,不 同方 程 描述 的 曲线 可 以 是 同一 条 .两 
个 方程 摘 述 的 是 否 为 同一 条 曲线 ,怎样 判断 呢 ? 这 里 我 们 讲 一 种 
判断 方法 , 设 两 个 方程 ,第 一 个 是 x,y 间 的 ,第 二 个 是 1, 间 的 ， 
先 令 第 一 个 方程 中 的 
二 1 总 a 


zx=mut+u-f, Y=m- mg 
其 中 m,n 满足 关系 式 m2 + mn? = 1. 再 看 能 否决 定 f,g 和 m,n, 使 
得 代 换 后 的 方程 等 于 第 二 个 方程 .能 , 则 两 个 方程 描述 的 是 同 -一 条 
曲线 ,不 能 , 则 不 是 . 
例 
用 我 们 的 方法 判断 方程 
yar=0, 
16u” — ZA +91° - 55au + 10at =0 
描述 的 是 理 为 同一 条 电线 .这 是 两 个 看 不 出 有 什么 关系 的 性 性 将 
=mut+mn—f, y=m— mt— gE 
代入 第 一 人 方 程 , 得 
nu ~ 2mnts + mt — 2ngu + 2mgt + &* — mau — nat + of 
= 0. 
为 了 判断 得 到 的 这 个 方程 能 否 化 成 策 二 个 方程 ,分 别 乘 它们 以 rm? 
和 16, 使 得 它们 的 第 一 项 相同 , 磁 得 的 结果 为 
16n2: uw —24n ot + Dn — 55n‘au 上 10a7ggz =0, 
16rn° uw° — 32mzg + 16m7 だ ーー 32ngu + 32mgt + 1682 ~ 
lGmau - 16nat + 16 げ =0. 
我 们 看 看 可 以 确定 f,g ,m,n, 使 这 两 个 方程 的 哪些 项 相等 . 
先 分 别 使 tw 各 的 系数 相等 ,得 24 = 32mn ,9n? = 16m2 ,都 给 出 
3m =4m ,将 可 = -于 代 太 gm2=16m2, 得 25n2= 16, 从 而 


4 3 
3， 由 了， 


已 经 有 三 项 相等 了 ,再 分 别 使 wu 和 上 + 的 系数 相等 ,得 
SSnig=32ng+ 16ma, 10n2a = 32mg -16na. 
解 出 g, 看 是 否 相 等 .从 前 一 等 式 得 


”从 后 一 等 式 得 


两 个 g 相等 .这 样 ,我 们 有 五 项 相同 了 ,只 剩 下 能 否决 定 六 使 デ + 
qf=0, 取 f= -a 即 可 .我 们 得 到 结论 ,所 给 的 两 个 方程 描述 的 是 
同一 条 曲线 . 
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虽然 很 不 相同 的 两 个 方程 描述 的 可 以 是 同一 条 曲线 ,但 常常 
从 方程 的 不 同 就 完全 可 以 断定 它们 描述 的 不 是 同一 条 曲线 .两 个 
方程 , 阶 (各 项 中 变量 次 数 和 的 最 大 数 ) 不 同 ,描述 的 曲线 就 肯定 不 
同 . 

代 换 

X=m+n-/f, y=m-m-g, 

不 改变 方程 的 阶 , 因 此 ta 间 的 另 一 种 阶 的 方程 描述 的 肯定 是 另 
一 条 不 同 的 曲线 . 
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也 节 ,两 个 方程 ,一 个 是 x,y 间 的 ,一 个 是 bu 间 的 ,如 果 阶 
不 同 , 我 们 立即 可 以 结论 说 ,它们 描述 的 曲线 不 同 .这 样 需要 我 们 
加 以 区 别 的 ,就 内 剩 下 同 阶 方程 了 . 即 我 们 具 需 对 同 阶 方程 进行 前 
面 和 的 考察 .但 是 当 阶 数 增 大 时 考察 是 很 麻烦 的 .后 面 我 们 将 讲 一 种 
规则 ,用 它 立 即 可 以 说 出 两 个 方程 描述 的 曲线 是 否 相 同 。 
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曲线 通用 方程 的 求法 也 可 用 于 直线 , 设 LM 不 是 曲线 ,而 是 平 
= 20 + 


图 12 


行 于 轴 RS 的 直线 (图 12). 这 时 不 管 横 标 怎么 取 , 对 应 的 纵 标 都 为 
常数 , 即 恒 有 7y = a. 这 y= a 就 是 平行 主轴 的 直线 的 方程 .现在 我 
们 对 任意 轴 rs 来 求 该 直线 的 通用 方程 . 记 DG 为 g, 记 角 0Ds 的 正 
避 汐 六 , 余 莹 为 mn, 记 模 标 DO 为 思维 标 MQ 为 ww, 则 由 

y=nmu~ mg, 
得 

mm-m-e-—-a=0. 
这 就 是 直线 的 通用 方程 , 习 它 了 以, 令 m=a,mk= Btg+alk 
= -了 ,得 直线 的 方程 

aus+R+b=0. 
这 是 txz 间 的 一 阶 通用 方程 .可见 两 个 坐标 间 的 性 何 一 个 一 阶 方 
称 措 述 的 都 是 直线 ,不 是 曲线 . 
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我 们 得 到 结论 :坐标 x,y 向 的 状 如 
@ 十 ーーg=U 


的 方程 , 措 述 前 都 是 直线 . 这 直 比 关于 轴 RS 的 位 置 ,可 用 下 面 的 


[i う 1 L 1 


方法 确定 {参见 图 
13); 先 令 y=0, 求 得 
直线 与 韩 的 交点 ,为 
4AC= 六 .再 令 =0, 
求 得 直线 在 原点 处 的 
级 标 值 为 7= 8 这 
样 ,我 们 有 了 直线 上 
的 两 个 点 BB 和 CC, 直 
线 的 位 置 确 定 了 .我 图 13 
们 来 验证 ,过 这 BB 和 
C 的 直线 LM 确实 满足 所 给 方程 . 设 4P = x 是 任何 一 个 横 标 ,其 对 
应 的 维 标 MP = y, 则 由 三 角形 CPM 与 CB 相似 ,得 

CP: PH = CA: AB, 


也 即 
(一 - ぁ ) テー 
矢面 
MY GO 加 和 
a op 8 
或 
t= 
正 是 房 给 方程 . 
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9 =0 或 8=0, 上 面 的 推导 不 能 进行 .不 过 这 种 情形 易于 讨 
论 , 如 果 a =0,y = ea, 显然 该 方程 描述 的 是 直线 ,这 直线 平行 于 
办 ,至 辖 的 下 离 为 .如 果 B=0,x= &a, 该 方程 描述 的 也 显然 是 直 

Cr 


线 , 这 直线 垂直 于 轴 , 至 原点 的 距离 为 e ,此 时 所 有 维 标 都 对 应 于 
同一 个 横 标 ,这 里 横 标 是 不 变量 .从 以 上 的 讨论 ,我 们 完全 清楚 了 ， 
坐标 间 方 程 是 如 何 规定 直线 的 . 
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到 现在 为 止 ,描述 曲线 时 ,我们 所 用 的 坐标 都 是 相 垂 直 的 . 织 
标 线 与 横 标 线 成 斜 角 时 ,我 们 也 可 以 对 它 求 出 方程 规定 的 曲线 . 反 
之 ,曲线 的 性 质 也 都 可 以 用 斜 角 坐 标 方程 描述 . 同一 条 曲线 ,对 每 
一 个 坐标 角 ( 包 括 直 和 角 和 斜 角 ) 因 轴 和 原点 位 置 的 变化 ,而 有 无 穷 
多 个 方程 ,这 无 穷 多 个 方程 可 以 用 一 个 通用 方程 包含 .坐标 角 的 个 
数 无 穷 , 因 和 击 通 用 方程 的 个 数 也 无 穷 .这 无 鹤 多 个 通用 方程 也 可 以 
用 一 个 方程 包含 ,我 们 称 这 个 方程 为 最 通用 方程 .坐标 角 辕 定 为 直 
前 时 ,最 通用 方程 就 成 了 我 们 讨论 过 的 通用 方程 . 
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设 曲 线 LM 关于 直角 坐标 4P = x, PM = y 的 方程 已 知 , 如 图 


图 14 
14 所 示 , 保 持 轴 RS 和 原点 4 不 变 , 改 坐标 角 为 ,我 们 来 求 新 从 
四 う 3 を 


标 下 LM 的 方程 .从 点 好 向 轴 RS 引 直 线 MQ ,使 与 轴 Rs 的 夹 角 
MO4 为 gp , 记 sing = ,cosqp =v, 在 新 坐标 下 ,点 時 的 横 标 为 40 = 
1, 纵 标 为 OM = ,从 三 角形 PMO 得 

六 Po 上 一 砚 


一 二 由 二 。 
un ラー 


从 而 


进而 
= Uy = pu. 


代入 ヶ ,y 间 方 程 ,就 得 到 坐标 前 为 ぁ 时 ,曲线 LM 的 1,w 间 方 程 . 
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反之 ,从 曲线 LM 的 斜 角 計 本 4 の, 放り 间 的 方程 ,也 可 以 求 出 
其 直角 坐标 4P, MP 间 的 方程 . 设 纵横 坐标 线 NO , 4 的 夹 划 为 
,全 史 的 正弦 为 上 ,余弦 为 .又 设 40 = 41, OM = ga 间 的 方程 已 
给 .从 点 麻 向 納 RS 引 直角 纵 标 线 MP, 记 横 标 4P = *, 纵 标 MP = 
Y, 我 们 有 
ニー t=, 


A kt 
代入 +,u 间 方程 ,就 得 到 我 们 所 要 的 ヶ ,y 间 方 程 . 
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说 曲线 LM 关于 直角 坐标 4P = *, PM = y 的 方程 已 给 ,下 而 

我 们 求 它 的 最 通用 方程 . 取 直 线 rs 为 新 轴 , 取 它 上 而 的 D 点 作 新 

原点 , 记 新 纵 标 线 MT 与 rs 的 夹 角 DIM = p, 记 の 的 正弦 妨 , 余 

弦 为 .我 们 要 做 的 是 , 求 出 LM 的 关于 新 横 标 DT 和 新 纵 标 7 的 
・ 24 ・ 


图 13 
方程 .从 点 DB 引 旧 轴 砚 的 垂 低 中 4 と = アカ の Cg. 赴 引揚 
轴 RS 的 平行 线 DO , 记 角 0Ds 的 正弦 浪 二 , 余 蓄 妨 ぁ . 像 我 伯 福 誠 
的 那样 , 自 点 于 引 新吉 rs 的 垂 銭 MO, 下 DO = 1, QM =, 伴 角 坐 
标 海 DT=r, TM = 5， 
首先 我 们 有 


t= rT US t= pS, 
其 次 当然 有 

站 = + 形 一 六 yy 二 ma 一 天 一生， 
从 而 

x=m wm)s fry= -m+(n+tun)s—g, 
其 中 mw - my 是 角 AVW 的 余弦 , AVW 是 新 纵 标 线 与 妥 轴 RR 所 成 
的 角 , 而 pm + vm 是 角 AVM 的 正弦 .将 得 到 的 *,y 的 表达 式 代 人 
原 方程 ,结果 为 新 坐标 r,s 间 的 方程 ,这 就 是 我 们 所 要 的 曲线 IM 
的 最 通用 方程 . 


"5 * 
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由 于 变 x,y 间 方 程 为 r,s 间 方 程 的 代 换 是 一 次 的 ,所 以 +,s 
间 的 最 通用 方程 与 原 x,y 间 的 方程 同 阶 .可见 轴 , 原 点 和 射 坐 标 角 
的 变化 ,全 部 不 影响 曲线 的 阶 数 .描述 同一 条 曲线 的 直角 坐标 方程 
和 和 斜 角 坐标 方程 ,虽然 都 变化 无 穷 ,但 方程 的 阶 数 , 既 不 减 小 也 不 
增 大 ,因此 ,两 个 方程 ,不 管 别 的 方面 何等 相似 ,只 要 阶 数 不 同 , 它 
们 描述 的 曲线 就 一 定 不 相同 . 


・ 2 * 


Pa gg, 


一 时 


EE D 

让 rhe i MO 由 人 (人 性 el 8 2 
か で すれ れれ 

部 i 人 人 所 | | 人 MM 
WM 介 让 1 A A 内 UN ea 这 中 人 人 下 
ope ede pre tat eee 
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曲线 跟 钞 数 一 样 ,数量 无 穷 , 不 分 成 类 ,就 不 能 有 条 理 地 进行 
考察 ,研究 就 不 能 进行 ,我 们 已 经 把 曲线 分 成 了 代数 的 和 超越 的 ， 
但 这 不 够 ,要 再 分 .本 书 只 考察 代数 曲线 ,因而 我 们 只 对 代数 曲 钱 
进行 再 分 类 ,这 首先 要 选 定 一 个 特征 ,作为 分 类 的 依据 . 
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这 依据 只 能 从 表明 曲线 性 质 的 函数 或 方程 上 面 找 .到 现在 为 
正 , 这 是 我 们 研究 曲线 的 唯一 途径 ,当然 对 代数 曲线 也 没有 别 的 路 
可 走 . 对 两 坐标 间 的 函 玫 ,上 册 我 们 已 经 进行 过 几 种 分 类 , 这 里 我 
们 首先 想到 的 ,是 拿 值 的 个 数 作 依据 ,把 单 值 函 数 产 生 的 曲线 归 人 
第 一 类 ,二 值 画 数 产生 的 曲线 归 人 第 二 类 ,三 值 的 归 人 路 三 类 ,等 
等 . 


= 7 : 
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这 种 分 法 虽 显 得 自然 ,但 稍 作 深究 就 会 发 现 ,时 数 的 值 的 个 数 
与 由 它 产 生 的 曲线 之 间 ,很 少 有 不 变 的 关系 .函数 的 值 的 个 数 ,很 
大 程度 上 是 依赖 于 轴 的 位 置 的 , 丽 讨 论 曲线 时 多 许 轴 的 位 置 任意 . 
一 个 函数 对 一 个 轴 是 单 值 的 ,对 另 一 个 轴 可 以 是 多 值 的 .这 样 局 一 
条 曲线 对 不 同 的 轴 得 归 信 不同 的 炎 ， 这 不 符合 分 类 要 求 .例如 , 方 
程 y= o 巡 -4 产生 的 曲线 属 第 一 类 ,因为 纵 标 y 是 横 标 x 的 
单 值 函数 .但 是 移动 坐标 ,使 新 轴 三 直 朋 轴 , 则 同一 条 曲线 的 方程 
变 成 了 二- osy2+ ass=0, 曲 线 属 第 下 类 .可 抑 , 栈 数 的 值 的 个 数 
不 能 作为 曲线 分 类 的 依据 . 
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试 试看 ,用 项 作 依 据 , 项 数 为 2 的 方程 ,例如 y* - cg" = 产生 
的 曲线 归 第 一 类 ;项 数 为 3 的 方程 ,例如 ny + Pe + =0 产 生 
的 曲线 妇 第 二 类 ,等 等 .显然 ,在 这 种 分 法 之 下 ,同一 条 曲线 的 类 虽 
也 不 唯一 .例如 ,在 和 36, 作 为 例子 ,我 们 讨论 过 方程 yY- gz =0 产 
生 的 曲线 . 拿 项 作 依据 ,这 条 曲线 既 属 第 一 类 ,又 属 第 四 类 ,因为 改 
变 轴 和 原点 的 位 置 , 可 使 方程 变 为 

16u2: — 24m + 0912 — 55au + 10at =0. 

而 县 选择 另外 的 轴 , 另 外 的 原点 ,可 使 这 条 曲线 属于 第 二 类 ,第 三 
类 ,第 五 类 .可 抑 项 数 也 不 能 作为 依据 ， 
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如 果 用 阳线 的 方程 的 阶 作 曲线 分 类 的 依据 , 那 情形 就 不 同 了 . 
+ 28 w 


不 管 轴 和 原点 的 位 置 以 及 坐标 角 如 何 变化 ,曲线 方程 的 阶 都 是 不 
变 的 .也 即 ,用 坐标 方程 的 阶 作 依据 的 话 , 轴 和 原点 的 位 置 及 坐标 
角 的 变化 都 不 影响 曲线 的 类 ,同一 条 曲线 ,不 管 到 它 的 特殊 方程 ， 
还 是 道 用 方程 ,或 者 最 道 用 方程 , 它 都 属于 同一 类 .天 此 ,用 方程 的 
阶 作曲 线 分 类 的 依据 是 适宜 的 . 
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方程 按 夭 次 分 类 ,各 项 最 商 短 次 为 几 就 是 几 阶 方程 .我 们 把 它 
搬 到 曲线 上 来 ,方程 各 项 最 高 医 次 为 几 , 就 称 曲线 为 几 阶 曲线 .一 
阶 通 用 方程 为 

0O=a+ 上 t+ YYy, 

以 x,Y 为 坐标 ,直角 坐标 和 斜 角 坐 标 都 可 . 从 该 方程 得 到 的 曲线 都 
属 一 阶 曲线 .但 是 前 面 我 们 看 到 了 ,该 方程 产生 的 都 是 直线 ,也 荐 
一 阶 曲 线 都 为 直线 .直线 是 最 简单 的 曲线 ,一 阶 曲 线 ,* 曲 " 字 在 这 
里 名 不 符 实 了 .我 们 去 掉 “ 曲 " 字 , 共 用 一 个 线 字 , 线 包 合 直线 ,也 包 
全 曲线 ,一 阶 线 不 会 曲 线 ,只 会 直线 ， 
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取 上 节 方 程 中 的 x,y 为 直角 坐标 . 斜 角 坐标 都 可 以 . 如果 取 
纵 标 与 轴 成 斜 角 gp, 并 记 角 e 的 正弦 和 祭 汞 为 wk 和 u, 山 置 
y= 和 = 一 十 站， 
就 得 到 直角 坐标 i,u 之 间 的 方程 
0=a tpB+(l + Yu. 
前 后 两 个 方程 都 是 通用 方程 ,所 以 后 一 个 的 范围 并 不 比 前 一 个 小 . 


也 即 坐 标 角 为 直角 时 方程 所 包 合 前 曲线 并 不 比 为 斜 角 时 少 ,同样 ， 
| ・ 20 ・ 


阶 数 更 高 的 方程 , 它 所 包含 的 曲线 数目 ,也 不 因 取 直角 为 坐标 角 而 
减少 ,任何 阶 的 通用 方程 都 不 因 取 定 坐 标 角 而 减少 所 含 曲 线 . 当然 
也 可 以 到 直角 为 坐标 角 . 斜 角 坐标 下 任何 阶 通用 方程 的 任何 一 条 
曲线 ,都 将 包含 在 直角 坐标 下 的 对 应 方程 中 ， 
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二 阶 线 都 包含 在 二 阶 通用 方程 
0=ae+ 应 + 条 十 2 + ery + by: 
之 中 ,x,Y 为 直角 坐标 . 该 方程 表示 的 曲线 都 是 二 阶 线 .二 阶 线 古 
最 简单 的 曲线 ,一 阶 线 是 直线 不 是 曲线 ,因而 有 人 把 二 阶 线 叫做 一 
阶 曲 线 . 但 二 阶 线 的 一 个 更 为 熟知 的 名 称 是 圆锥 曲线 , 圆锥 曲线 又 
分 为 贺 , 桶 圈 ,抛物 线 和 双 曲 线 .后 而 我 们 将 从 通用 方程 导出 它们 ， 
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三 阶 通用 方程 
0=g+ 底 すう Y+ O+ exy + yt Te + ry + wy + ey 
产生 的 曲线 都 是 三 阶 线 , x,y 古 直 角 坐 标 . 前面 已 经 指出 , 取 x,y 
为 斜 角 坐标 ,并 不 使 方程 含有 更 多 的 曲线 ,这 个 方程 中 可 尾 意 取 值 
的 字母 , 比 前 节 多 得 多 ,因而 所 含 曲线 形状 的 种 数 也 比 前 节 多 得 
多 .牛顿 列 出 了 这 些 形 状 ， 
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四 阶 通用 方程 
DOD=a tht yy + or + ery + 的 + 了 + ty + ery? + wy? 
+ Ax + IY + ey + boy + oy 
+ 3 


产生 的 曲线 都 是 四 和 阶 线 .这 里 取 x,y 为 直角 坐标 ; 当 取 x,y 方 斜 
角 坐 标 时 ,方程 也 不 含有 更 多 的 曲线 .本 节 方 程 中 有 15 不可 任意 
取 值 的 常数 ,因而 四 阶 线 的 类 型 比 三 阶 线 又 要 卿 出 很 多 .人 们 称 二 
阶 线 为 一 阶 曲 线 ,因而 也 称 四 阶 线 为 三 阶 曲线 , 称 三 阶 线 为 二 阶 曲 
线 ， 
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照 以 上 所 讲 ,我 们 可 以 列 出 五 .六 .七 等 各 阶 线 的 通用 方程 .四 
阶 线 的 通用 方程 加 上 售 
入 天 NY, 2y6，y5 
的 项 就 是 五 阶 线 的 通用 方程 , 共 21 项 .类 似 地 ,六 阶 线 的 通用 方程 
会 28 项 .根据 三 角形 规则 , = 阶 线 的 通用 方程 ,其 项 数 为 


(+2 ,可 任意 取 值 的 常数 ,其 个 数 等 于 项 数 . 
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但 可 任意 取 值 的 常数 ,其 不 同 取 值 可 以 给 出 相同 的 曲线 .前 一 
章 我 们 看 到 ,变化 轴 与 原点 的 位 置 ,可 以 得 到 辣 一 曲线 的 无 穷 多 个 
方程 ,也 即 , 同 阶 数 的 不 同方 程 可 以 给 出 相同 的 曲线 .因此 ,根据 通 
用 方程 对 属于 同一 阶 的 曲线 进行 再 分 类 时 ,要 十 分 注意 ,不 要 把 同 
一 条 曲线 分 到 两 个 或 更 多 个 类 里 去 ， 
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曲线 的 阶 由 坐标 间 方 程 决定 ,每 一 个 坐标 间 的 代数 方程 都 告 


诉 我 们 它 所 表示 的 曲线 属 哪 一 阶 .无 理 方程 应 有 理化 ,分 式 方程 应 
341 + 


整 式 化 ,有 理化 整 式 化 之 后 的 代数 方程 ,各 项 最 高 次 数 , 即 各 项 中 
を ,y 以 数 之 和 的 最 大 者 ,就 是 原 方 程 所 表示 的 曲线 的 阶 . 例如 , 方 


程 アーas =0 给 出 的 曲线 是 二 阶 的 ;方程 YY =x va -wx (有理 
3 2 
化 之 后 是 四 阶 的 } 给 出 的 曲线 是 四 阶 的 ;而 方程 y= 对 一 25 给 出 


a + wi 


的 曲线 是 三 阶 的 ,因为 整 式 化 之 后 的 方程 < ダァ + ッ タッ ー g = gr* 最 
高 次 项 x*y 的 次 数 为 3. 
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随 纵 标 线 与 轴 间 夹 角 的 变化 ,同一 方程 表示 的 可 以 是 多 条 不 
同 的 曲线 .例如 ,方程 = a? - 好 ,在 直角 坐标 下 它 表 示 的 是 圈 ， 
在 斜 角 坐 标 下 它 表 示 的 是 本 圆 ,但 这 两 条 曲线 的 阶 相同 ,因为 变 直 
角 坐 标 为 斜 角 坐标 的 变换 不 改变 曲线 的 阶 . 昌 然 纵 标 线 与 轴 间 夹 
角 大 小 的 改变 , 既 不 增 大 也 不 缩小 各 阶 茧 线 方程 所 含 曲 线 的 范围 ， 
但 不 指明 坐标 角 ,方程 表示 的 曲线 就 确定 不 下 来 . 
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曲线 以 方程 的 阶 为 阶 ,但 方程 必须 是 不 能 分 解 成 有 理 因 式 的 ， 
方程 的 每 个 有 理 因 式 都 自 成 一 个 方程 ,每 个 自 成 方程 都 产生 一 条 
曲线 . 自 成 方程 产生 的 曲线 总 体 构成 原 方程 描述 的 曲线 , 即 可 分 角 
为 有 理 因 式 的 方程 , 它 含有 的 不 是 一 条 而 是 几 条 连续 曲线 ,每 条 过 
续 曲 线 都 由 自己 的 方程 产生 ,这 些 方程 彼此 无 关 , 但 滋 积 等 于 原 方 
程 .可 分 解 成 有 理 因 式 的 方程 给 出 的 不 是 一 条 ,而 是 几 条 连续 昌 
线 ,我 们 称 这 样 的 线 为 复合 线 . 
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例如 方程 Y= my+ 秒 -上 ,看 上 去 它 表 示 的 是 二 有 阶 线 . 移 项 
得 产 一 ay -y+ ax=0, 分 解 得 (y 一 x){y -al)=0, 是 方程 
yY-x=0, YY-a=0 
的 乘积 ,这 两 个 方程 都 是 直线 方程 ,前 一 直线 与 轴 成 半 直 角 , 后 一 
直线 平行 于 轴 , 至 轴 的 距离 为 a ,也 即 方 程 
= の ナー 
表示 的 是 两 条 直线 所 成 的 复合 线 . 
方程 
yo a a + ariy+ og2zy =0, 
给 出 的 不 是 四 阶 线 ,是 复合 线 ,其 左 端 可 分 解 为 (y - x)(y -a)(y? 
ax) , 即 该 方程 含有 三 条 线 , 两 条 直线 和 一 条 由 方程 yi - ax =0 
产生 的 曲线 . 
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复合 线 可 以 随意 构成 ,可 以 会 有 两 条 线 ,也 可 以 会 有 多 条 线 ; 
可 以 都 是 直线 ,可 以 都 是 曲线 ,也 可 以 是 直线 和 曲线 ,而 且 曲 线形 
状 不 拘 . 事实 上 ,不 管 多 少 条 线 , 只 要 它们 的 方程 共 轴 , 共 原 点 , 且 
都 化 成 了 同一 端 为 零 的 形式 ,那么 这 些 方程 的 乘积 所 成 的 复合 方 
程 ,就 售 有 积 中 每 个 方程 所 表示 的 曲线 . 

图 16 上 是 一 个 以 C 为 图 心 ,4C = a 为 半径 的 国 和 一 条 过 图 
心 C 的 直线 ZN. 我们 可 以 关于 随便 的 轴 求 出 包含 这 两 条 线 的 复合 
方程 . | 
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例如 ,到 与 直线 LN 成 半 直 和 角 的 直径 48 作 轴 , 取 点 4 年 原点 , 
记 横 标 4P = *, 纵 标 PM = y. 那么 ,对 直线 上 的 点 于, 我 们 有 PM 
= CP = ga -x, 因 为 这 个 点 性 是 在 负 纵 标 区 ,所 以 我 人 有 ニー 
+x ,或 者 y-w+tea=0. 对 圆 上 的 点 型 ,我 们 有 PM? = AP: PB 和 
BP=2a -yx 从 而 得 到 **=2gg- ァ だ, 或 者 デア ェ ッ メー2gg =0. 得 到 
的 其 个 方程 相 必 ,结果 为 三 阶 复合 方程 

y+ x + ay -2aory +3ar — 2a2x =0, 

它 同时 包含 图 中 的 加 和 直线 . 视 标 4P = * 对 应 三 个 纵 标 ,两 个 在 


网 上 ,一 个 在 直线 上 .例如 , 令 x= 方 4, 则 
ア + ラ の クー テア テー =0, 
该 方程 的 一 个 因 式 为 y+ 二 a = 0, 作 除法 ,得 另 一 个 因 式 为 y? - 
すす 2 =0. 从 而 7 的 三 个 值 为 
四 3 和 a 


工 .y= -十 a， [ .y= 让 a¥3， .y= -av3， 
我 们 构造 的 复合 方程 表示 的 是 由 一 个 圆 和 一 根 直线 所 成 的 连 
续 遇 线 . 
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以 上 我 们 讲 了 复合 线 与 非 复合 线 的 区 别 .显然 ,二 阶 线 可 以 是 
连续 曲线 ,可 以 是 售 两 根 直线 的 复合 线 , 这 是 因为 二 阶 方程 如 果 有 
因 式 ,这 因 陈 必 为 一 阶 的 ,一 阶 方 程 表示 的 是 直线 .三 阶 线 可 以 是 
非 复 合 的 ,可 以 是 复合 的 .这 复合 线 的 成 员 ,可 以 是 一 条 直线 与 一 
条 二 阶 线 , 也 可 以 是 三 条 直线 ,四 阶 线 可 以 是 连续 钱 , 即 非 复合 的 ， 
也 可 以 是 复合 的 . 这 复合 线 的 成 员 ,可 以 是 一 条 直线 与 一 条 三 阶 曲 
线 ,可 以 是 两 条 二 阶 线 , 可 以 是 一 条 二 航线 与 两 条 直线 ,最 后 可 以 
是 四 条 直线. 类 似 地 ,可 以 列 出 五 阶 和 更 冯 阶 复合 线 的 可 能 成 员 . 
可 见 ,任何 阶 的 曲线 都 可 由 阶 数 比 它 低 的 非 复合 线 复合 而 成 ,复合 
方式 可 以 不 同 ,但 复合 线 成 员 的 阶 数 的 和 必 等 于 复合 线 的 阶 数 ， 
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对 任何 阶 数 的 线 , 它 与 直线 的 相交 ,也 即 与 直线 交点 的 个 数 ， 
都 是 我 们 首先 要 考察 的 . 一 阶 线 , 也 即 直 线 , 与 另 一 条 直线 的 交点 
只 有 一 个 ,但 曲线 与 直线 的 交点 可 多 于 一 个 .自然 我 们 会 问 ,每 阶 
曲线 的 这 种 交点 各 是 几 个 ,这 个 间 题 的 解决 可 以 帮助 了 解 各 阶 线 
的 性 质 .我 们 将 看 到 ,各 阶 线 与 直线 交点 的 个 数 是 :二 阶 线 不 多 于 
两 个 ,三 阶 线 不 多 于 三 个 ,类 推 ， 
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前 面 我 们 讲 过 轴 与 任何 曲线 交点 个 数 的 求法 .给 定 模 标 x 级 

标 y 间 的 一 个 方程 ,由 于 轴 与 曲线 交点 处 纵 标 y 为 零 , 置 方程 中 的 

Y=0, 得 到 只 含 x 的 方程 ,这 个 方程 的 根 就 是 轴 与 曲线 交点 的 横 

标 .和 例如 , 令 我 们 前 面 求 得 的 图 的 方程 y=2ax - x* 中 的 y=0, 得 

0=2ax - x*, 根 为 z=0 和 x 二 25, 即 轴 RS 与 图 先 交 于 原点 4, 再 
円 3 円 


交 于 点 日, 4B = 2a. 对 其 他 曲线 ,求法 类 似 ,也 即 令 方程 中 的 y= 
0, 得 到 x 的 方程 ,这 个 方程 的 根 就 是 曲线 与 轴 的 交点 . 
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对 于 曲线 的 通用 方程 ,每 条 直线 都 可 以 作 轴 . 取 一 条 直线 作 
轴 . 令 通用 方程 中 的 纵 标 y =0, 得 到 只 含 x 的 方程 ,这 个 方程 的 根 
就 是 曲线 与 轴 , 也 就 是 与 我 们 所 取 的 直线 的 交点 , 根 的 个 数 就 是 这 
曲线 与 直线 交 扣 的 个 数 . 可见, 交点 个 数 决 定 于 方程 中 x 的 最 高 
次 大 ,不 能 超过 x 的 最 商 次 材 的 次 数 , 如 果 根 都 大 实数 , 则 交点 个 
数 等 于 最 高 桥 的 次 数 ;如 果 有 虚 根 , 则 交点 个 数 相应 地 减少 . 
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对 每 阶 线 我 们 都 给 了 最 通用 方程 ,对 它 应 用 所 说 的 方法 ,就 得 
到 各 有 阶 线 与 直线 交点 的 个 数 . 先 取 一 阶 线 , 妈 直线 的 通用 方程 
0=at++7y, 
令 y=0, 得 0=a+ 所 , 它 的 根 不 多 于 一 个 ,从 而 一 条 直线 与 田 一 
条 直线 最 多 只 能 有 一 个 交点 .如 果 8 =0, 则 不 可 能 等 式 0=a 告诉 
我 们 ,此 时 直线 与 轴 不 相交 ,事实 上 8 =0 时 方程 为 0=a + yy, 此 
时 直线 与 轴 平 行 . 
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令 二 阶 线 通 用 方程 
O=ae+ f+ Yy + or + erxy + by? 
中 的 y=0, 得 
0=a+ B+ Sr, 
m 37 円 


它 或 者 有 两 个 实 根 ,或 者 没有 实 根 ,或 者 有 一 个 实 根 ,这 是 在 6=0 
时 .因而 二 阶 线 与 直线 交点 的 个 数 或 为 2, 或 为 1, 或 者 为 0. 也 可 简 
单 地 说 成 ;二 阶 线 与 直线 交点 的 个 数 不 多 于 2. 
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置 三 阶 线 通用 方程 中 的 y =0, 得 方程 
0=0+ r+ yx: + Bx]. . 
该 方程 根 的 个 数 不 多 于 3, 因而 三 阶 线 与 直线 交点 的 个 数 不 儿 于 
3. 但 这 交点 个 数 可 以 少 于 3: 如 果 8 =0, 且 0=a+ 记 + 和 2 的 两 个 
根 都 为 实数 , 则 交点 个 数 为 2; 如果 所 得 三 次 方程 上 有 两 个 虚 根 ,或 5 
=0,7Y =0, 则 交点 个 数 为 1; 最 后 ,如 果 8 =0, 且 另外 两 个 根 为 虞 
数 ,或 者 ,7 ,8 都 为 零 ,而 a 不 为 零 , 则 交点 个 数 为 零 
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类 似 地 ,我 们 可 以 得 到 ,四 阶 线 与 直线 交点 的 个 数 不 多 于 4, 
且 这 条 性 质 可 类 推 到 各 阶 线 , 即 。 阶 线 与 直线 交点 的 个 数 不 多 于 
n. 当然 ,也 跟 我 们 对 二 阶 线 和 三 阶 线 所 指出 的 一 样 ,这 交点 个 数 可 
以 少 于 n, 甚 至 可 以 为 零 .这 样 我 们 得 到 : 线 与 另 一 直线 交点 的 个 
数 ,不 多 于 它 的 阶 数 . 
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可 见 ,从 曲线 与 直线 交点 的 个 数 , 得 不 到 曲线 的 阶 数 .交点 个 
数 为 n 时 ,曲线 的 阶 数 可 以 不 是 m, 可 以 比 高 ,甚至 可 以 不 是 代 
数 曲 线 , 而 是 超越 曲线 ,但 可 以 断定 ,与 百 线 交 点 个 数 为 ヵ 的 曲 
线 ,其 阶 数 绝对 不 会 小 于 ヵ . 如 果 曲 线 与 直线 交点 个 数 为 4, 则 可 

.38 ・ 


断定 ,这 曲线 不 是 二 阶 的 ,也 不 是 三 阶 的 ,但 断 不 定 它 是 四 阶 的 ,还 
是 更 高 的 哪 -一 阶 的 ,甚至 断 不 定 它 是 不 是 超越 曲线 . 
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各 阶 线 的 通用 方程 中 都 含有 知 干 个 任意 常数 , 取 任 意 常数 为 
确定 的 值 ,曲线 就 完全 确定 ,并 且 可 以 对 给 定 的 轴 把 它 画 出 来 ,而 
包 会 在 这 通用 方程 中 的 其 他 曲线 就 一 概 锌 排除 .例如 ,虽然 一 阶 方 
程 0=a+ r+ Yy 只 合 直 线 , 但 由 于 常数 ,8,7 不同 秆 的 组 数 无 
穷 , 因 而 这 直线 关于 轴 的 位 置 的 种 数 也 无 穷 .但 是 ,只 训 丘 予 这 三 
个 常数 以 确定 的 值 ,直线 的 位 置 就 完全 确定 ,另外 的 任何 直线 就 都 
排除 在 外 . 
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方程 0= a + f+ yy 有 三 个 可 任意 决定 的 常数 (简称 为 三 个 
任意 定 ), 但 由 方程 的 性 质 知 ,给 出 两 个 系数 对 第 三 个 的 比 ,方程 就 
完全 确定 ;也 即 我 们 的 这 个 方程 ,实质 上 只 有 两 个 任意 定 .例如 ,用 
a 确定 8,y, 使 8= -x,y =2a ,那么 约 去 方程 0=a 一 ax +2ay 中 
的 = ,我 们 就 得 到 完全 确定 的 方程 . 同样 的 道理 , 舍 六 个 任意 常数 
的 二 阶 线 通 用 方程 有 五 个 任意 定 ;三 阶 线 通用 方程 有 万 个 任意 定 ; 


一 般 地 ,n 阶 线 通用 方程 有 全 十 La + 2) -1 个 任意 定 . 


$ 76 


让 曲线 通过 一 个 给 定点 ,可 确定 下 一 个 任意 定 , 设 给 定 某 阶 线 
的 通用 方程 ,我 们 让 曲线 通过 给 定点 8 来 确定 一 个 任意 定 (图 


"3 


17) .任意 取 定 一 条 轴 和 
轴 上 原点 4, 自 点 戸 了 同 
轴 引 垂 线 盛 .曲线 过 ぢ , 
则 方程 中 可 标 x 为 轴 
时 , 纵 标 y 必 为 即 . 措 通 
用 方程 中 的 x,y 为 过， 
下 ,从 结果 等 式 中 确定 
出 ea,B,7y,S,… 中 的 一 
个 ,把 确定 出 的 这 一 个 图 17 
换 人 原 通用 方程 , 财 任 

意 定 减 少 一 个 ,但 所 含 曲线 都 过 点 5. 
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如 果 还 要 求 曲 线 通过 点 C, 那 我 们 从 C 向 轴 引 垂 线 Ce ,将 4 
= he,y= Ce 代入 所 会 曲线 都 过 点 B 的 方程 ,从 得 到 的 等 式 又 可 
确定 a,8,7,… 中 的 一 个 ,可 见 ,从 曲线 应 通过 的 三 个 点 B,C,D 
可 确定 三 个 常数 ,从 四 个 点 B,C,D,E 可 确定 四 个 常数 ,如 果 点 
数 等 于 通用 方程 的 任意 定数 ,那么 曲线 就 完全 而 唯一 地 确定 . 
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一 阶 线 , 即 直线 的 通用 方程 具有 两 个 任意 定 , 所 以 给 定 两 个 点 
要 直线 通过 ,直线 就 完全 确定 .事实 上 ,过 两 点 只 有 一 条 直线 ,这 是 
我 们 从 欧 风 里 得 的 几何 原本 中 已 经 知道 了 的 ,如 果 只 给 一 个 点 , 则 
方程 不 完全 确定 ,通过 这 个 点 的 直线 有 无 穷 多 条 . 
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二 阶 线 的 通用 方程 有 五 个 任意 定 ,如果 给 定 五 个 点 ,使 曲线 必 
须 通 过 ,那么 二 阶 线 就 完全 确定 ,因而 通过 五 个 点 只 能 引 一 条 二 阶 
线 .如 果 只 给 四 个 点 ,或 更 少 ,那么 方程 就 不 完全 确定 ,就 有 无 旁 多 
条 二 阶 线 通 过 给 定 的 这 些 点 ,二 阶 线 与 直线 不 能 有 三 个 交点 ,因此 
给 定 的 五 个 点 中 ,如 果 有 三 个 在 一 条 直线 上 ,我 们 求 出 的 就 不 能 是 
连续 曲线 ,而 是 由 两 条 直线 组 成 的 复合 线 , 即 二 阶 通 用 方程 此 时 包 
含 的 是 两 条 直线 . . 


$ 80 


三 阶 线 的 通用 方程 含 九 个 任意 定 , 所 以 对 任意 取 定 的 九 个 点 
都 有 一 条 三 阶 线 通过 ,而 且 只 有 一 条 . 如果 点数 少子 9, 则 有 无 穷 
多 荣 三 挤 线 通过 它们 .同样 地 ,每 14 个 给 定点 都 有 唯一 的 四 阶 线 
通过 ,每 20 十 给 定点 都 有 唯一 的 五 阶 线 通 过 .一 般 地 ,每 
パル キジ 1 キシ 
个 给 定点 都 有 唯一 的 一 条 n 阶 线 通 过 ,每 少 于 这 人 么 多 个 点 都 有 无 
穷 多 条 n 阶 线 通 过 . 
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通过 不 多 于 慌 史 + 引 个 点 有 一 条 或 无 穷 多 条 z 阶 线 . 点数 等 


于 到 ma + 34 时 有 一条 , 少 于 时 有 无 穷 多 条 .不 管 给 定 的 点 如 何 分 


布 , 解 都 是 存在 的 ,因为 确定 系数 ,8,.y,3,… 的 方程 都 是 线性 
・41 ， 


的 ,没有 二 次 的 ,也 没有 更 高 次 的 .也 因此 , 求 得 的 a,6,Y,… 不 会 
是 虚 的 ,也 不 会 是 多 值 的 , 即 求 得 的 通过 给 定点 的 线 都 是 实 线 ,而 
且 只 要 点 数 等 于 通用 方程 的 任意 定 个 数 , 线 就 是 唯一 的 . 
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办 可 尾 取 ,这 可 以 使 系数 的 确定 变 得 容易 些 , 先 通过 一 个 给 定 
点 ,并 且 就 取 这 个 给 定点 作 原 点 ,这 时 x=0,y=0 代 人 通用 方程 
0O=atR+tyy + + ey t+ ty + m+ 
立即 得 到 a =0. 再 通过 另外 的 给 定点 ,这 样 就 减少 了 用 点 的 位 置 
来 确定 的 量 的 个 数 , 最 后 可 取 斜 角 坐 标 ,使 过 原点 的 纵 标 线 通过 一 
个 给 定点 .不 管 坐标 是 直角 的 还 是 斜 角 的 ,我 们 都 可 以 从 方程 了 解 
曲线 ,根据 方程 画 出 曲线 . 
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我 们 来 求 通过 图 18 上 五 个 给 定点 4, BC 万 , 克 的 二 阶 曲 


图 lg 
线 . 取 过 点 4,g 的 直线 为 轴 , 取 4 点 为 原点 ,连接 点 4,C, 取 纵 标 
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对 轴 的 倾角 为 C48. 从 点 ,EE 向 轴 引 平行 于 AC 的 织 标 线形 和 
Fe, AB=a, AC=b, Ad=e, Dd=d, Ae=e, eBE=f, 对 二 阶 线 
的 通用 方程 

O=at ht yy+ Or +t exy + Hy, 


显然 
令 则 
z= y=0, 
ァ ニ = Y=b, 
= r=0, 
X= Ct y= dd, 
区 =e y=f 
由 此 我 们 得 到 5 个 方程 


[.0=a, 
HH.0=a+ Yb + ゆう 
.0=a + Ba + $a, . 
WV.0=a+ 記 79+T + ecod + td’, 
VY.0=a+t pe+ y+ e+ e+ の , 
从 而 a=0, Y= -名 ,有 = -6a. 将 这 三 个 值 代 入 ,VV， 
得 
.0= ~ ac ~ thd + be? + ecd + bd?, 
0= - dae — Lh + ber:+ eef + UF. 
悦 前 一 个 以 , 乗 后 一 介 以 od ,然后 相 减 以 消去 = ,得 
0= - dacef - thdef + Bc’ef + Ed° ef + acde + thcdf — Scde? 


* 3， 


由 此 得 
8= df(be- bc- detd), 
と =cetegー ザ ー det+ df), 
我 们 求 出 了 所 有 的 系数 . 
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用 上 面 的 方法 ,对 取 定 的 轴 和 举 标 角 , 求 出 道 用 方程 
O=at+ifiikt+ yy + + 

的 全 体系 数 ,我 们 就 得 到 了 通过 包括 给 定点 在 内 的 无 窃 多 个 点 的 
一 条 曲线 的 方程 . 如果 纵 定点 的 个 数 少 于 通用 方程 任意 定 的 个 数 ， 
则 不 足 的 点 可 枉 取 ,都 取 定 之 后 ,通过 并 定 点 的 方程 就 完全 决定 ， 
为 了 画 出 诀 宪 了 的 这 条 曲线 ,我 们 取 正 负 整 数 横 标 值 0,1,2,3,4， 
5,6,… 和 -1, -2,-3, ~4,…， 再 根据 完全 决定 了 的 方程 算出 对 
应 于 这 每 一 个 横 标 的 纵 标 ,这 样 我 们 就 得 到 了 曲线 的 报 多 相当 靠 
近 的 点 ,这 就 可 以 大 致 地 画 出 曲线 . 


第 五 章 
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一 阶 线 都 为 直线 ,初等 几何 对 直线 的 讲述 已 经 充分 .二 阶 线 ， 
在 曲线 中 它 最 简单 ,在 整个 高 等 几何 中 又 有 着 广泛 的 应 用 ,我 们 对 
它 作 些 较 深 入 的 考察 .二 阶 线 也 叫 圆锥 曲线 ,具有 不 少 有 意义 的 性 
质 , 其 中 有 可 代 几 何 学 家 发 现 的 ,也 有 现代 人 补充 进去 的 .很 多 作 
者 接着 韧 等 几何 马上 就 对 这 些 性 质 进 行 讲 述 , 这 足见 其 重要 .这 些 
性 质 有 来 自 方程 的 ,有 来 自 平面 与 圆锥 裁 线 的 ,有 来 自 其 他 作 图 方 
法 的 .我 们 这 里 只 讲 来 自 方 程 而 不 使 用 其 他 输 助 手段 的 ， 
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考察 二 阶 曲线 的 通用 方程 
0O=a+t+hr+ y+ Or? + ewvy + Ky. 
我 们 已 经 证 明了 , 它 包含 关于 任何 轴 、 任 何 坐 标 角 的 一 切 二 阶 线 ， 
改写 它 为 
を 5 全 


2 (sz+ ア ) ァ 站 -+ 应 +a 
r+ ee + ¢ の 


可 见 ,每 个 横 标 x 都 或 者 有 两 个 维 标 与 之 对 应 ,或 者 没有 级 标 与 
之 对 应 ,决定 于 y 的 两 个 根 为 实 为 虚 . 如 果 =0, 则 每 一 个 横 标 x 
都 只 有 一 个 纵 标 与 之 对 应 , 另 一 个 在 无 穷 远 处 ,这 并 不 阻碍 我 们 的 
考察. 
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两 个 y 值 都 为 实数 时 ,级 标 线 PMN 交 则 线 于 两 点 , 设 为 于 ， 
NN( 参 见 图 19). 两 根 之 和 


を : 
这 里 取 直 线 AEF 为 轴 , 点 4 为 原点 , 角 APN 为 可 任 取 的 坐标 角 ， 
依 所 取 坐 标 角 画 另外 一 条 纵 标 线 mpn ,这 里 pm 为 负 ,我 们 得 到 
ュー トコ 时 dp ーー と 


PM + PN = 一 和 ーー に る に ニア 


Ph- pm = 
前 式 减 去 后 式 ,得 
PM+ m+ PN p= (p=-4P})_ ep 


& > 
从 扣 于 ,ma 引 平行 于 轴 的 直线 , 记 与 纵 标 线 PMN 的 交点 为 py 和 "0， 


* dd ・ 


中 
Mu + NW =, 


也 中 Mw + A 比 Pp 或 tn 或 ww, 都 等 于 6 比 , 为 常数 .我 们 指出 ， 
不 管 直 线 MN ,mn 画 于 曲线 何 处 ,只 要 与 轴 的 交角 等 于 给 定 角 , 且 
nm 平行 于 办 ,这 个 比 式 就 成 立 ， 
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平移 缴 标 线 PMN 使 点 村 ,NW 重合 ,也 即使 纵 标 线 成 切线 , 参 
见 图 20. 记 这 切线 为 KCI, モビ 
平行 于 MN 和 mn, 我 们 称 两 
端 在 曲线 上 的 线段 为 芒 ,从 点 
上 师 ;,NWmna 阿 切线 夯 平 行 于 
轴 的 直线 三, MK , mi, nk. 线 
段 CK, CI 在 点 两 侧 , 应 该 
反 号 ,由 此 得 

(ウー CK)}:MI=e:t, 

(Ci— Ck) :mi=e:t., 
从 而 ・ 


(  - CK): MI = 

(Ci Ch): mi, 图 20 
或 。 

Mim={(C-CK): CG - Ck). 
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轴 关 于 曲线 的 位 置 任意 ,所 以 直线 及 ,NK, mi, nk 的 位 置 也 


* 7 ・ 


任意 , 兵 要 它们 彼此 平行 ,就 恒 有 

MI:mi= (CI CR):(G- CE). 
设 工 平分 MN, 引 和 ,NK 使 平行 于 C 红 , 则 GT= CK, 从 而 C1- CK 
=0, 且 

Ci - = 巡 (@- CK) =0. 
延长 开 至 由 m,n 也 平行 于 妨 , 我 们 有 mt = rl, 内 而 过 切 点 
的 直线 52 ,如 果 它 平分 一 根 平行 于 切线 的 蕊 MN, 它 就 平分 一 切 
平行 于 切线 的 mn. 
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由 于 直线 CH 等 分 一 切 平 行 于 切线 的 弦 , 我 们 称 它 为 二 阶 线 
或 圆锥 曲线 的 直径 .二 阶 线 任 何 一 点 处 都 有 切线 ,因而 二 阶 线 有 无 
穷 多 条 直径 .对 每 一 条 切线 CK 我 们 都 可 以 画 一 条 平行 于 它 的 臣 
MN , 记 MN 的 等 分 点 为 上 ,直线 CL 就 是 我 们 的 二 阶 线 的 直径 , 它 
等 分 平行 于 切线 茅 的 一 切 弦 . 
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由 此 ,如 果 直 线 等 分 任 何 西条 相 平 行 的 弦 MN 和 mn, 那 它 
就 等 分 一 切 平 行 于 这 两 条 弦 的 弦 . 二 阶 线 上 处 处 有 切线 ,对 每 一 条 
切线 我 们 都 可 以 画 平行 于 它 的 纺 ,从 而 就 有 -条 直径 . 由 此 我 们 得 
到 一 个 新 的 方法 ,可 求 出 二 阶 线 的 无 穷 多 条 直径 .任意 地 画 两 条 相 
平行 的 弦 MN 和 mn ,过 其 中 点 5,1 的 直线 就 是 一 条 直径 , 它 等 分 
平行 于 这 两 条 弦 的 一 切 弦 . 记 这 直径 7 与 曲线 的 交点 为 C, 过 C 
平行 于 弦 的 直线 是 曲线 在 C 点 处 的 切线 ， 


"+ 
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从 方程 
+ 
的 两 根 之 和 我 们 得 到 了 前 面 的 性 质 . 现在 我 们 来 考察 它 的 两 根 之 
积 


2 
et + 全 + -0 


PM'PN= tte, 


(参见 97 图 19). 表达 式 鱼 土生 二 4 或 者 有 两 个 实 因 式 ,或 者 没 
有 实 因 式 . 当 曲线 与 轴 有 两 个 交点 下 , 严 时 它 有 两 个 实 面 式 .事实 
上 ,由 交点 处 y=0 得 并 十 本 +e -0,45,4P 为 根 , (x ~ AE)(x- 
AF 1) 为 因 式 . 
从 而 由 x=AP 得 

tia 8, AE)(z-AF)- 2.PE. PF, 
该 式 与 两 根 之 积 比较 ,得 

PWM PN = 二 -本 "PP， 

即 PM- PN 比 到,P 等 于 8 比 # ,为 常数 . 纵 标 线 PMN 的 位 置 任 
由 pE ,mn 为 负 , 类 伏地 得 . 


pm pn = CPE" pF. 
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巨 ,下 为 二 阶 线 上 任 两 点 (和 参见 图 21), 对 直线 の 。 只 要 牙 
円 49 村 


NMP, npm 平行 , 则 恒 有 

PH: PN: PE- PF = 
pm'pn:pk'pF, 
因为 两 端的 比 式 都 等 于 5 :8. 
类 人 地 ,如果 取 直线 PMN 为 
轴 ( 轴 可 任 取 ) ,那么 对 任何 一 
条 平行 于 PEF 的 直线 egf ,我 
们 都 有 


PM: PY: PE: PF = 
qi :aN: ge gf = pm" pn:pk' ph. 
从 而 

ge gf:pE' pF = gM qN: pm pn. 
这 样 一 来 ,对 任意 两 对 平行 蓄 ef, EF 和 MN, mn, 如 果 其 交点 为 ア , 
,9:T ,我们 都 有 关系 式 

PM* PN: PE' PF = pn' pr: ph * pF = gM'aN: ge* gf = Mm: 
mre". 


这 是 二 阶 线 的 第 二 条 一 般 性 质 . 
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如 果 册 线 的 两 个 点 邓 ,m 重合 , 则 直线 PHN 齐 为 重合 点 处 的 
切线 , PH PN 变 为 PH 或 者 PN 自 恢 ,由 此 得 到 切线 的 一 条 新 性 
质 . 设 直线 Cm 是 二 阶 线 点 已 处 的 切线 (图 24), 又 设 PMN, pm 
是 任何 两 条 平行 线 ,因而 与 切线 交角 相等 .这 样 由 求 得 的 性 质 ,我 
们 有 

PC*: PM PN = PC :pn pr, 
也 即 ,对 与 切线 交角 相等 的 弦 MN ,我 们 有 PC2 比 PM PN 为 常数 . 


时 站 站 し 
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由 此 我 们 得 到 ,如 果 Cp 是 二 阶 线 的 任何 -一 条 直径 (8 88 图 

20) , 它 等 分 一 切 平行 驴 MY ,mm , 交 曲 线 于 C,D, 则 

CL TD: LIM: IN = CD: im: hh. 
由 WH= JN,im= tn, 得 

M2: Im? = CL ID: CID, 
公 即 半 弦 平方 LM? 比 莱 积 CL: LD 为 常数 .我 们 看 看 取 直 径 CD 为 
轴 , 尘 弦 LW 为 纵 标 线 时 的 二 阶 线 方程 . 设 下 径 CD = &, 模 标 CL = 
# ,级 标 LIM =y, 由 1D=a-x, 得 yy? 比 ax -x 为 常数 , 记 这 常数 
为 比 天 ,这 样 我 们 得 到 二 阶 线 的 方程 


hn 
ニテ (gwー タ の )。 
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从 前 面 得 到 的 二 阶 线 的 两 条 性 质 , 可 以 推出 另外 几 条 性 质 . 设 


二 阶 线 的 两 条 相 平 行 的 芝 45, > 
(已 给 { 图 22). 连 dc 有 成 四 


可 
边 形 4BCD , 过 明 线 上 任 一 点 が A 
作 平 行 于 4B, CD 的 弦 MN, 交 の へ 、 
"マンタ 、 
AC, BD 于 P,0, 则 PM 等 于 QN. 


等 分 48B ,CD 的 直线 等 分 MN. 由 


初等 几何 知 该 直线 也 等 分 线段 D> 
PQ. 这 样 ,由 线段 MV, PO 被 同 
一 点 等 分 ,我 们 得 到 MP = WO, 图 2 


MQ = NP. 这 样 一 来 ,借助 4, 戸 , 
・ Si ・ 


C,D 之 外 的 第 五 点 对 ,我 们 可 以 确定 第 六 点 站, 使 WO = MP. 
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已 知 MNO: ON 比 BQ・DQ 为 常数 ,由 QW = MP 得 MP: MO 上 比 
BO DO 为 常数 ,从 而 任 取 曲 线 上 另外 一 点 ce, 过 c 引 平 行 于 48， 
CD 的 直线 GcH 交 4C, BD 于 G6,H, 则 cG* eH 比 妇 :DH 为 同一 常 
数 , 即 

eG eH: BH: DH = MP MO: B0- DO. 

如 果 过 点 型 引 平 行 于 BD 的 直线 RMS 交 4B, CD 于 R,S, 那 各 由 
BQ = MR ,DO = MS 也 得 到 MP: MO 比 MR :MS 为 常数 .从 而 ,如 果 
过 任 一 点 对 引 两 条 直线 ,一 条 MPQ 平行 于 边 4B, CD, 另 一 条 
RMS 平行 于 边 到, 记 与 四 边 形 ABCD 四 边 的 交点 为 P,0,R,3， 
则 这 四 点 的 分 布 满足 MP: MO 比 MR MS 为 常数 ， 
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代替 平行 于 4 的 芒 (CD ,考虑 直线 克 , 再 加 上 玉 4c 及 原来 的 
直线 MQ, RMS ,这 两 条 钱 过 点 好 ,分 别 平行 于 边 48 和 有 始 , 交 四 边 
形 48pc 的 边 于 p ,人 ,总 ,s ,我 们 得 到 类 似 的 性 质 .事实 上 

MP MO: BO DO = cG* cH: BH' DH, 
从 而 由 RS 平行 并 等 于 BD 得 
MP MO: MR MS = eG* cH: BH- DH. 
由 三 角形 4Pp ,AGe 相似 ,得 
Pp:AP= Ce: AC, 
从 而 由 
AP: AG = BO: BH, 
得 
7 


Pp: BQO = Ge: BH, 
由 三 角形 DSs , cgD 相似 ,得 

DS(MQ): Ss = eH: DH. 
利用 BQ = MR ,从 这 两 个 比 式 得 

MO Pp:; MR' Ss = c6 eH: BH DH. 
同 前 面 的 比例 式 比 较 , 得 

MP MQ: MR: MS = Pp* MO: MR Ss; 
前 项 取 和 后 项 取 和 ,得 

MP: MO: MR MS = Mp MO: MR Ms; 
即 与 点 ,MM 在 曲线 上 的 位 置 无 关 , 只 要 过 点 的 責 銭 が O, 融 平 
行 于 纺 48 ,CD ,Hp MQ 比 MR・Ms 的 值 就 不 变 . 

从 所 得 比例 式 得 

MP : MS = Mp: Ms. 
即 只 要 点 上 用 不 变 ,点 e 变动 时 只 是 点 p,s 的 位 置 变 动 , Mp 比 Ms 
的 值 不 变 . 
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设 4,8,C,D 为 二 阶 线 上 的 任意 四 点 , 连 四 点 成 内 接 四 边 形 


"3 = 


(图 23) ,利用 前 面 所 讲 ,我 们 可 以 推出 圆锥 曲线 的 一 条 和 性质. 从 曲 
线 上 任何 一 点 野 向 四 按 形 的 下边 引 直 线 MP, MQ, MR, MMS, 使 与 
四 边 所 成 的 角 相 等 ,都 等 于 给 定 的 角 , 则 引 向 对 边 的 直线 的 长 度 的 
积 的 比 为 常数 , 即 对 曲线 上 任意 一 点 时 ,只 要 P,0,R,5 处 的 前 
相同 ,WP .MO 比 MS 就 为 固定 的 数 . 为 证 明 这 一 点 ,我 们 过 点 
MM 引 两 条 直线 MM 和 严 , 前 者 平行 于 45 ,后 者 平行 于 始 , 记 这 两 
条 线 与 四 边 形 各 边 的 交点 为 p,q9,r,s, 那 么 由 前 面 讲 的 我 们 知道 
Mp Mg 比 上 :Ms 为 面 定 的 数 , 由 于 角 为 已 纵 , 所 以 比 MP: Mn, 
MO: Mg ,MR: Mr, MS 都 为 已 给 ,从 面 MP' MO 比 MR' MS 为 已 给 . 
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前 面 我 们 看 到 ,如 果 延 长 平行 攻 MAN, mm ,使 其 与 切线 CPp 相 
交 于 P,p, 如 图 24, 则 

PM PN: CP = 

pm* pr Cp”. 
如 果 我 们 选择 点 ,,』, 合 PL 是 
PM ,PN 的 比例 中 项 , pl 是 pm， 
ma 的 比例 中 项 , 则 

PI: CP = pl?: Cp?, 
上 而 PL: CP= 让 :Cp, 由 此 知 
と 在 过 切 点 C 的 直线 土 . 因 
此 ,如 果 点 工分 任何 一 条 纵 标 
线 PMN 成 PL: = PH PY, 则 过 
点 で , 的 直线 CD 与 任 一 纵 标 线 prmn 的 交点 上 都 分 pmm ,使 得 咒 
是 pm ,pn 的 比例 中 项 .或 者 ,如 果 点 上 ,i 分 纵 标 线 PN ,pm ,使 得 

PL = PM PN, pl = pm pn, 
则 点 工 ,7 C 共 线 ,上 且 这 条 直线 以 同样 的 比分 一 切 与 PY, pn 平行 
a $4 四 


图 24 


的 纵 标 线 ， 
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前 面 我 们 讨论 了 二 阶 线 的 直接 从 方程 形状 竹 到 的 人 性质. 下面 
我 们 讨论 里 为 深入 的 性 质 . 从 二 阶 线 的 通用 方程 
PEE Setete_ 
と と ーー 
我 们 看 到 ,对 给 定 的 对 应 纵 标 为 PY ,PN 的 横 本 4P= ァ , 我 伯 可 以 
确定 等 分 茧 MN 的 直径 .事实 上 , 设 6 是 求 得 的 直径 (图 25) , 它 


在 点 上 , 邊 等 分 弦 MW. 今 PL=z, 由 z= 二 PM + 二 PN 


細 25 
得 
= — 
= 2 
或 
2 人 2 gy キア ニテ 0. 


该 方程 给 出 直径 I6 的 位 置 . 


"” 本 本 。 
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由 此 我 们 可 以 算出 直径 6 的 长 ,直径 是 曲线 上 有野 ,W 的 重 
合 , 也 即 PM = PN 这 样 两 个 点 的 连 线 .由 曲线 方程 知 


2 
PM + pv pM PN- ita, 


从 而 
(PM — PN): = (PM + PNY —4PM- PN 
_(e2-48)z2+ 2(gy —- 28 Ya + (7 — dak) 
= の 2 一 心 
或 


2(28t - ey) ェ ュー4e 0 
e2-49 を "e248¢ 
由 AK,AH 为 该 方程 的 根 ,我 们 有 


LAE -2 jr a デー4e と 
MM ei: ~-d8t ” 人 2ー48 


を 一 


从 而 


2 2 2 
(CAH — 4K)2 = KH = 长 2 下 一 二 ー 和 4(g ー46 と (7 ー4g6 


(e*—48¢)° 
如 果 取 直角 坐标 , 则 
/C2 = 4 KA?. 
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胡 面 我 们 考虑 了 直角 坐标 情形 ,现在 我 们 来 求 斜 角 坐 标 方程 ， 
从 曲线 上 任 一 点 村 向 轴 画 纵 标 线 黎 ,与 轴 的 交角 为 jp 末 , 记 该 角 
的 正 蓝 为 疡 , 余 蓝 为 口令 新 横 标 如 = ,新 纵 标 pM = & ,我 们 有 
。56 ・ | 


从 而 
アニ ルル 。 %= E+ UU: 
将 这 两 个 值 代 人 *,* 间 方 程 
和 = e+ 应 + 季 +8 +ery + ly, 


得 

O=at+ + vb + + 2 + udu” 

+ pyu + Er + UE 

+ pe bu 

或 . 
隐现 + 209 t+ + ulu+ d+ +ae_0 

HE + pa + UE 
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这 里 每 个 纵 标 都 有 pM 和 pn 两 个 值 , 国 此 ,我 们 可 照 将 过 的 
那样 , 求 纺 Mn 的 直径 泪 , 点 1 等 分 ir, 为 直径 上 的 点 . 记 p= vv， 
则 


bp 有 + 本 -re+20)t- wy — wu 
2 。 2( 6 + pwe + の 8) 
从 了 工 向 轴 4F 引 惟 线 加 , 记 Ag 了 =p, 及 = q, 我 们 有 


从 而 


人 ちり 间 方 程 ， (得 
ー ED 一 2u9p + veq + 2v 6a: 1 — Hy 一 9 


メー Dt + Ze +20°8 


”这 里 字母 上 方 的 横 表 承 对 应 级 眉 的 长 .p,q 友 表 示 点 ,也 表示 线 红 长 . 
到 57 = 


或 

(2 と + me) gt (pe tnd)p+ py + p=0, 
或 

(Gp + ve qt (pe + 2 p+ Yt t=0. 
直径 记 的 位 置 由 该 方程 决定 . 
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延长 方程 2 作 + ex + 7 =0 决 定 的 直径 6 交 轴 于 点 0, 我 们 有 
40 = 二 “. 从 而 
PD= 二 “一 x、 
角 LOP 的 正切 
る ー64 。 


ニー ニー 一 一 一 ーーーーーー ーー 


直径 iC 等 分 弦 MN 处 的 角 MLG 的 正切 = 缅 .延长 另 一 个 直径 あぁ, 
交 轴 于 。, 则 


MD = 


ー ルアー ug 
E+ 
角 4ei 的 正切 


_ +20 
2uE + ve' 
由 于 角 40L 的 正切 = 28 ,两 个 直径 交 于 某 点 C ,交角 0Co = 4 - 
40r ,其 正切 
ー 4068 — ue’ 
200E + 2ust + pe 
第 二 个 直径 等 分 艾 处 的 角 Mo = 180P - jpo - Aol ,其 正切 
t+ 二 2 
et 2 Dt — we 
与 只 四 
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我 们 来 考虑 两 直径 交点 太 的 位 置 . 从 向 轴 画 垂 线 CD , 令 
AD = EDp= 疡 , 先 由 忌 在 直径 让 上 ,我 们 有 
2 店 Egg オア =0。 
再 由 蕊 在 直径 女 上 我 们 有 
(2ME + ue)h + (ns +20) 8+ ry + B=0, 
匀 前 一 个 以 ,从 后 一 个 减 去 ,得 
veh +2v6g + uP=0, 或 eh +28g+ B=0. 
从 而 


h = ーー ツア 20gー 
2 と E 


进而 (e -48)8 =2 克 - 人 
g = 28 ~ 7 を h = 2 計 
Ei -48E e^- 448 と] 
纵 标 pMn 的 倾斜 程度 决定 于 #,u .我们 求 得 的 表达 式 中 不 会 这 两 
个 量 , 这 清楚 地 告诉 我 们 ,点 C 的 位 置 与 纵 标的 倾斜 程度 无 关 ， 
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这 也 就 是 说 ,所 有 的 直径 到, 丰 交 于 同一 点 C. 因 而 这 个 点 一 
且 求 出 来 ,所 有 的 直径 都 通过 它 , 并 有 通过 它 的 荡 都 是 直径 ,每 条 
直径 等 分 一 种 平行 苞 . 这 C 点 对 每 一 个 具体 二 阶 线 唯 一 ,又 直径 
都 通过 它 ,因而 通常 称 它 为 圆锥 曲线 的 中 心 .前面 ,从 *,y 间 方 程 

0=g+ 克 7y+T B+ exy + Ky, 
我 们 得 到 了 
2 が 一 2 う YO 一 
円 きり 円 
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前 面 我 们 推出 了 

AK + A = 全 让， 
下 和 GH 是 从 1G 端点 向 轴 所 引 季 线 . 化 较 4D 与 4K+ 47 的 右端, 
得 

AD = 
即 DD 是 线 眉 后 的 中 点 ,因此 中 心 5 是 到 的 中 点 ,6 为 任 一 直 
径 . 这 样 我 们 得 到 ,所 有 直径 不 仅 相交 于 一 点 C, 并 且 都 被 C 点 等 
分 . 


AK 十 AH 
7 下 
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我 们 任 取 一 根 直 径 所 作 轴 (图 26), 记 弦 MN 与 杂 所 成 角 
APM = g, 记 该 角 的 正 粥 为 
mm, 余弦 为 上. 取 横 标 4P = 
を っ 鈴本 PH = YY. 由 yy 的 两 
个 值 大 小 相等 符号 相反 和 
为 等 , 知 此 时 二 汾 线 通 用 
方程 的 形状 为 

=cg 二 刻 + yx 
令 y=0, 则 该 方程 给 出 轴 
与 曲线 的 交点 6, 
因而 方程 

人 + 了 + 人 0 图 26 


・ 回 中 * 


的 根 为 *=4C,*=4. 从 而 
46+41= 8, 46- ガ ェ テ 。 
由 中 心 で 为 直径 G7 的 中 点 ,我 们 得 到 加 愉 曲 线 的 中 心 C 为 
_ 4 だ + 本 -8 
4 で = 2 27 
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知道 了 圆锥 曲线 中 心 5 在 轴 林 上 的 位 置 ,最 好 取 它 作 横 标 原 
点 ,在 这 样 的 选择 下 , 令 の = 保持 PM = y, 则 由 


アー た 人 だ A+a+ 


を ょ ye 
记 常 数 部 分 为 a, 世 的 又 数 为 ~ 8, 井 換 ;为 x, 我 们 得 到 直径 为 


办, 中 心 为 原点 时 二 阶 线 的 通用 方程 为 六 = a - 店 令 该 方程 中 
的 y=0, 得 CC= の = 号, 从 而 直径 Gy 的 全 长 =2V 号 ， 


=a 
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置 *=0, 来 求 过 中 心 的 弦 三 ,得 半藏 CE = の = マ e, 全 蓄 EF 
=2ye. EF 过 中 心 , 所 以 它 也 是 直径 , 记 它 与 直径 @ 所 成 的 角 
ECG = gq. 第 二 条 直径 到 也 等 分 平行 于 第 一 条 直径 Gi 的 所 有 弦 . 
在 级 标 PM 的 对 伪 , 即 三 侧 取 纵 标 gM 等 于 PH. 纵 标 aM, PM 平 
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行 ,因而 两 个 半点 的 连 线 平 行 于 WH, 且 被 EF 平分 .直径 G1, EF 
平分 平行 于 对 方 的 所 有 台 , 称 这 样 的 两 个 弦 为 共 更 划 . 这 两 个 直 
径 , 过 每 一 个 的 端点 平行 于 男 一 个 的 直线 邦 是 切线 , 即 过 EF, 下 平 
行 于 的 直线 和 过 G,1 平 行 于 EF 的 直线 都 是 切线 . 
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任意 引 一 条 斜 角 坐 标 线 MO , 记 角 40 = p, 它 的 正弦 = 4, 余 


蓄 =5%. 记 横 标 CO = i, 纵 标 WO = .从 三 角形 PMQ 得 角 PMO = p 
~ ,SinPMO = pn — vn 


和 

yiu: PO= pgp:m:(pn 一 um), 
从 而 

Y= PO 
进而 

xx = 
代 这 两 个 值 人 前 而 导出 的 方程 

六 =a~ 有 ?或 + 有 ?a=0， 
得 


[p+ Blpm — gm)2]2 -28( pn — vm) mu + Bn — am* 
=0， 
从 该 方程 我 们 得 到 :对 纵 标 QM 和 - On 的 值 ,我 们 有 

QM ~ On = LB pn ~ wm)t 
“+ 有 (pn ~ wm) 
设 点 呈 等 分 弦 千 , 则 直线 Cpg 是 新 的 直径 , 它 等 分 平行 于 jf 的 
一 功 芯 ,因而 

Op = Bn (en — pm i 

p+ が (az um) 
円 全う 円 
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由 此 我 们 得 到 角 CCg 的 正切 
_ g*Op Bnlpmn- wm) 
Cor+u Op p+ nim — um)’ 
前 Mpg 的 正切 
・ “十 rn 一 um) 
pO + oCO pw + ABCpm om)( unt pm) 
角 Mpg 是 直径 gi 等 分 弦 Mn 处 的 角 ,进一步 我 们 有 
Cp = 0C02+ Op +2v: CO Op 
2 nn um + ps -um) 2 
(pt Bm — uum) | 


从 而 


Co EVE +2Bn pm — vm) + ー um )* 
P + Cpun — vm)? 
置 中 =r,pM=;s, 则 


“十 ー Mn) だ | 


Vp tam pm om) + Bm om) 

tu=s+ n=s+ -wr 1 
Np um) + が (az - um)* 

代 这 两 个 值 人 了 和 zx 的 天 达 式 ,得 


2 + /Ey ， 
光一 一 ミエ す 
mC 


代入 方程 y+ 上 2 -a =0, 得 
Ct Cpn = wm) ls 
m2 


“十 -um | 7" 


+ 2fpnt pn — um) + Fn — wm) 


・ 色 3 ・ 
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记 半 直径 CC 丸 了 , 其 共 条 半 衣笠 CE = CF 妨 g, 我 休 有 


f= §, g ニ Yo, 


或 
立 二 2， = 
が > お pp 
从 而 
2 
志久 GCGg =p, 则 - 


_ Bran- yn) 
BP = + np mn — um) 
角 GCE = g, 如 果 令 前 ECe = x, 则 A0M =p=g+x, 于 是 


A=8in(g+ rT),v =e0n(g+ nr),m=an qn = oos 9・ 


从 而 
sing inn BiggtgT 
8P = sin(g+ rn)}+poos g sr tp q+tgr + Pigr’ 
B sin 9 sin x 
Mp /a 
A + Dn pn — wm) + Cem — um) 
且 


ui + Bn-m) =sin(g+ xr)+ Psim A. 
利用 这 些 值 我 们 得 到 r,s 同 方 程 
(sim(g + x) + Aain x]s? , BLsi mg て) + gsimg」 ア 


Rin g pesin g gin’x 
sinp — a=0. 


8 = -tepsin in(gtx) _ tgp(tgpg + tgz) 有 


(sing 一 cost5p)sinr tgr(tpqg ~ tgp) f 


_ ctpgrigg+ 1 
~ cigptgg—1 
只 而 
tg Pt 
7 gatgp clgr 
由 此 可 以 得 到 多 个 推论 ， 
g” sm sintg + 
だ snzsintg -p) 
是 其 中 之 一 ， 
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令 半 直径 Cg = a, 令 其 共 郝 半 直 径 Ce = 8, 那 么 由 前 面 求 出 
的 方程 ,得 
saingsinx y og 
sinp v sin‘(g+ zx) + Bsin:x 
_ gsingein 
sinp v fsin(q + wr) + gsin 
p _ jsng 


w だ sim (gqg + A) + gain: x 

从 而 

a:b = gsinn :fsinp, 

再 者 ,由 
号 円 
sin^(g + て} + だ Sin = sa ty [sin (4 -pjsin(g + xr)+ 
Sin sinz = 台 + Xjsinty+ 不 一 
P sin(g-p) 


时 [ L 1 


ー “SINT } singsin(g —p) . 
"= fsinp sin(g+ xr)sintg+ x— py" 


由 
8 _ sinpsin(g + x) 
た sinzsintg - p)” 
得 
= ア Singsint 十 开 
SN sin(g— p)sintg+r—p)’ 
b= | singsin(g — p) 
8 sintq + xr)sintg+ デー リロ) 
从 而 
aib=fsin(g + 7):gsin(g —p),ab = te ーー ・ 
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如 果 有 两 对 共 辆 直径 GT, EF 和 gi,ef, 则 
Cg: Ce = CEsinECe: CGsinGCg. 
从 而 


sinGCg :sinECe = CE Ce: CC・Cg. 
画 出 弦 Ee, Gg , 则 三 角形 CCz, CE 相等 ,我 们 有 
Cg: Ce = CGsinGCe: CEsingCE, 
或 
Ce・CCainCCe = CE・CgsingCP , 
稚 面 , 環 出 弦 Ge ,gE , 则 三 角形 CCe ,gCE 面积 相等 ,它们 的 对 顶 三 
角形 7Gf,iCF 的 面积 也 相等 .上 节 末 的 方程 
g の sim( の エー リ ) = fising 
给 出 
于 如 加 + 


Cg・CesimgCe = CG* CEsinGCE. 
即 蕊 EG ,eg 与 中 心 C 所 成 三 角形 CCE, gCe 面积 相等 .它们 的 对 
顶 三 角形 ICF ,i 的 面积 自然 也 相等 ,由 此 得 ,以 共 却 两 直径 为 对 
角 线 的 这 些 平行 四 边 形 相等 . 
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这 样 ,我 们 有 三 对 面积 相等 的 三 角形 : 
工 FO i: 
I .Fi, FG; 
亚 FC, Ai. 


由 此 得 四 边 形 FCI, Gf 相等 .从 这 两 个 四 边 形 中 去 掉 疗 一 个 三 角 
形 fL1 ,得 三 角形 fF#, 折 相 等 .由 于 这 两 个 三 角形 共 底 让 ,我 们 得 
到 弦 所 , 广 平行 ,将 相等 的 三 角形 琶 , 六 加 到 相等 的 三 角形 FC7， 
fi 上 去 ,得 四 边 形 FCE,iCF 相等 . 
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利用 这 一 结果 ,我 们 可 以 求 出 任何 二 阶 曲线 上 任何 一 点 村 处 
的 切线 MT( 图 27). 取 直径 ⑦ 作 轴 , EC 是 与 它 共 恩 的 半径 ,从 时 
引 平 行 于 直线 C8 的 荡 MN 交 轴 于 P, 则 PN = PM. 连 半 直 径 CM, 
我 们 来 求 CM 的 共編 半 育 反 (CK, 过 半点 平行 于 这 CK 的 直线 就 是 
我 们 所 要 的 切线 HT. 设 GCE = g, COM =p,ECK = rr. 
前 面 我 们 推出 了 
EC sinpsin(g+ x) 


GC? singrsin(9ーp)「 


MC CC /ー Sngsinlg+ xz) 
G sin(g —p)sin(g + テー gp) 


"7 ， 


从 三 角形 CMP 得 

MC?= CP + MP? + 

2PM・CPcosg, 

MP: MC = sinp : sing, 

MP: CP = sinp:sin(g - p). 
从 角 已 知 的 三 角形 CMT 得 

CM: CT: MT = gin(g + x ): 

sintg+ Xx — p):sinp. 
消去 角 , 得 

MC = CGA ME ， 
或 CO? = CP CT. 从 而 CP:CG= CG: 7 
CT, 由 此 即 可 确定 切线 的 位 置 . 事实 上 ， 


对 该 比 式 应 用 分 比 定理 只得 Cp: PG = 
CG: 16, 应 用 合 比 定理 了 ,并 利用 CC = C7, 得 CP: P= CC: 7 


图 27 


【19 


CE: sinpsin(g+#) CK’ sinpsin(g— p) 


CC2 sinitsin(g — p)’ CM? sinrsinfg + )’ 


以 及 
Cl _ singsin( gqg + zt) 
CO ain(gーp)eim(g+ テ デーp)" 
CK singsin(g ~ 
CPZ sin(g + xJsin(g + x — p)”’ 
得 


⑪) ”这 里 我 们 用 了 现在 的 术语 一 一 译 者 . 
・ GR ・ 


CZ2 CE sinpain(q + x) + sinx sin 


CO? sinnsin(g ~ p) 
和 
CRK2 + CM’ sinpsin(gーp)+ sinxsin(g+x 
CH sinnsin(g + 7) 
利用 
sinAsinB = 二 cos( A - お ) - F003(4 + B) 
和 
A sin 
得 
sinpein (g++sinzeintg —p) 
Be) 2 ome + +0) + Zee 
ーxー p) -二 oos(9+ 工 - ーp)= う っ oos(g - x-p) 
aa 
和 


sinpem (9 p) + snreintg + 7 
1 1 
= ラテ cos( 9 - 2p)- 王 sont 41 
27) = 二 coa(9 - 2p) 一 方 Leos(g+2r) =sinlg + x 


— psin(tp+ xt). 
代 大 我 们 得 到 的 表达 式 , 得 
CE + CG singsin(p+ 7) 
CE? sinzsgintg-p) 
和 
CE + CH* + CM _ sin(g+ rT- pjsin(p+x 
of sinxrsin(g + A) " 
円 69 円 


从 而 
CE + CG CE singsintg + x 
CK2 CM CM ジ sin{g — paintg + Tr —p) 
CC CM 
OE CE 
我 们 得 到 
CE + CC ニー CR + CM だ. 
即 二 阶 曲 线 前 其 绝 半 直径 的 平方 和 为 常数 . 
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这 样 , 有 了 一 对 基 塌 半 直 和 经 CC, CE ,我 们 就 可 以 求 出 任 一 半 
直径 CM 的 共 轿 半 直径 CK, 
CR=V CE + CC 人 
从 而 根据 8 92 推出 的 贺 锥 曲线 的 性 质 ,我 们 有 
TG TIT: TH? = CG- CT CK = C0: CK 
= CE (CE + CC - CH), 
从 面 


= TG TE + CC2- OM). 


同样 地 ,如 果 夯 强 MN ,再 画 切线 WwW7 , 则 切线 MT, NT 交 轴 开 于 同 
一 点 ,都 为 了 ,因为 对 这 两 个 交点 我 们 都 有 CP: CG = CG: CT. 加太 
画 直 线 CN, 则 


TN = の 4 7C・77( CT CO - CM) 。 


从 而 
TM IN? = (CE + C0- CM CE + CC2 ONY). 
由 点 卫 等 分 MN 得 
sinCTM :sin CTN = TN: TM 
本 了 30 四 


/CR CO CN CE + CC"- CM 
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作 直径 端点 4,8 处 切线 氏 ,BL( 图 2) ,分别 交尾 一 切线 MT 

于 玉江 , 设 ECF 为 48 的 共 柳 
直径 , 维 标 MP 平行 于 ECF, 
也 平行 于 切线 铺 , 亚 .由 读 
线性 质 ,我 们 有 

CP:CA= CA:CT, 
再 利用 CE = C4 ,得 

CP: AP = CA:AT, 

CP: BP = GA: BT. 


从 而 

CP:COA= CA: CT = 

AP: AT = BP: BHT, 
进而 

AT: BT = AP: BP, 
但 47:8T= AKI 所, 因 面 
AK: BL = AP: BP. 图 28 
我 们 有 

AT = A BT = A 
和 

ニン チリ シー 

从 而 


AT: PT = CA: BP = AK: PM. 


* リエ = 


类 伏地 ,我 们 得 到 
BT: PT = CA: AP = BL: PM, 


从 而 
Cd PM GA PM 
长 = 于 :B= jp ; 
和 | 
42 PM 
AK BL = pp ， 
但 4P・BP: PM? = AC*: CE* ,我 们 得 到 一 条 重要 性 质 
AK* BL = CE:, 
继而 得 到 
AP _ BP 
AK = CE pp BL= CEN 4p 
AP: BP = AK’: CE* = CE*: = KM:ML, 
以 及 : . 


AK: BL= KM:IM. 
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我 们 得 到 了 这 样 的 绪论 , 当 从 曲线 上 任 一 点 型 引 切 线 交 另外 

两 条 平行 切线 AK, BL 于 点 下 ,上 时 , 则 平行 于 切线 姑 , 弄 的 半 直 
径 CE 是 配 , BL 的 比例 中 项 , 即 CFE? = AK': BL. 换 任意 点 上川 为 m， 
换 切 线 KML 为 jm, 则 CE* = 4 站: 丽 , 从 而 

AK: Ak = Bl: BL, 
由 此 得 

上 上 ニー BRL. 
如 果 切 线 本 ,此 交 于 点 o, 则 

AK: B= Ak: BL = Kh: =koilo= Ko:lo. 
牛顿 在 他 的 《原理 ?中 ,利用 图 锥 曲线 的 这 些 基 本 性 质 , 解 位 了 不 少 

二 了 2 円 


重要 问题 . 
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由 于 AK: BL = Ko :Io ,如 果 延 长 切线 LB 至 了, 使 BI = 4K, 那 
么 跟 切 线 記 上 点 下 是 平行 于 有 BL 的 切线 4 与 大 的 交点 一 样 ,了 
是 玉 对面 与 帮 平行 的 切线 与 18 的 交点 ,因而 直线 所 过 中 心 C， 
并 被 C 等 分 .如 果 照 刚 说 的 这 样 延长 芷 何 两 条 切线 虹 和 中 到 I 
和 下 ,多 如 果 第 三 条 切线 Imo 交 它 们 于 1,o, 则 BI:Bl= Ko: Lo, 应 
用 合 比 得 再 :如 = 一: 本 .从 面 对 不 管 娜 一 点 处 的 第 三 条 切线 
Imo ,我 们 都 有 五 : 息 = 了 和 .如果 画 第 四 条 切线 Mao, 交 下 , 琵 
于 A 和 mm, 则 同样 地 我 们 有 
五 .和 = 中 Ky, 
因而 有 Ko= 有 ' 胎 或 1: = eo: Ko, 连 直线 琴 和 加 ,并 以 相同 
的 比划 分 它们 ,不 管 这 个 比 是 怎样 的 ,过 这 两 个 分 点 的 直线 ,都 以 
这 个 比分 的 .特别 地 ,如 果 平 分 嫩 , 0, 则 过 分 点 的 直线 也 平分 
扎 , 即 过 中 心 C. 


$ 124 


参见 图 29, :A = Kw: Ko 时 ,直线 mm 有 以 分 直线 各 ,加 的 比 
分 直线 三 .这 可 用 儿 柯 方法 和 证明. 设 直线 mm 分 ,Ao 的 比 都 为 
mm 即 Am:mo= 和 :mo= 亚 :下 .延长 mn 交 切 线 开 ,KL 于 0,R， 


则 sin0 sm 
QR MN Ro OQ Ro 
从 面 が: 民 = 4: Ro ,应 用 分 比 ,得 
A:ow= QR:Ro= OQ: Ro. 
由 及 :om= 及 :Ko, 得 
下 了 3 


图 29 
Or:RK = iouw,sind:sinR = 


mn. LR 
只 ou- 
但 我 们 有 
ここ 
sinO sink = OI KR CD ow’ 
从 而 


HH:HEK=mn=Amm= h: nw. 
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给 定 夹 币 GCE = g 的 共 男 半 育 委 CC, CE ,我 们 就 可 亿 求 出 来 
角 MCK 为 直角 的 另外 两 个 共 罗 半 直径 CM, CK( 图 27). 设 角 CC 
= 户 , 如 果 令 角 ECK=x, 则 gg+x -p=90, 因 而 


gt = costg — Pp), sin(g + x)= coap. 


由 此 根据 #§ 119 得 
CE _ sinpeosp _.__ sin2p 
CC2 sin(g—p)cos(tg—p) sin2(g~p) 
_ sin2p 
ain2geos2p ~ cos2 gsin2p 
从 而 
Co 
Cp = sin2gctg2p — cos2g, 


dpcEoy=otgy+ 一 CC 
OBA Cp2sin2g 
该 方程 恒 可 解 .由 


CM _ singoosp CE J 
C6° sin(g—p)’ だ tgg 


得 
CG 
] ンー 

由 

CM + CR = CO + CE?, CK* CM = CG CEsing, 
得 

CM + CK = CO +2ICG CEsing + CE 。 

CM — CK=y CC デー2CC・CEamng + CE*, 
由 雌 好 可 砂 定 豆 相 垂 克 的 共 弧 背 科 . 
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设 4, Cg 是 圈 锥 曲线 的 相生 直 的 共 示 半 直径 (图 30). 这 种 
相交 于 中 心 C 成 直角 的 直径 叫 主 
直径 , 设 横 标 CP = x, 纵 标 PM = 
y, 如 我 们 看 到 了 的 , 则 六 =a- 
jee, 记 主 灶 直 径 4c = oa, CE = 上 4b， 


则 @ = が の, -与 ,从 而 


pb 3 
Y= ・ 
可 


该 方程 不 因 x ,y 为 正 或 为 鱼 而 改 
栾 ,可见 曲线 被 直径 4C, CE 分 成 
四 个 相似 相等 的 部 分 , 印象 跟 图 30 


» TT * 


ACE 部 分 相似 相等 于 象限 4CF 部 分 ,直径 EF 对 侧 的 本 部 分 与 这 
两 部 分 相似 相等 . 
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如 果 从 我 们 取 作 模 标 原点 的 中 心 C 引 直 线 CM, 则 它 


2 
rr が 


可 见 ,b= ga, 即 CE=a 时 ,CM =VY 让 =65=4a. 也 即 , 此 时 从 中 心 で 
3 罗 后 级 的 直线 痢 术 ,而 至 中 心 四 高 相等 ,这 样 的 曲线 为 加 .可 

见 , 共 辊 主 直 径 相 等 的 圆锥 曲线 是 较 . 的 生生 CA=5, 令 CP 
= xy PM = YY, 在 直角 坐标 下 圆 的 方程 为 アニ = a2 -x*? 


§ 128 


如 果 不 等 于 ea, 那么 直线 CM 就 不 能 用 x 有 理 表 示 , 但 是 轴 
上 存在 这 样 的 点 D, 从 D 引 到 曲线 的 直线 可 以 用 x 有 理 表示 ,我 
们 来 求 这 个 DD 点 . 设 CD=f, 则 DP=f-x， 
从 而 
が と 


DM = fF-2f+x +h- 
pp aks ee 
如 果 户 = 一 和 e+ 让, 即 0= o2 -天 - 户 ,从 而 三- 


Va? -局 , 则 DM? 的 表达 式 为 完全 平方 .此 时 4C 轴 上 有 两 个 也 


点 ,至 中 心 的 距离 CD 都 为 ve: - 天. 此 时 我 们 有 
円 了 * 


DM= al-2xv a -b+ a bx 
从 而 


DM=a- = AC- ~ 
取 CP = 0 の, 得 DM = DP=g=4C, 取 模 本 CP= 0D, 好 x= 
w 0- 上 ,出 直线 DM 恋 成 纵 标 PC, 得 
8 
To 46: 
即 DG 是 4 柜 ,CE 的 比例 第 三 項 . 
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主 直径 上 具有 这 种 特殊 性 夸 的 点 D ,还 具有 另外 很 多 重要 性 
质 , 这 上 点 应 该 受到 特别 注意 ,给 它 取 了 个 专门 的 名 字 , 叫 回 锥 曲 
线 的 焦点 或 脐 点 ,并 称 D 所 在 直径 = 为 主机 轴 , 称 另 一 直径 8 为 
共 思 轴 .两 个 焦点 处 的 直角 锥 标 DC 都 叫 半 参数 ,过 点 D 的 弦 叫 
全 参数 ,全 参数 的 长 是 半 参 数 DC 的 两 倍 , 也 称 全 参数 为 jprs rec- 
gm. 共編 半 箇 Cg 是 半 参 数 DG 和 横 半 般 4C 的 比例 中 项 . 主 横 轴 
的 端点 ,也 即 主 横 轴 与 曲线 的 交点 叫 顶 点 ,4 是 一 个 顶点 ,顶点 处 
切线 垂直 于 主 横 轴 4C. 
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转 半 参数 DG = c ,顶点 到 焦点 的 距离 AD = d， 
则 


从 而 
*・ イ アバ 


b=ac,a- d= az 一 ee， 


a 
= 到 = dy de 
即 焦 点 到 顶点 的 距离 4D = d 和 半 参 数 DC = 。 完全 决定 圆锥 曲 
线 . 令 CP=x, 则 


DM- a -Ox a {e— dj)x 
2 ， 


2d-e a 
令 DP =:, 则 


x= Dt= Ed 


2d-er 


进而 


从 而 
DM = c+ dt 
记 角 4DM 为 v, 则 
Dy = 一 Coap， 
从 而 
d DM = od + (d — c) DMoosv, 


- DG 


ーー dt DM 
DM = Tg ca? (deDM 


< 了 人 ， 
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前 章 所 讲 性 质 , 不 是 只 属于 某 些 二 阶 线 的 ,而 是 属于 所 有 二 阶 
线 的 ,虽然 二 阶 线 具 有 那么 多 共有 性 质 ,但 它们 的 形状 却 可 以 极为 
不 同 ,因此 ,我 们 根据 形状 对 二 阶 线 进行 分 类 ,并 对 各 类 所 独 有 的 
特性 进行 考察 
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只 需 变动 轴 和 原点 的 位 置 ,就 可 使 二 阶 线 通用 方程 的 形状 成 

ーー 
y=a+ Bx + Yr, 
*, 是 直角 和 坐标 .由 此 我 们 看 到 ,对 每 一 个 机 标 *, 纵 标 y 都 有 一 
正 一 负 两 个 值 ,也 即 模 标 x 所 在 的 轴 分 曲线 为 相同 的 两 部 分 ,我 
们 称 这 样 的 轴 为 曲线 的 正 交 直 径 . 凡 二 阶 线 都 有 正 交 直 径 ,我们 到 
它 为 横 标 轴 . 
円 了 ウ + 
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前 节 方 程 含 < ,8,y 三 个 常数 ,这 三 个 带 数 取 值 种 数 无 穷 , 相 
应 地 也 就 有 无 穷 多 条 曲线 ,形状 可 以 或 多 或 少 有 所 不 同 .改变 原点 
在 轴 上 的 位 置 ,也 即 横 标 x 加 上 或 减 去 一 个 数 ,这 样 从 方程 アパ =a 
+ 应 + Ys* 得 到 的 这 无 穷 多 条 曲线 ,它们 的 大 小 和 形状 都 是 相同 
的 .不 同 的 方程 所 表示 的 曲线 ,可 以 形状 完全 一 样 , 只 是 大 小 不 同 . 
例如 半径 不 同 的 圆 ,种 数 也 无 穷 . 可见 ,a,B,y 的 改变 ,可 以 不 改 
变 二 阶 线 的 形状 , 即 不 改变 二 阶 线 的 类 . 
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系 数 y 的 正 负 对 方程 
y=at+tr+ Ye 
所 定 曲线 影 响 最 大 . 先 看 7 为 正 的 情形 ;x= + wm, 则 yx 比 g+ 甩 
大 得 儿 ,因而 表达 式 e+ 应 + ye” 为 正 .从 而 纵 标 y 有 两 个 无 穷 大 
值 ,一 正 一 负 ;x = - mm ,表达 式 a+ 应 + 和 的 值 也 为 正 无 穷 大 . 
可 见 ,y 为 正 时 二 阶 线 有 四 条 伸 向 无 穷 的 分 支 ,x=+%m 和 x*= 
-名 时 各 两 条 .我 们 把 有 四 条 桩 向 无 穷 的 分 支 的 二 阶 线 归 为 一 类 ， 
叫 双 曲线 . 
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再 看 y 为 负 的 情形 ;x= +m 和 x*= -四 时 ,表达 式 a+ 弃 + 
yz^ 都 为 负 ,从 而 纵 标 都 为 虚数 ,可见 y 为 负 时 曲线 的 纵 标 横 标 都 
不 能 为 无 穷 , 即 曲线 没有 伸 向 无 穷 的 分 支 ,整个 曲线 位 于 一 个 瑰 定 
的 有 限 范围 之 内 .我 们 把 这 样 的 二 阶 线 ,也 即 y 为 负 时 方程 
円 RU a 


atfii+ yx 


所 定 曲 线 归 为 一 类 , 叫 椭 回 . 
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y 为 正 为 负 二 阶 线 的 性 质 有 截然 的 不 同 .根据 y 为 正 为 负 我 
们 天 定 了 两 类 二 阶 线 .现在 我 们 看 y =0 的 情形 ,0 在 正 负 之 间 , 这 
时 的 曲线 性 质 也 在 双 曲 线 与 柄 圆 之 问 . 我 们 称 > =0 时 的 二 阶 线 
为 抛物 线 .此 时 方程 为 内 =a+ 应 .8 为 正 为 负 均 可 ,8 为 负 时 取 x 
为 负 就 成 了 有 为 正 x 为 正 的 情形 . 取 8 为 正 , 则 x 趋向 无 穷 时 纵 标 
y 也 趋向 无 穷 , 且 一 正 一 负 , 部 此 时 抛物 线 有 趋向 无 旁 的 两 个 分 
支 , 且 具有 两 个 分 支 ,PB 为 正 时 ,x = 一 %, 则 y 为 虚数 . 
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这 样 我 们 有 三 类 二 阶 线 -椭圆 , 扫 物 线 和 双 曲 线 , 彼 此 分 得 清 
清楚 楚 ,完全 不 会 混 清 .主要 的 判别 标准 是 无 穷 分 支 的 条 数 .椭圆 
位 于 一 个 有 限 的 范围 之 内 ,没有 无 穷 分 支 ,抛物 线 有 两 条 无 穷 分 
支 , 双 曲线 有 四 条 .上 一 章 我 们 考虑 的 是 图 锥 曲线 共有 的 性 质 , 本 
章 我 们 考虑 每 类 圆锥 曲线 所 特有 的 性 质 . 
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先 考 卡 椭 圆 (图 31) ,方程 为 
=at+ fh - Yas 
模 标 在 正 交 直 径 上 . 坐标 原点 可 移动 ,移动 长 度 为 攻 的 一 段 ,出 广 


程 变 为 
和 #1 * 


ア = ye”, 
此 时 投标 以 图 形 中 心 为 起 点 . 记 中 心 为 起 , 正 交 直径 为 4 , 则 横 标 


CPP=x, 纵 标 PH =+Y. 取 >*= +/ 人, 出 ィ =0Ozs 大 于 + 所 或 小 
 -/ 饼 , 则 为 由 数 , 即 曲线 在 这 两 个 数 所 限定 的 范围 之 内 . 因 


而 我 们 有 C4 = CB=/ 了. 取 4 =0, 得 CD = CE =YG. 记 半 直 径 或 


半 轴 C4 = CB = 4, 记 共 思 半 轴 CD = CE = 5, 则 “= 如 ,y= 性 .从 
而 构 贺 方程 成 为 
の ュー を を 与 (o2- 2 
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共 都 半 軸 e, 相等 时 ,椭圆 变 为 图, 此 时 方程 变 为 アア =a7ー 
CM タデ ォ ッ タッ =pg, 即 曲 銭 上 的 点 到 中 心 C 前 
肥 离 都 相等 .这 是 圆 的 性 质 . 如果 a,5 不 相等 , 即 4B 大 于 DE 或 
DE 大 于 咎 ,那么 曲线 的 形状 就 成 了 扁 长 的 . 共 轿 轴 要 , PE 可 以 

円 分 站 


换 位 ,我 们 取 长 轴 作 4B, 从 而 大手 ぁ , 且 中 心 至 楠 園 焦点 入, C 
的 距离 相等 ,CF = CC=y a2- 多 ,椭圆 半 参 数 , 即 焦点 处 的 纵 标 


2 
为 旦 
性 
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从 椭圆 的 任 一 点 M 向 焦点 引 直 线 FMf, GM ,如 我 们 所 指出 过 
的 ,有 


こっ ダー bY p+ CM = 24. 
即 ,椭圆 上 任 一 点 MM 至 焦点 距离 FM , CM 之 和 都 等 于 长 轴 妇 = 
2a ,为 常数 .这 正 是 一 个 有 名 的 椭 回 三 法 的 依据 . 
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作用 点 处 的 切线 TM , 交 轴 于 TT 和 +, 则 根据 前 面 所 讲 , 有 
CP:CGA= CCA: CT 
或 CT= 所 .类似 地 ,有 C = 各 .从 而 
2 


3 之 
7 ア ェ ーー を 77 = ニー ゲー の 。 列 = を a. 


弟 


由 
7p ーー a ー 2 
キ a x “ 

得 


3 2 
CM = SE,sinCIM =— を 
ty Vv bix?+ イー 


" 半生 ・ 


2 
CM = 
vbrxi+ aty 
因而 过 4 点 作 轴 的 垂 线 47, 它 也 是 曲线 的 切线 , 则 利用 ay = 
bya’ x, 我 们 有 


x ty @ a 
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出 
ーー タツ の ーー と pr デー\Ygー ジ 
x 里 1 ト 
得 到 :PN = :x. 类似 地 ,由 
(アー キマ の ーー cr ニュ キテ マー 


1 Le 
得 GT: GM = a:x; 从 而 FT: FH = GT: GM. 再 由 
FT: FM = sain FMT: sin CTM., 
OT: OM = gin GMt : sin CTH ， 
得 sinFMT = sinGMi ,从 而 角 FMT = GMi. 即 从 两 个 焦点 引 向 曲线 
任 一 点 于 的 直线 , 同 好 处 切线 的 夹 角 相 等 ,这 是 焦点 的 最 重要 的 
性 质 . 
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由 GT: GM = a:4, CT= 得 CT:; C4= ao:ix, 从 而 CGT: GM = 
C7T: C4. 因此 , 自 CC 引 CS 平行 于 CU, 交 切 线 于 S$, 则 CS = C4= 
4. 同样 地 ,从 志向 切线 引 平 行 于 FW 的 直线 , 它 也 = C4 = a4. 知 


* 和 4 * 


TH = A a4y7, 将 y= az52- a 代入 ,得 
是 


TM = qt -x(a — が の). 


I™M = Fv ET CT. 
由 TG: TC = TM:7S, 得 
TH CT 
B= 7 
从 而 
rg CT [HT _ y COTET _ ye OCTET 
jf oT pV/FTET ぁ ・ TM 
2 3 
人 
又 我 们 有 PT= = 全 了 和 79 = 全 7 二 ,因而 
IM: PT = FT: 78. 
可 见 三 角形 TMP, TFS 相似 ,因而 从 焦点 下 引 向 切线 的 直线 的 垂 


直 于 切线 .类 似 地 ,我 们 也 得 到 sy 
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因而 从 焦点 下 向 切线 引 垂 线 応 , 旭 点 5 与 中 心 C 的 连 线 C3 
等 于 长 半 辅 4C = .由 于 TN:y = 7F: 3 ,得 到 


从 而 
GT: FT = GCM: FM = CD2: FS?; 


从 另 一 个 焦点 向 切线 引 的 垂 线 = 5A/ CF .因而 短 半 输 CD =5 是 这 
+ 1 a 


两 条 和 骤 线 的 比例 中 项 .现在 我 们 从 中 心 上 向 切线 让 垂 线 C9, 则 
TF: FS = CT: CO, 
因而 


FIO a EMM FM GM 
如 果 引 平行 于 切线 的 直线 FF, 则 


b* CF 
CO- FS = ck 
9 ー し 


由 紫 得 


从 而 
CO ~ CH?= 8, CT ニ Y C0- 記 、 
我 们 得 到 ,如 果 短 轴 已 给 ,那么 在 垂 线 CO 上 可 以 找到 一 点 
马 , 使 得 X 与 焦点 下 的 连 线 垂 直 于 CO. 
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前 面 讲 了 焦点 性 质 , 现 在 我 们 来 看 任何 两 条 共 驾 直径. 设 CM 
是 半 直 径 , 过 中 心平 行 于 切线 7M 的 直线 CK 就 是 CM 的 共 斩 直 
径 . 記 CM=p, CK=qg, 角 MCK = CMT = .前 而 我 们 看 到 了 p?+ 
9 = e+ が 7。pgsins = 只. 我 们 有 
(ao? = 


pP ニダ ゲ + タ = が + +p 
2 12 
= の ーー 2 _ pM. CM, 


还 有 = FK・GK. 再 由 CQ = 


6 得 
Vv FM GM 


sin CMD = aging = 一 一 和 一 一 . 
0 = sins 5 i 


* 有 和 * 


我 们 得 到 
TH: TP LTT: = FN HY 


= CK: CR, 
从 而 
CR = 于 kr= 世 
ぁ ’ 好 ? 
继而 
CR* KR = CFP. PM 
我 们 有 
nM 
GM IM 9 
由 
Cp セージ bva:l-p ー pu 
VaR Val 
及 
CR LY 0 一 已 2 p? _ bvp -Bb 
三 一 站 2 あど 
得 


_ 了 rw 2abV (a g2)(p* = の) 
ACM = x :ACM = 3 ター fa2 十 82)p2 202b? 
将 


ab = pg sins, 9 + b= p+ gw (a gp)(p*ー 2 
= 一 到 coss 
代入 ,由 coss 为 负 ,得 
サナ ， 
ーー 一 の sins 
(244 p+ geos2s 
最 后 我 们 有 CK = 对 7 村. 从 以 上 结果 得 到 


" BY:* 


AP {AP 
Mr=g Bp’AV=。 Bp’ 


AV: MV = b:qg = CE: CK. 
这 样 一 来 , 商 出 直线 4M, 三, 则 它们 平行 . 


从 而 
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由 pgsins = 5 知 pq 大 于 号 ,再 由 p+g=o+ 好 知 p 与 g 
比 a 与 所 舍得 近 , 即 共 罗 直 径 中 正 交 直 径 之 间 的 差别 最 大 .我们 来 
求 相 等 前 共 細 育 簡 , 刀 9 = p. 此 时 我 们 有 


2 2 
十 二 
2 の = の + が jp=9=/ ーッ ， 


siny ーー RE = e+ が 
a 6b" Ga 十 到 

从 而 」 

。 1 a 1 が 

si AM 到 + 而， GN B+ 
继而 

os = = BCEB,MCK =2CEB = AEB. 
进而 


b 
cp= そ cM=—, 
Y2 #2 


我 们 得 到 彼此 相等 的 共 轿 半径 CM, CK, 它 们 分 别 平 行 于 纺 AE 种 
BE. 
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如 果 取 顶点 4 作 原点 ,也 即 取 AP =x,PM = 7, 则 原来 的 x 变 
・ 88 ・ 」 


为 现在 的 a ~ *, 得 到 现在 的 方程 为 


が 282 Bb 
入 = ー3(2gx -x)= ネー ラル 


这 里 ,显然 2 是 杭 国 的 参数 或 atus rectum. 记 半 参 数 , 即 焦点 处 的 
级 标 为 “, 记 焦点 至 顶点 的 距离 AF = d , 则 

agー ツ の ー ジ ニタ ーー の ーg。 
从 而 


2 


ザ 
2 _ 人 
Zad—-d a 
进而 
2d— ce)x? 
yx — 2a ea 
二 


这 是 在 直角 坐标 x,y 之 下 的 栅 图 方程 ,这 里 横 标 被 填 于 主轴 Ag 
之 上 ,并 以 顶点 4 为 原点 , 且 顶 点 4 至 焦点 下 的 且 离 AF = 4g, 半 参 
煞 为 ce. 这 里 还 应 该 指出 ,24 恒 大 于 , 央 为 


a ee 
4C ニ g ニ ララ ーー) CD の = ゅ =g 2 。・ 
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如果 22=c, 刀 y? =2cx. 这 是 我 们 前 面 见 过 的 抛物 线 方程 (图 
32). 将 横 标 移动 号 ,前 而 的 方程 ?= a + 应 就 化 为 我 们 这 里 的 广 
程 . 设 MAN 是 抛物 线 ,其 性 质 由 横 标 4P = x 与 级 标 PM = y 间 方 
程 ア =2cr 捕 述 . 因而 焦点 到 顶点 的 距离 4P = d= <, 半 参 数 丁 


=c; 且 对 曲线 上 的 任 一 点 好 都 有 PM? =27 .4P. 由 此 得 到 ,如 果 
横森 4P 无 穷 , 则 纵 标 pif, PN 都 无 穷 , 即 曲 线 在 轴 4P 的 西側 都 
円 #9 門 


图 32 
趋向 无 穷 . 横 标 取 负 值 , 则 纵 标 为 虚数 ,也 即 以 4 点 为 界 , 与 了 同 
在 一 侧 的 横 标 点 不 对 应 曲线 上 的 点 . 
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24 = 。 时 搓 图 方程 变 为 抛物 线 方程 ,可 见 ,抛物 线 是 半 轴 a = 
二 和 一 变 为 无 穷 时 的 精 贺 ,因而 视 籼 a 为 无 穷 , 业 加 的 性 质 就 变 为 
她 物 线 的 性 质 .首先 ,由 

4F= 了 ce 得 PP=x -六 e， 
因此 由 焦点 严 商 曲线 上 点 M 引 直线 FM, 则 

Mt Ct tot 

从 而 

FM = x+ 方 c= 4P+ AF, 
这 是 抛物 线 焦点 的 主要 性 质 

.0 ・ 
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船 園長 両 先限 増大 , 別 感 妨 撤 物 希 . 天 面 我 角 把 撤 物 袋 看 成 軸 
4C = a 无穷大 , 即 中 心 C 中 顶点 4 无 穷 远 的 桶 并 . 引 曲 线 上 点 閑 
处 的 切线 MT, 交 轴 于 .由 

CP:CA= CA: CT 
利用 CP=a-x, 得 
a* 
4ー x 


由 此 得 4 ア ェ ーー。g 为 无 穷 大 ,与 e 想 比 , 可 以 不 计 , 可 以 ax 
= 4 ,从 而 A = 4 一 训 全 四 迪 用 下 而 的 方法 恒 明 ， 由 47 = 


ーーー, 得 4T= ィ + キー z* 该 表达 式 中 分 母 为 无 穷 大 ， 分 子 为 有 限 
数 ,因而 分 数 可 赂 去 ,得 到 AT' = AP = zx， 


CT = 
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二 而 从 点 北向 搬 物 銭 約 元 究 逃 中 心 引 赴 貸 有 MC, 刀 MC 平行 
于 轴 4C. 因 而 它 也 是 直径 , 它 等 分 平行 于 切线 MT 的 所 有 弦 . 例 
吉 , 画 平行 字 切 銭 M7 的 政 mn, 则 直径 和 i 在 p 点 处 等 分 它 ;, 即 掀 
物 线 的 平行 于 轴 4P 的 任何 一 条 直 线 都 是 斜 角 直 径 . 为 讨论 这 类 
直径 的 性 质 , 我 们 记 时 = tpm = 4, 并 从 加 向 轴 引 垂 线 msr. 这 
样 , 由 PT =2x, MT = 4z2+2ex ,得 

V 42 + Lx : 2%: Le = pm: ps : ms 。 


由 此 得 
_ pg ニョ が テテ セリ ーー 
Vv dr +2er 2x+e” 2 ァ イ C" 


" Ol : 


从 而 


フル で 
= mr Zt + 
r= ニャ ++ 5 De 


由 mr*=2e: 吉 ,得 

[ 
2 + cu* 
2 +e 2r+e 


| 2% 
* cu 2¢+c’ 


从 而 


2cr 十 了 0 =20x + 2ri+ 


ui =21(2x + 6c) =4FM't, MD pm = 4FM: Mp. 
倾角 mps 的 正弦 和 余弦 为 


1， 2 「 | 2x 入 _ |， - 
けず 2z+e ME 


. 2Y2 YF 
sin2 mps = ファッ ュ 。 = hg = Sn MEP. 


这 样 一 来 , 角 mps = MTP = Fy ME. 
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由 NF= AP 和 A 及 AP= 4 杂 得 FM = TT, 因 而 三 角形 MFT 等 
用 ,和 角 :4WP = 28 ,这 是 我 们 刚 得 到 的 .又 由 MT = 2 


/x(x+l > の) 得 MT=2 4P・ FM. 因而 由 焦点 向 切线 引 徘 线 


了 8 , 则 
= AP' FM =v 47・ TF. 


由 此 得 47: 75 = 78: 7F. 从 这 一 比 式 我 们 看 到 ,点 5 位 于 过 顶点 4 


垂直 于 轴 的 直线 4S 上 .但 
站 9 り 2 二 


AS = PM,AS: TS = AF: FS: 


以 而 FS 二 v AF* FM, 即 FS 是 AF 和 和 FM 的 比例 中 项 ,此 外 还 有 
AS: MS = AS: TS = FS: FM = AF: FM. 
如 果 引 切 点 于 处 的 法 线形 多 交 轴 于 亚 , 划 
PT: PH = PHM:P 多 ,也 即 2x:wv 2er = 2x: PW, 
从 而 PW = c. 我 们 得 到, 轴 上 位 于 纵 标 PM 和 法 线 RM 之 间 的 线 
段 PW 为 常数 ,等 于 半 参 数 或 纵 标 FE, 此 外 还 有 
FW= FT = FM, MW =2V AF' FH. 
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ーー 
加 
- 


现在 我 们 讨论 双 曲 线 . 置 模 标 于 正 交 直 径 上 时 , 湛 遇 线 的 方程 
为 
yy” = 如 十 斌 二 7 ， 
如 果 原点 移动 距离 者 ,也 即 ,使 原点 与 中 心 重合 , 则 该 方程 变 为 y? 


=a + 区 ,这 里 7y 必须 为 正 ,a 可 下 可 负 ,坐标 x,y 交换 时 ,a 改 
变 符号 . 我 们 假定 a 为 负 ， 即 7 = Ys 一 0 显然 


由 ae y he キー 


时 纵 标 ) 者 为 和 记 中 心 为 <, 记 及 编 与 轴 的 交点 为 生灵 ( 图 双关 


记 半 轴 C4= CB=a, 则 "ツチ err ーー 
y= yx! - Ya’. ， ; 
可 见 ,x* <<a? 时 yy 为 虚数 ， 也 即 , 轴 上 4 到 这 一 一 段 的 x 不 对 应 本 
线 上 的 点 . x? > a? 时 纵 标 连续 增加 ,并 趋 疝 无 穷 ,从 而 鸡 曲线 有 4 
个 分 支 : 霜 , 专 ,BK, Bk, 它们 相似 相等 .这 是 戏曲 线 的 主要 性 质 . 
“93 
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=0 時 2 ニー 加 2, 即 在 中 心 处 纵 标 为 负 .所 以 跟 李 加 不 同 ， 
双 曲 线 没有 实 共 轿 轴 . 为 与 酉 圆 类 比 ,我 们 取 5 一 1 为 共 拖 虚 轴 ， 


则 ye? = 如,y = 每 .因而 , 记 机 标 CP=x, 纵 标 PM = y, 则 
アー a*), 
将 到 换 为 - 57, 前 面 求 得 的 椭圆 方程 


就 变 成 驶 曲线 方程 . 由 于 它们 之 间 的 这 种 关系 ,前 而 求 出 的 椭圆 的 
= 4 + 


性 质 , 可 以 容易 地 转换 成 双 曲 线 的 性 质 .首先 关于 焦点 至 中 心 的 距 
离 , 由 椭圆 为 Vai- 刀 , 得 双 曲 线 为 CF = CG =vV e+ 如 .由 此 得 

FP=x-v a +t+b, CP=x+y ai+b, 
利用 这 两 个 结果 及 アニー が + ょ と, 得 


2 .2 -2 2 
FM = tt a et 
上 
3 3 アー 部 2 
GM = g++ tat ta. 
时 
因而 对 连接 两 焦点 与 曲线 上 一 点 型 的 直线 FM, GM ,我 们 有 


CP CF CP CF 
FM+ AC= 4 ,时 一 4C= 4 ・ 


又, 这 两 条 直线 的 差 CM - FM = 24C. 在 椭圆, 是 这 两 条 线 的 和 等 
于 主轴 4B ;类似 地 ,我 们 得 到 了 ,在 双 曲 线 , 是 这 两 条 线 的 差 等 于 
主轴 45. 
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可 以 确定 切线 MT 的 位 置 . 由 CP: C4 = C4: CT 对 二 阶 曲线 
都 成 立 , 得 


Cr 到 pr 2 
x x bix 
从 而 
MM アニー ラー が テオ y= a tt at. 
由 


2 2 2.2 4 
PC 于 区 + & 
三 


得 MF = 入 VPR GM .由 


a 005 : 


FT=V の + ォ ジー の の = oa? T+ 
得 

FT:FM=a:x, GT:GOM= a:x. 
从 而 TI: CT = FM: CGM, 这 一 比 式 表明 ,切线 MT 等 分 角 FMC, 从 
而 和 角 FMT = GMT. CM 的 延长 弘 是 斜 直 径 ， 它 等 分 所 有 王 行 了 切线 
MT 的 弦 . 
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其 中 心 C 向 仿 线 雪线 60。 则 . 
に MHPT PM = CF: TQ: C0 ーー 
絆 、 i 
/i 7 ‘y= 00: 0 
从 而 
“= 2 0 
从 集 点 向 二 线 引 生 线 FS， n ーー 
TIM: PT: PM = FT: TS: FS 
或 


VF ON: Sy = ら 
从 而 
gM PS = bp FM - 
iv CH VFEM: CM 
同样 地 ,从 焦点 C 向 切线 引导 线 各 , 则 ， 
rar GM Cs = GM . ,i 
bev FM CM vvFM GH 
* 0 


利用 以 上 结果 ,得 
4 2 2/ 2 ,2 
TS ーー うー CT.PT， 


Ts: CT = PT: Ts, 
和 FS:G = 好 .由 QS = 0s, 得 


os= St _ ar(FM+ GM) eryye キ が の 
2 Zh wv FM GM bvEM:CH " 


4 2 ょ 2 2 
= CO2 」 OS2 = _ +a by 


bo FM GM 
_ ab a” + Cb a 6b) 
bb FN GM 


从 而 


跟 椭 图 一 样 ,我们 得 到 直线 CS = 。 = C4. 我 们 还 得 到 
br a + 3 


C+ FS = 
? w FM" CHM 


从 而 
(CO+ FS) - C= (e+ の =e6 」 一 ty 


a FM' OM ーー 
因而 ,如果 从 焦点 FF 平行 于 切线 引 直 线 三 , 交 垂 钱 CO 的 延长 线 


.于 着 , 则 CX=Y 2+ CO2. 这 条 性 质 也 与 椭圆 的 类 似 ， 
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从 顶点 4,B 引 垂 直 于 轴 的 直线 , 交 切 线 于 VF,v, 则 由 
r=) pr= Ke ] 


得 PT: PM = AT:AV= BT: Boy, 从 而 
四 gi7 a 


ルー ゲ ( ほ ーーg) By s+0) 
Gy " 


ay 
进而 
4P・ = bi(x a”) = が 7」 
7 
也 最 


AP・ Bu = FS GCs. 
我 们 还 得 到 PT: TW = 4T: TY = BT: BY, 从 而 


TV = /FR GH, Ty = tl /FN 
进而 

VR FM CM = FT GT. 
类 似 地 ,出 此 可 以 得 到 下 面 一 系列 另外 的 推论 . 
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由 CT = 4 , 知 横 标 CP = > 越 大 ,线段 CT 越 短 . 曲线 趋向 天 
穷 时 ,其 切线 过 中 心 C,CT=0， 


已 知 | 
2 
BPM = pr = 2 ， 
当 点 前 位 于 无 穷 远 处 , 即 x = w 时 ,我 们 有 
3 上 


_ /3 
了 一 和 ag. 


从 而 ,曲线 趋向 无 穷 时 ,其 切线 过 中 心 C, 且 与 轴 所 成 角 ACD 的 正 
切 为 二 .如 果 过 项 点 4 引 垂 直 于 轴 的 直线 4D = 6, 则 CD 向 两 头 延 


长 所 得 直线 恒 不 与 曲线 相 触 ,但 曲线 伸 得 越 远 赵 向 它 人 靠近 ,最 终 在 
无 穷 远 处 CD 与 0 相合. 0 的 情形 同 于 CD ,最 比 在 无 穷 远 处 与 
円 11 村 


Bk 相合. 如 果 从 另 一 面 以 相同 前 角度 引 直 线 KCi, 那 么 延长 到 无 
穷 远 时 , 它 同 分 支 BK, Ai 重合 .一 直 一 曲 两 线 , 曲线 越 来 越 靠 近 直 
线 , 到 无 穷 远 时 与 直线 重合 ,这 条 直线 就 称 为 这 曲线 的 渐 近 线 , 直 
线 JICk ,KC 都 是 双 曲 线 芍 渐 近 线 ， 
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双 曲 线 的 这 两 条 源 近 线 相 交 于 中 心 'C, 与 轴 构 戌 的 角 4CD = 
AC4 ,该 角 的 正切 = 羡 ,该 角 的 倍 角 Cg 的 正切 = 也 9 .由 此 可 
知 ,如 果 b= 4, 则 这 两 条 浙 近 线 的 交角 , 即 角 DCd 为 直角 , 称 此 时 
的 双 曲 线 为 等 轴 双 曲线 .由 4C = a, AD = b, 得 CD = Gd = 
V a2+ 防 .因而 从 焦点 6 向 一 条 渐 近 线 引 垂 线 GH, 则 由 C6 = 
w の + デ =CD, 得 


CH AC= BC a, GH =8. 
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回 两 头 延 伸 约 MPN = 2y, 交 渐 近 线 于 m,n, 则 
3 2 
Pn= Pn= 仅 ,Gm= Cr こそ と テー を 
= FM+ AC= GN AC. 
义 . 
Mn= Nn = Sr Nm=Mn= Et 
a a 
从 面 利用 g272 = 522ー 025, 得 
2 .4 2 
Mm Nm = Mm Mn = と と この 5", 
. a 


进 面 处 处 有 
円 りり + 


Mm Nm = Mm Mn = = 
由 型 引 平 行 于 浙 近 线 Cg 的 直线 三 , 则 

25:w a2 + が = Mm: mr (Mr), 
从 而 


_ (br — ar)v a + 5b 


mr = Nr = 2 gp ， 


C ー (b+ gyJY a :+b 
mm= tr= 了 - 
进而 


どー e- a + _ e+ が 


Mr Gs Pee 
py A 引 平行 于 渐 近 线 Ca 的 直线 本, 則 4E = Cg = っ 
a 2 ,从 而 


Mr Cr = AECE, 
这 是 双 曲 线 的 朵 近 线 的 主要 性 质 . 
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参见 图 34, 取 中 心 C 为 原点 ,和 叔 模 标 CP = x 计 一 条 渐 近 线 
上 , 取 级 标 PM = y 平行 于 另 -条 渐 近 线 , 则 yx = 和 二 如 , 且 4C = 


BC=a,AD= Ad= 58, 如 果 令 4AE = CE = h, 则 yx = 2， y= を 因而 
ぇ =0 時 = ww; 友之 y=0 有 时 x= oo. 过 曲线 上 点 族 引 平行 于 任 一 
直线 G8 的 直线 OMNR, 令 CO =1, QM =w, 则 

oH: CH: CG = u: PO: PH, 
从 而 


图 如 


进而 


. CG. エリ ュー ーー いい は ュー 1 im ef 理 古 
7 EH: PE TE 


代 这 两 个 值 人 Y= 天 ,得 于 い A i A 
CG CH: Ce. 和 i 2 
CH CE 本 四 


ーー 


・ 。 - ュ | で “1 ， 
， 上 - ロ 1 ， - [ - ， 
" ' ロ 下 ト 加 朋 
或 ! ーー " ' * - * " - + ' 了 = ュー デ 
・ ュ 、 ， ュ ・ 
H 2 ュ > 1 4, 
LL. 上 _， 


2 } "|i ・、 - ， : ， 
2 GH GH は 
"EN GH O68 EO ee 


该 方程 告诉 我 们 , 纵 标 有 敌 个 什 ; OM 利和 等 节 人 = OI， 


GH- ーー 
RM ON Tg Ct 
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。 由 QM + QV = OF, 得 QM = RV, 0 = 出. 困 而 .如 果 点 旭 ,mw 
重合 , 则 OR 为 切线 , 且 被 切 点 等 分 , 例如 ,如 果 直 钱 XY 为 双 曲 线 
的 切线 , 则 切 点 2 为 了 千 的 中 点 .因此 ,如 果 从 Z 引 平行 隆男 一 条 
渐 近 线 的 直线 ZV, 则 CV = 序 , 这 给 了 我 们 一 钻 引 双 曲 线 上 任意 点 
Z 处 切线 的 方法 : 取 VY = CY, 那么 过 点 了 和 曲线 上 点 2 的 直线 就 

・ 101 ・ 


是 双 曲 线 上 点 Z 处 的 切线 . 
q+ b> 
由 CY ZY = = 4 : 得 
CX: CY = a + が ニー CH= CD Gd. 
因此 ,如 困 连 直线 PDX,d, 则 它们 平行 .由 此 我 们 得 到 一 个 到 出 则 
线 任 意 多 条 切线 的 简便 的 方法 . 
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Gr 
由 矩形 面积 OM・QN = cp tee 得 知 ,平行 于 BGC 的 直线 


Or, 不 管 画 在 踊 , 往 形 面 委 0M- ON 都 相同 , 匡 


QM: ON = OM・MR = ON NR = Hp 


如 果 考 虑 平行 于 QR 的 切线 ,由 于 其 位 于 渐 近 线 之 间 的 部 分 被 切 
点 所 等 分 , 记 这 一 半 为 《, 我 们 恒 有 

COM OQN = OM・ = RN* RM = RN NO = 07. 
这 是 十 在 新 近 线 之 间 的 双 曲 线 的 重要 性 质 . 
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双 曲 线 由 相 背 的 商 部 分 J4i 和 KBE 构成 .上述 性 质 并 不 仅仅 
适用 于 只 与 一 部 分 相交 的 直线 ,也 适用 于 与 两 部 分 都 相交 的 直线 . 
过 时 引 平行 于 只 且 与 相 背 的 另 一 部 分 也 相交 的 直线 gm, 记 の 
= 了 ,9qM = 7, 则 由 三 角形 CR ， PMg 相似 得 


PM= y= Su, Pst, 
从 而 = =t+ 人 uw. 将 这 x 敌人 人 wy = 相 , 得 
・ 102・ 
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级 标 wm 有 了 两 个 值 gM が, - qn. 这 里 取 渐 近 线 EP 为 朝 ,， - gr 位 
于 CP 的 另 一 俩 ,因而 为 负 . 从 所 得 方程 我 们 得 到 ,这 两 个 根 的 和 


oh 
-和 = 一 ch! 三 一 种 
或 gn - gM = gr,; 从 而 gM = m, gn = rM. 从 所 得 方程 我 们 还 得 到 两 
根 的 积 


ch 
ー qf gn = -00-0 
也 即 


ト ] ーー | ] -一 L 3 -一 二 =ー Gh: 2 
gM qn = MM=m*gqu= rm mM = 


因而 不 管 平行 于 の 的 育 機 位 置 如 何 ,这 个 矩形 而 积 是 不 蛮 
的 


各 类 二 阶 线 的 基本 性 质 , 我 们 就 讲 到 这 里 .如 果 加 上 各 类 二 阶 
线 的 共同 性 质 ,我 们 可 以 说 能 得 到 无 穷 多 条 性 质 . 


”103 ， 


第 七 章 


| i i 
ld ltt. CA iT FE ee 
这 れれ EE MD LR 
RE LR EL :i El ! , RT MM 
DA CR RA bn 
MD RE RR 由 站 上 


ua * 
ry ュ 1 


1 


EE TU 
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如 果 则 线 有 一 支 或 一 部 分 伸 向 污 穷 , 则 曲线 上 无 穷 远 处 点 的 
直 前 坐标 *,y 中 必 至 少 有 一 个 为 尘 穷 . 设 曲 线 上 庞 穷 远 处 某 点 举 


标 z,y 都 不 为 污 穷 , 则 该 点 至 原点 的 距离 Y x+ 了 “为 有 限 数 ,这 
广 现 宽泛 矛 诗 ,因此 , 当 曲 线 有 伸 向 无 穷 的 分 支 时 , 则 必然 是 或 者 
有 限 的 横 标 对 应 无 限 的 实 纵 标 ， 或 者 无 也 的 模 标 对 应 实 的 有 限 的 
或 无 恨 的 织 标 ,我 们 就 以 此 为 起 点 对 曲线 的 伟 向 无 穷 分 支 进行 研 
究 . 
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给 定 x,y 癌 的 一 个 代数 方程 , 阶 数 不 拘 , 比如 为 n. 我 们 看 它 
的 x,y 次 数 之 和 为 n 的 那些 项 所 成 的 部 分 , 即 
oy + s+ Pr By Ir 4 Br 
该 表达 式 可 分 解 成 状 如 dx + 瑟 的 或 实 或 虚 的 线性 因 臣 的 积 如 
円 104 a 


果 其 中 有 虚线 性 因 式 , 则 虚线 性 因 式 的 个 数 必 为 偶数 ,并 且 可 以 配 
对 ,每 对 的 积 为 状 如 
A “ye -2ABxy cosp + Bx° 
的 实 二 次 因 式 . 只 要 x,y 中 有 一 个 为 wm, 这 种 二 次 因 式 的 值 就 等 
于 m*, 这 是 因为 4,8 都 不 为 零 ,项 24Byxcosg 恒 小 于 田 外 两 项 的 
和 和 42 + B2x?. 换 各 话说 , 当 x, 或 Y, 台 x,rY 局 同时 为 无 穷 时 ， 因 式 
A y* 2ABrycosgp + Boa’ 
不 等 于 零 , 不 等 于 有 限 数 ， 甚至 不 村 无 穷 和， 它 等 于 2 に 出 = 
大 无 穷 大 . 
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如 果 方 程 次 数 最 高 各 项 的 和 
a tf xt yy x + + er". 
“不 但 实 线性 估 式 , 则 敢 5 为 偶数 ， 县 和 式 为 状 如 
2 この 4 店 ypoe の + Bx. 
的 困 和 式 的 职 . 因而 ,如果 xz, 或 y; 或 xz,y 同时 为 无 y . 则 和 式 的 从 
不 等 下 消 限 的 硬 , 也 不 等 于 w”"( 这 里 的 贡 小 手 n), 而 等 于 w", 访 
粮 其 余 揭 项 ,也 于 xz;y 沈 数 和 小 于 更 项 ， 它们 给 出 的 无 穷 ,其 次 
数 都 故 于 ヵ , 不 能 等 王 rg 次 无 穷 ; 国 此 ,只 要 xy 中 有 一 个 取信 为 
无 穷 ,方程 就 不 能 成 立 ， 
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由 此 得 出 ,如 果 坐 标 x,y 交 的 方程 ,其 次 数 最 高 各 项 的 和 没 
有 实 线性 因 式 , 它 给 出 的 曲线 就 没有 伸 向 无 穷 的 分 支 , 整 个 曲线 就 
像 杰 匣 和 余 那 样 ,处 于 一 个 有 限 的 范围 之 中 .二 阶 线 通 用 方程 
ay TPRyr+Jo2t+Byt+te+r=0 
・ 105 ・ 


次 数 最 高 各 项 的 和 为 or + py + Yx*, 序 小 于 4ay 时 这 个 和 没有 
实 线性 因 式 ,此 时 该 方程 给 出 的 曲线 为 输 攻 ,没有 虱 向 无 穷 的 分 
支 . 
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为 了 解释 得 更 清楚 ,我 们 把 *,y 间 方 程 的 项 按 次 数 分 组 ,把 
次 数 最 高 ,也 即 次 数 为 n 的 项 归 为 第 一 组 ,把 次 数 为 n -1 的 项 归 
为 第 二 组 ,把 次 数 为 = - 2 的 项 归 为 第 三 组 ,类 推 ,到 既 不 会 x 也 
不 含 y 的 项 ,也 即 到 常数 项 为 止 . 记 第 一 组 ,也 即 次 数 最 高 的 组 为 
P, 记 第 二 组 为 0, 记 第 三 组 为 丸 , 记 第 四 组 为 $, 等 等 . 
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这 样 ,次 数 最 高 组 P 没有 实 线性 因 式 时 ,方程 P ど + O+ 双 +S 
+…=0 表 示 的 曲线 就 没有 伸 向 无 穷 的 分 支 .现在 我 们 考虑 次 数 
最 高 组 只 有 一 个 实 线性 因 式 的 情形 ,好 P= (ay- bx) 前 ,MM 为 <,y 
的 n~1 次 陪 数 , 自 M 没有 任何 实 钱 性 因 式 .此 时 ,如 果 置 x, 或 
) ;或 sy 同时 为 无 穷 , 则 于 = ww" 当然 0 也 可 以 是 省 这 样 的 
无 穷 ,而 员 ,S 等 则 都 只 能 是 次 数 更 检 的 无 穷 .因而 ,如 果 oF 一 bx 
等 于 有 限量 或 零 ,方程 

P+0Q+R+-…=0 
就 可 以 成 立 ,此 时 的 曲线 就 什 向 无 穷 ， 
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设 ay - bx =p,p 是 这 样 一 个 有 限量 : 当 曲 线 伸 向 无 穷 时 


PM+ QO+R+S+=0, 
106 円 


也 開 


OR-S-" 
p= 用 


由 丰 是 比 玉 ,5，…- 阶 数 更 高 的 无 穷 大 , 知 分 数 并 ,六 -都 为 零 , 因 
而 = 二 @ .这 样 一 来 ,变量 x,y 为 无 穷 时 ,分 数 了 上 给 出 疡 值 ,但 
是 由 oy- 如 =P, 得 了 = 站 + 又 由 x= m 时 三 =0, 得 关 = 全 + 


三 = 也 .这 样 一 来 ,曲线 伸 向 无 穷 时 y= 上， 
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QM 同 为 - 1 次 齐 次 函数 , 了 人 为 零 次 函数 , 且 y = 蔚 时 ， 
它 等 于 常数 pj 或 者 由 比 x 等 于 5: a, 兰 换 写作 中 的 y 以 5,4 以 


,我 们 也 得 到 函数 二 人 的 值 p, 有 了 p 世 就 有 了 曲线 伸 向 无 穷 时 
包 会 在 方程 P+0+R+S+…=0 中 的 ay- bx=p. 
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可 见 , 曲 线 伸 向 无 穷 的 部 分 由 方程 ay - bx = p 表示 .该 方程 
表示 的 是 直线 ,这 直线 在 无 穷 远 处 与 曲线 重合 ,这 直线 是 曲线 的 渐 
近 线 ,曲线 向 远 处 延伸 时 越 来 越 靠近 这 直线 ,最 终 相 重合 .从 * 或 
y 等 于 mm 时 ,方程 P+O+R+S+…=0 变 为 my - bx =p, 我 们 看 
到 直线 向 两 头 无 限 延 伸 ,最终 都 与 曲线 重合 .也 即 曲线 有 相 背 的 两 
个 伸 向 无 穷 远 的 分 支 ,一 支 与 直线 的 一 头 重合 , 另 一 支 与 直线 的 另 
一 头 重 合 . 
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上 面 我 们 看 到 ,方程 P+85+O+ 玉 +…=fT 的 最 商 次 部 分 P 
只 有 一 个 实 因 式 时 ,曲线 具有 伸 向 无 穷 的 两 个 分 支 , 这 两 个 分 支 从 
两 头 靠 近 我 们 称 它 为 浙 近 线 的 直线 .现在 我 们 假定 最 高 玖 部 分 P 
有 两 个 实 线 性 因 式 ay - hx 和 oy -未 , 即 P= {ey hm) (ey:- 
dx) 叶 ,六 是 n 一 2 次 齐 次 函数 ,这 里 应 该 区 别 两 个 线性 因 式 相等 
和 不 相等 两 种 情形 . 
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:假定 两 因 式 不 相等 ,此 时 对 无 穷 的 模 标 或 纵 标 方程 
(ay — hx) (ey - dM+O+R+S+..=0 
成 立 是 在 ay ~ 用 或 总 下 为 有 限 数 时 . 设 ay -bxr= py 由 p 为 有 
限 数 ， 知 在 无 宥 远 处 有 了 = 之, 跟 前 面 类 似 ， 我 们 得 各 


= 一作 = 加 = 号 -， ーー ー の 
(cy — dr)M Tey - MN' 


该 表达 式 是 x 的 零 次 函数 ， 因此 令 ” = = ,或 者 分 别 换 4 y 方 g, 


5 ,我 们 就 得 到 常数 p 的 值 . 由 两 线 人 性 因 式 不 相等 ， 知 be - ad 不 为 
. 零 ,由 六 没有 实 很， 知 册 不 为 零 , 因 面 此 时 有 


二 人 
(be — ad} NM. 
从 而 9 为 堆 ， 或 0 会 有 因 式 ay - x， 则 p 为 有 限 值 ， 甚至 或 者 为 
に - 
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由 前 曾 的 情形 知 ,P 的 线性 实 因 式 gy - bx 使 曲线 有 一 条 渐 近 
线 ,其 位 置 由 方程 or - bx =p 决定 .同样 地 , 另 一 个 线 狂 实 因 式 cy 
-dr 也 使 曲线 有 一 条 渐 近 线 ,其 位 置 由 方程 oy - dx = 4 决定 ,4 
= Ty 人] 下; 其中“,y 分 别 换 成 <,d. 这 样 一 来 ,曲线 共有 两 条 
渐 近 线 ,四 条 伸 向 无 穷 并 最 终 与 渐 近 线 相合 的 分 支 .这 正 是 前 面 讨 
论 过 的 双 曲 线 的 情形 . 可 见 ,二 阶 线 方程 2 + Bey + yx? + ex + t= 
0, 如 果 其 最 高 次 项 部 分 ay? + por + 7x? 有 两 个 不 同 的 实 线性 因 
式 ,也 即 如 果 记 大 于 4ay, 则 这 方程 表示 的 是 双 曲 线 ， 
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假定 线性 因 式 ay - bx ,cy - 尼 相 等 , 即 P= (%- gc 寿史 
由 Prt0+t+R+5+…=0 得 
(ay ba 
由 于 @, 民 ,5 依次 是 nm- 1 -2 -3 次 函数 , 必 是 mn -2 次 函数 ， 
因而 变量 无 穷 时 我 们 有 总 =0. 从 而 


ayー CR 0 R 
rb + 


但 fc.o my 和 闪 是 x,y 的 零 次 函数 ,又 对 无 穷人 有 y: = b: a 


因而 换 守 为 芯 , 也 即 分 别 换 *,y 为 ,8 时 ,这 两 个 等 次 函数 都 为 
常数 . 


则 
(gy - hb) = ー Alpy + iw) — B. 
该 方程 毛囊 示 的 曲线 与 瑚 +O+R+S+…=0 所 表示 的 曲线 在 无 
筋 远 处 重合 、 Ru 任意 , 我 何人 多々 =5,u=a, 取 
ay- w=uVath,by+ar=t Va +b, 
改变 坐标 后 ， 我 们 的 申 线 方程 变 为 


2 ュー 和 + 一 =0. 
yg + あく e+ が 


显 热 ,这 是 投 物 线 方 程 ,因而 所 求 曲线 延伸 到 无 穷 时 将 与 抛物 线 重 
全 .这样 , 它 只 有 两 个 伸 向 无 穷 的 分 支 ， 其 汤 近 线 不 是 直线 ， 而 基 前 
面 方程 所 表示 的 抛物 线 . 
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上 节 假 定 4 不 为 零 .如 果 4 =0, 即 0 为 零 ,或 0 竹 oy- 有 bt 除 
得 尽 , 则 方程 成 为 u2 + 了 =0, 不 再 是 抛物 线 方程 .我 们 对 该 方 


程 的 三 类 情形 分 别 进行 讨论 .第 一 类 ,8 为 负 , 设 -3 ュー だ . 此 


时 方程 过- 疡 =0 含 有 两 个 方程 ,ua -=0 和 zz+r=0, 表 示 的 是 
两 条 平行 直线 .有 如 第 一 种 情形 ,这 两 条 直线 都 是 源 近 线 ,因而 曲 
线 有 站 条 昼 询 无穷 并 与 这 两 条 直线 相合 的 分 支 . 
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第 二 类 情形 ,有 为 正 , 记 为 + 上 产 .此 时 方程 z+ ア =0 方 不 可 
能 ,所 以 曲线 没有 伸 向 无 穷 的 分 支 ,而 是 整个 地 位 于 一 个 有 限 区 域 
之 中 , 即 方程 P+O+R 及 +S+…=0 表 示 的 曲线 没有 伸 向 无 穷 的 
分 支 ,最 高 次 部 分 P 没有 实 线性 因 式 时 没有 这 种 分 支 , P 有 实 线 ” 
性 因 式 时 也 没有 这 种 分 支 , 这 一 点 我 们 已 经 见 到 了 ,以 后 还 会 名次 
见 到 . 
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第 三 类 情形 ,B =0, 它 介 于 前 两 类 情形 之 间 . 要 弄 清 此 时 曲线 
的 形状 , 需 考察 次 数 更 低 的 部 分 .由 P+Q+R+S+…=0 和 P= 
(oy - x), 得 到 在 无 穷 远 处 有 . 
すう 
照 前 面 进行 找 换 那样 , 令 
イー も と 
A(t) 
再 由 8 ,了 ,站 ,… 依 次 为 (na -3 一 和) 次 国 数 ,及 时 是 (nm - 
2) 次 函数 ,我 们 有 
S{by+ or) / Tbytary _ Vby+ar)_ 。 
M 7 M ー デ ッ FT ー 
从 而 
D 
(ay 一 な 7+4( が か + ar) + Bt (yr gw 
__£ -二 从 
(by tt 区 万 + =U. 


该 方程 表示 的 是 这 样 一 条 曲线 , by + ax 无 穷 大 时 ,其 无 穷 远 部 分 
・ 111 ・ 


与 P+ O+R+S+…=0 所 表示 的 曲线 相合 . 曲线 伸 向 无 穷 时 , 虽 
然 了 y+ ax 为 无 穷 ,但 (my - 上 关 可 羽 为 有 限 数 ,可 以 为 无 穷 ,为 无 
穿 时 小 于 ?. 
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把 轴 变 换 到 求 得 的 渐 近 线 上 .分 别 置 横 标 与 纵 标 为 
E+ 和 ug, 
pz 2 」 ぁ 2 
并 简 记 v a?+ と ど =g、 我 何 得 到 方 福 


は 2 CD + - る +… = 
2 git g p42 5 3 * 
MM = 站 ,中 =0,. 从 而 
D EE 
+ Et = 
如果 C 不 等 于 零 ,那么 当 ， 为 无 穷 时 ,与 项 高 相 比 较 ,项 45+ 


… 都 可 上 略 去 ,我 们 得 到 


tu "+0. 


该 方程 表示 的 明 线 ， 4 = 时 与 所 求 曲线 相合 . 从 该 方程 得 wx = 
+ / ,由 此 知 曲 线 有 两 个 分 支 ,从 两 面 扑 向 于 轴 的 同一 部 分 . 
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如 果 再 加 上 C =0, 则 方程 为 


u ユー =0. 
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这 里 叉 分 成 D 为 正 、 为 负 和 为 零 三 种 情形 . DD 为 正 , 方 程 不 成 立 ， 
蔓 线 没有 人 悍 向 无 穷 的 分 支 ,而 是 完全 地 位 于 一 个 有 界 的 范围 之 内 . 


D 为 负 ， 记 为 号 _ 户 , 划 这 = 颇 ,因而 ,= ww 和 ;= -am 时 纵 标 。 
两 头 两 面 收 敏 于 轴 , 万 = 0, 应 该 取 方 程 2 + A = 0. 这 类 似 于 前 


节 讨 论 过 的 情形 ,应 对 方程 P+ 0 + R+ 5+… =0 的 更 多 的 项 进 
行 考察 . 
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现在 假定 方程 

P+r+O+R+S+"=0 
的 最 高 次 项 部 分 P 有 三 个 实 线性 因 式 . 如 果 这 三 三 个 因 式 相 蜡 , 那 
人 么 前 面 关于 单个 实 线性 内 式 所 讲 的 ， 就 对 这 三 个 因 式 中 的 每 一 一 个 
都 适用 .因而 曲线 有 六 条 趋向 无 穷 的 分 支 ,它们 收 敏 于 三 条 新 近 
线 . 如果 三 个 因 式 中 有 两 个 相等 ,那么 刚才 所 说 仍 透 用 后 这 第 三 
不 相等 的 因 式 ,前 而 关于 两 个 相等 因 式 所 讲 的 ,适用 于 这 里 的 丙 个 
相等 因 式 ,只 剩 下 三 个 实 线性 因 式 都 相等 的 情形 了 . . 设 P=(ay- 
bx 六, 要 方程 

P+rO+RES+:=0 
在 无 穷 远 处 成 立 ， 刚 必 人 wy- bc) 为 有 限 值 或 小 于 无 劣 什 w ,从 而 


忆 所 达到 的 无 穷 将 小 于 m” ,在 无 穷 远 处 有 并 = 之， 
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为 讨论 这 一 情形 ,首先 要 看 の , 看 0 是 否 以 ay - bx 为 因 式 . 
・ 113 ・ 


这 里 要 指出 ,如 果 0 为 零 ,出 读 为 中 以 果 一 训 为 因 式 , 因 为 零 以 
任何 因 式 为 因 式 . 先 假定 ay - bx 不 是 0 的 因 式 .由 ひ , 瑞 分 別 訪 


. アー あ 
rx -1 和 3 次男 数 知幸 次 画数 . 因 面 芝 > = ニュ 


. 则 这 零 次 函数 为 常数 , 设 为 4, 我 们 得 到 (ay - be の +ACas + by)* 
=0, 后 继 项 在 无 穷 远 处 与 Atax + BY》 相 比 较 略 去 . 
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该 方程 所 表示 的 明 线 , 伟 向 无 穷 远 时 与 方程 
IE 
表示 的 曲线 相合 .为 了 进一步 了 解 这 条 曲线 ,我 们 取 新 的 横 标 和 纵 
标 为 ” 
tb be 


8 に 
其 中 V 5 了 更 = 6. 在 新 坐标 之 下 方程 为 
3 出 

， UW 十 一 一 二 心 ， 

t= 名 有 时 该 方程 给 出 曲线 
P+Q+R+*…=0 

的 但 向 无 穷 的 部 分 .因而 确定 了 曲线 + 全 -=0 的 形状 ,也 就 
定 了 曲线 P+ +R+… =0 储 向 无 穷 部 分 的 形状 .下 一 章 我 们 专 
门 讨论 这 种 产 近 上 曲线. 
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如 果 mr- 枚 是 如 的 因 式 ,这 又 分 为 {ey - 巡 》》 是 否 同 时 也 为 
0 的 因 式 两 种 情形 ,假定 (ay - bw》? 不 是 0 的 因 式 , 记 革 = 过 时 夫 
・ 114 ・ 


0 1 
次 画数 ーー て + 太 ) 甩 的 值 为 常数 4 ,我 们 得 到 
1 


(ay— bs) + ACay — be)Car + の )+ 詩音 "=0. 


送 里 箇 = と 軸 R 被 ay- ie 除 得 尽 时 ,站 成 为 B(ay - br) ,RR 不 


被 ay - ix 除 得 尽 时 ,总 成 为 B(ar + by) ,不管 尺 是 否 被 oy ~- 大 除 


得 尽 , 吉 都 成 为 常数 C. 如 果 照 前 面 那样 变换 成 新 坐标 + 和 4, 则 方 


程 成 为 


程 成 为 


给 出 两 条 渐 近 线 “= 0 和 2 + 笃 = 0, 前 一 条 为 直线 ,后 一 条 为 扫 
物 线 .后 -方程 += o 时 ,如果 二 有限, 则 由 有 限 与 无 穷 相 比较 可 
略 去 ,得 4 名 + .学 = 0, 从 而 "= 也 ,这 是 一 条 直线 ;如 果 4 为 无 
穷 , 则 由 第 三 项 可 略 去 ,得 

+ 和 煤 -0. 
这 是 抛物 线 方程 ,这 样 两 种 情况 下 各 自 的 两 条 渐 近 钱 ,都 是 一 条 为 
抛物 线 , 一 条 为 直线 ,因此 这 两 种 情况 无 需 区 分 . 
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现在 设 (ay - 攻关 是 人 的 因 式 ,那么 对 应 (ay - x) 是 和 不 是 
RR 的 因 式 ,完成 前 面 的 运算 ,我 们 得 到 1,w 间 的 方程 


ぎ 
的 三 个 根 都 为 实数 时 ,是 三 条 平行 直线 ;有 两 个 根 是 虚数 时 ,是 肉 
一 的 渐 近 直线 . 指出 一 点 ,三 条 平行 渐 近 线 ， 重合 可以 生 
条 恒 合 .后 一 种 情形 
3 As 自 _ 
| w+ ee 


如 果 t= %m , 则 必 gw 也 为 无 穷 方 程 才能 成 立 . 4 无 穷 时 ,与 g 比较 
项 他 可 以 略 去 ,我 们 得 到 


下 ?+ 二 =0， 


这 是 三 阶 半 近 基线 方程 
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如果 有 4=0,8=0,C=0, 则 应 考虑 方程 P+Q+R+S+…= 
0 的 后 续 项 ， A 


tt + tt ニ 。 


只 要 这 里 的 万 不 等 于 零 ， 第 = 及 其 以 后 的 项 就 都 可 以 略 去 ,得 〆 
・116 ・ 


+ =0.D=0, 各 +=0, 加 上 -0, 得 e+ -0 类 
推 ,这 些 方程 确定 的 基线 , 当 ょ = m 时 都 与 方程 P+0+R+S+-… 
-0 确定 的 曲线 重合 . 又 ,这 些 方程 都 含有 奇 次 乔 吉 , 因 而 都 有 实 
根 ,都 有 仿 向 无 穷 的 分 支 ,在 每 种 情况 下 直线 a =0 都 是 渐 近 线 ， 
因为 基线 

w+ =0,u 1 9 _o… 
都 以 它 为 浙 近 线 . mm ， 
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同 是 收 化 于 直线 的 分 支 , 可 以 柜 为 不 同 ,对 它们 的 区 别 应 细 如 
考察 .我 们 通过 确定 一 些 简单 曲线 来 进行 考察 ,这 些 简单 曲线 都 收 
合十 说 项 线 的 渐 近 线 . 例 如 , 当 方 程 

Aw Bu. tC 
“十 十 pit = っ 1 
的 三 个 根 都 为 实数 时 ， 虽然 我 们 知 遂 有 三条 平行 渐 近 线 ， 但 是 关于 
曲线 仲 向 无 穿 的 分 支 ， 它 究竟 是 以 u= 《为 方才 的 双 曲 线 , 还 蚌 别 
的 形状 的 ,比方 说 以 也 = 如 或 i = 守 訪 方 相 航 昌代 ;可 们 递 洛 从 不 
清楚 .为 了 弄 清 这 一 点 , 取 方 程 的 下 一 项 4， 它 为 震 , 则 取 再 下 一 
项 #6 它 也 为 零 , 则 继续 往 下 取 - 志 i 没 最 近 的 不 为 零 的 后 继 项 为 


人 .由 方程 


ProO+t+R+:=0 
的 次 数 为 4, 知 « 不 大 于 -3, 设 表达 式 
・117 ・ 


4 
gg 
分 解 成 因 式 为 (一 oj) (tu 一 BCu 一 了 ), 则 


(ua)(w- Plu- の -全 =0， 
ga - 芝 , 它 表示 一 条 渐 近 线 . 我 们 有 


(e+ a アー 
t 趋向 无 穷 , 得 
全 一 YH Kk 
A 
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如 果 a 既 不 等 于 也 不 等 于 y, 则 该 方程 成 立 , 此 时 我 们 有 


sk 
(eg-8(g - ア 7) デー テッ 
根 & =a 给 出 渐 近 有 曲线 
| 
(a- Ba- YE 
如 果 三 个 根 都 不 相等 , 则 每 个 根 纵 出 一 条 这 样 的 渐 近 线 , 如 果 有 两 
个 根 相 等 ,比如 #8 = 6a, 则 这 两 条 新 近 线 合 而 为 一 ,此 时 我 们 有 
(ge - ア ) KE 


tp 一 


下 一 此 二 


由 此 得 
し 
Ee ディ ュー アッ Zp = 
因而 双重 新 近 线 的 方程 为 


2 EK 
Cua) la 


・ 118 ・ 


如 果 三 个 根 都 相等 , 则 三 条 渐 近 线 合 为 一 条 ,其 方程 为 


(ua = 
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考虑 方程 P+0+R+S+…=0 的 最 高 次 项 部 分 已 有 下 个 
实 线性 因 式 的 情形 ,它们 或 者 都 不 相等 ,或 者 有 两 个 相等 ,或 者 有 
三 个 相等 ,或 者 四 个 都 相等 ,前 三 种 情况 下 伸 向 无 窃 的 分 支 及 其 渐 
近 线 都 可 由 前 节 得 知 ,唯一 需要 讨论 的 情况 是 四 个 都 相等 .此 时 我 
们 令 P=(ay - 必 )4 时 ,条 为 和 -4 次 函数 , 照 我 们 做 过 的 那样 ,为 


得 到 常数 , 令 十 = 也, 为 改变 轴 , 令 
:= + 時 - 臣 
に 3 8 
其 中 g =V a2+ 辽 , 这 样 得 到 渐 近 线 ゎぁ 间 方程. 首先 ,如 果 @ 不 
被 @y - jz 整除 ,得 到 的 是 


3 
4+ 和 -0 


が 
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如 果 0 被 ay - bx 整除 ,但 不 被 (ay ~ 入)2 整 除 , 得 到 的 是 
ru BB: 
ut 十 + ご テニ =0. 


g 
上 = % 时 , 纵 标 w 可 以 有 限 可 以 无 限 , 得 到 的 两 条 内 近 线 为 直线 


e+ -0 和 胃 线 oj + 和 =0. 为 进一步 考察 浙 近 直线 ,我们 取 最 


凑 近 的 非 零 项 , 设 为 分 ,得 方 各 
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ョ づら =0. 


横 本 1 = % 时 ,该 方程 表示 的 曲线 与 所 求 曲 线 相合 . 
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设 0 被 Cay - x)? 整除 ,但 不 被 (ay 一 bx) 整除 .对 及 被 和 不 
被 oy -bx 整除 两 种 情形 分 别 进行 讨论 . を 呑み bx 整除 ,得 “ 


大 杭 1 由 整除 ,得 、 " 


2 ma 
ty tt ,a 


从 第 一 个 方程 ,zx 有 穷 得 


4 : 1 1 を 4 4 ti 0 
g 匹 窃 得 


+ 0. 


这 前 一 个 方程 ， ,如 果 它 的 两 个 根 为 实数 ， 和 且 不 相等 , 则 得 到 的 是 两 
条 平行 直线 ;如 果 它 的 两 个 要 为 虚数 , 则 没有 伸 向 无 穷 的 分 支 .这 
后 一 个 方程， u ?全 = 0 给 出 的 当然 是 渐 近 揭 物 线 ，、 

第 二 个 方程 


(ee 時 , 与 名 比较 各 略 去 ) 包含 两 个 状 如 +at = 的 方 程 , 


A4*>45 时 ， 得 两 条 浙 近 折 物 线 ， 4:=4B 时 ， 这 两 条 渐 近 抛物 线 重 
合 为 一 条 ;42 < 4 召 时 ,为 虚 根 ,没有 但 向 无 穷 的 分 支 、 ー 
・ 120 ・ 
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如果 0 被 (ay - bx)》” 整除 ,那么 由 R 和 5 被 和 不 被 oy 一 bw 整 
除 ,得 方程 | 


3 2 
人 =0 
4 A < Cr 

+ g 十 2 + 

3 
0 

8 8 8 

3 2 
+ = 


' g 
第 一 个 方程 ,如 某 根 都 为 实数 , 且 不 相间 , 则 它 表示 四 条 相 平 行 的 
直线 ,如 果 有 两 个 或 更 多 个 根 相 等 , 则 有 间 样 条 数 和 的 直线 重合 为 一 
条 ,如果 有 两 个 或 四 个 虚 根 , 则 平行 前 线 减 少 两 条 或 不 存在 .在 第 


二 个 方程 中 ,1 = wm 时 , 纵 标 s 为 无 穷 ,方程 成 为 w+ 党 =0, 这 是 
一 条 四 阶 渐 近 曲 线 ,从 第 三 个 方程 可 以 得 到 有 限 值 ,我 们 有 w+ 和 
=0. 我 们 还 有 + =0, 这 是 三 阶 渐 近 线 . 最 后 ,第 四 个 方程 , 当 


;= 时 无穷, 它 变 成 所 + 如 =0. 该 方程 B 为 正 时 不 可 能 ,8 


为 仙 时 给 出 两 条 共 顶 点 方向 相反 的 抛物 线 ,它们 都 在 无 穷 远 处 与 
原 曲 线 重合 . 
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从 以 上 所 讲 已 经 清楚 , 当 最 高 次 部 分 P 含有 更 多 相等 因 式 时 
・121 ， 


讨论 应 如 何 进 行 .至 于 不 相等 因 式 ,它们 可 以 分 别 对 待 ,每 个 确定 
一 条 渐 近 直线 .有 两 个 因 式 相等 时 , 照 多 178 和 接 下 去 几 节 中 讲 的 
那样 处 理 .类似 地 ,有 三 个 因 式 相等 时 , 按 5 185 和 接 下 去 几 节 讲 
的 办 ,四 个 因 式 相等 的 情况 我 们 刚 讨论 过 .从 这 些 讨 论 我 们 可 以 去 
处 理 有 更 多 个 因 式 相等 的 情形 .我 们 已 经 看 到 了 曲线 伸 向 无 穷 分 
支 的 多 样 性 ,对 局 限于 有 限 范 围 中 的 曲线 ,其 多 样 性 我 们 未 和 触及， 
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第 八 章 


上 时 |! 
i edt ee rd 让 
的 DU Ri ea 


PKI MI 人 下 的 
0 ha ED ph 
Pol WM ee CN A 
本 CE ed a 6 村 7 ta fit 让 
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前 一 童 我 们 看 到 , 渐 近 直线 之 外 还 有 方程 wr = Go 表示 的 渐 
近 曲 线 , 从 渐 近 直线 又 可 导出 渐 近 曲线 ,导出 的 渐 近 曲线 比 渐 近 直 
线 更 贴近 曲线 .从 曲线 的 任何 一 条 渐 近 直线 我 们 都 可 导出 一 条 有 曲 
线 , 这 曲线 以 渐 近 直线 为 渐 近 线 , 而 它 本 身 又 是 原 曲 线 的 渐 近 线 ， 
这 种 渐 近 曲线 能 更 加 准确 地 形 示 原 曲 线 的 性 质 , 它 不 仅 能 指明 曲 
线 的 逼近 于 渐 近 直线 的 分 支 的 条 数 ,还 能 指明 分 支 是 从 上 而 还 是 


"从 下 面 ,或 者 是 从 左面 还 是 从 右面 逼近 渐 近 直线 ， 
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渐 近 线 的 种 类 和 无穷 ,最 方便 的 讨论 方式 是 按 我 们 得 到 它 的 硕 

序 进行 .首先 是 产生 于 最 高 次 部 分 单 因 式 的 , 即 不 与 别 交 因 式 相等 

的 因 式 的 渐 近 线 ; 其 次 是 产生 于 两 个 相等 因 式 的 渐 近 线 ; 再 次 是 产 

生 于 三 个 相等 因 式 的 渐 近 线 ; 接 下 去 是 产生 于 由 个 相等 因 式 的 渐 
+ 123 ・ 


近 线 ,等 等 ,假定 所 给 是 *,y 间 的 m 次 方程 ,形状 为 

ア P ど + 0 二胡 上 る "=0。 
P 是 最 高 次 部 分 ,包含 所 有 次 数 为 n 的 项 .@ 为 次 高 次 部 分 , 包 会 
所 有 次 数 为 n -1 的 項 ,R, 5S 等 类 推 . 
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设 ay - bx 为 P 的 线性 因 式 ,有 目 P 没 有 与 这 个 因 式 相等 的 另 
外 的 因 式 . 记 P= (oy- hk)WH， 
对 是 不 被 oy - bx 整除 的 n -1 
次 齐 次 函数 . 设 4Z 为 轴 ({ 图 
35) , 取 横 标 4P = x, 纵 标 PH = 
y. 为 简单 地 表示 因 式 gy - 政 ， 
我 们 取 另 外 一 条 直线 AX 为 轴 ， 
4Y 交 原 轴 于 4, 与 原 轴 所 成 角 


X42 的 正切 为 所 ,从 而 正弦 、 余 


pb 。 中 - 
ター gg あう 在 新 时 多 
轴 上 取 横 标 40 = !, 纵 标 QM = zx, 平行 于 新 坐标 引 Pg , Py, 得 


本 


bx 
PE = ヴェ ーー テー , 4g = , 
= Vat 4 Va? + i 
大 アニ ーー ビー 」 一 -一 好 
vait+h ヴェ a+ 


从 而 


_ アー 
+ wart+ = La 
现在 纵 标 x 就 是 最 高 次 部 分 P 的 因 式 . 
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反之 ,从 前 节 关 系 式 得 


du 十 > eg 一 bu 


o+ の i a + が 
将 这 两 个 表达 式 代 人 方程 P+ 0 + R+… =0, 得 同一 曲线 以 AX 
为 轴 的 1,u 间 方 程 , 为 了 避免 过 多 的 系数 , 代 它 们 以 a,8,Y ,3， 
… ,代替 之 后 得 

まま 

O= pr-i1+ Br -2 + Br Iw + 

R= "+ + +, 

キー 

Te pe を と た まだ 
等 等 ,我 们 要 做 的 是 求 渐 近 线 ,应 取 横 标 奎 为 无 穷 ,从 而 这 些 表达 
式 中 与 第 一 项 相 比 较 , 其 他 项 都 可 忽略 ,也 即 只 要 第 一 项 不 为 零 ， 
其 他 项 都 可 略 去 .第 一 项 为 零 , 取 第 二 项 ,第 一 、 二 项 都 为 零 , 则 取 
第 三 项 . 
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函数 于 不 被 z 所 整除 ,所 以 它 的 第 一 项 不 能 为 零 ,因而 有 
at lz+ 房 "1=0, 由 此 得 二 的 有 限 值 , 设 为 .这 守明 平行 于 AX 
轴 至 AX 轴 的 距离 为 c 的 直线 是 浙 近 线 .为 得 到 更 贴近 原 曲 线 的 浙 
近 曲 线 , 搁 第 一 项 以 外 的 z 为 c, 得 

ot lytic tty) + 
mia + tei+ Ye + + =0, 
或 者 由 zz+8= ゅ ーc 得 
・ 125 ・ 


(en + (a + +Y)+ 
1 (a+ + yc す の)+ …=0. 
如 果 第 二 项 不 为 零 , 则 可 以 巾 去 后 继 项 ,得 


(セーc) + 全 一 心 ， 
如 果 第 二 项 为 零 , 取 第 三 项 ,得 
(セー セ )+ 4 =0. 
第 三 项 为 零 ,得 
(wu-e) + 今 =0。 
类 推 ,如 果 常 数 项 以 外 的 后 继 项 都 为 零 , 则 
(ュー ャ ) + = 0. 


如 果 常 数 项 也 为 零 , 则 整个 方程 被 x - c 整除 .直线 -c=0 是 曲 
线 的 一 部 分 ， 
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如 果 令 -c=z, 即 置 横 标 于 渐 近 直线 上 , 则 最 高 次 部 分 单 因 
式 所 给 出 的 渐 近 曲线 全 都 包含 在 通用 方程 := 上 之 中 ,w 是 小 于 
指数 的 整数 .现在 我 们 来 看 看 横 标 t 无 穷 时 这 些 渐 近 线 的 形状 
设 邓 为 取 作 轴 的 源 近 直线 (图 36) ,4 为 原点 . 引 直线 CD, 得 到 记 
为 P,@,R,S 的 四 个 区 域 . 先 令 z= 蒜 , 则 + 取 负 值 时 ,z 为 负 , 因 
而 曲线 有 两 个 分 支 , EX 和 到, 位 于 对 顶 区 域 P 和 5 中 ,人 遍 近 于 直 
线 XY.« 为 任何 奇数 时 ,情况 都 是 这 样 .如 果 w=2, 即 z= 二, 则 


个 管 + 为 正 为 贷 ,z 恒 为 正 .因而 曲线 有 位 于 区 域 P 和 0Q 中 的 迁 近 
・ 126 : 


于 直线 好 的 两 个 分 支 到 和 下 (图 37).k 为 任何 偶数 时 ,情况 都 
是 这 样 ,但 x 越 大 ,逼近 于 XY 的 速度 越 快 . 
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设 最 高 次 部 分 P 有 相等 的 两 个 因 式 gy - 天, 照 前 面 做 过 的 那 
样 ,改变 轴 得 
P= at™ 2 + of +, 
て +4, 
R= ?+t Yt + 
= 
等 等 .由 8 的 第 一 项 的 有 无 ,我们 得 到 两 个 方程 
Tor = 
IT .at w+ Br nt y=0,0 ov:+ f+ y=0. 
* i127 ・ 


图 38 


第 一 个 方程 au? + 应 =0 成 立时 , 汤 近 线 是 抛物 线 (图 38) ,在 无 穷 
远 处 它 的 两 个 分 支 与 曲线 的 两 个 分 支 相合 . 因而 曲线 在 两 个 区 域 
P 入 中 有 分 支 , 这 两 个 分 支 最 终 都 与 损 物 线 EAF 的 分 支 相合 . 
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得 到 的 是 第 二 个 方程 ow2 + 应 +y = 小 的 时 候 ,应 区 分 该 方程 

有 无 实 根 :无 实 根 , 则 曲线 没有 伸 向 无 穷 的 分 支 ; 有 相 并 实 根 = 
cat=E, 则 曲线 有 两 条 相 平 行 的 渐 近 直线 . 我 们 虚像 做 过 的 那样 ， 
对 每 条 线 的 性 质 进行 考察 ,例如 ,由 

ou + Pr+y={u- ew- ad), 
我 们 令 因 式 & -cc 之 外 的 & 都 为 c ,得 

(Ce le ct ac + B+ ye+d)+ -4(aet 
+ A + ye +oc+e) t=0. 


如 果 第 二 项 不 为 霍 , 则 1 = % 时 后 继 项 都 可 上 略 去 ,从 而 得 到 渐 近 线 
(ュー と c)+ 人 二 总， 
・ 128 ・ 


第 二 项 为 零 ,第 三 项 不 为 零 , 得 
(u—e)+ 分 = 0， 

类 推 .第 一 个 不 为 零 的 后 继 项 是 常数 项 时 ,得 
(ュー で) + =0. 


s= 时 这 些 曲 线 的 形态 前 面 我 们 都 已 经 讨论 过 了 . 
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”如 果 方 程 aw? + PB + Y =0 的 两 个 实 根 相等 ,也 即 如 果 az” + 
+ Y=(w-c), 那 么 代 w=c 入 其 余 各 项 ,得 
ue +r (oc + P+ yt + (act+ Be 
+ ye Foc+e)+.…=0. 
如 果 第 二 项 不 为 零 ,或 者 第 二 项 为 零 第 三 项 不 为 零 ,或 者 第 二 第 三 
项 为 零 第 四 项 不 为 零 , 则 我 们 依次 得 到 新 近 线 方程 


(wu—e) + 人 =0, 
(Cu— ce) + 2 =0, 
(u-e+ 4=0, 
类 推 ， 襄 至 遇 到 的 第 一 个 不 为 零 的 项 为 党 数 项 时 ， 得 渐 近 线 方程 
(uo + =0. 
ee 得 (w - c)*=0, 直 线 是 曲线 的 一 部 分 ， 曲线 是 复合 
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有 两 个 相等 因 式 的 各 种 情形 似乎 我 们 都 考虑 过 了 ,其 实 不然 ， 
・ 129 ・ 


最 再 : -个 方程 可 以 取 另 外 几 种 形式 ,从 而 得 到 另外 的 渐 近 线 . 当 

tr “的 系数 被 u -cc 整除 时 ,第 二 项 由 于 因 式 ww -c 而 保留 ,再 加 

上 最 近 的 非 零 后 继 项 ,这样 得 到 方程 
(ue) + A + 今 =0 


直到 
(ue + un) + -0 


如 果 第 二 项 为 零 ,或 者 被 (z - e) 更 除 , 那 就 得 看 第 三 项 ;如 果 第 
三 项 被 -ec 整除 , 删 它 由 于 ww -ece 而 保留 ,再 加 上 最 靠近 的 非 零 
在 继 项 ,这 村 得 到 的 方程 为 


a 
(ue + =0, 


直到 
(2 ュー の) 」 + 二- 
72 ー 
如 果 第 三 项 为 堆 , 第 四 项 被 上- 。 整除 ,或 者 第 四 项 为 零 ,第 五 项 
被 -ec 整除 ,等 等 Me 


(gーc)“+ Alu~el , + 总 -0 
指数 恒 小 チチ gg 小 于 1 
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令 ~c=z, 则 上 面 的 所 有 方程 就 都 成 了 


我 们 对 4 大 于 、 等 于 和 小 于 2p 三 种 情形 分 别 进 行 讨论 . 
4 大 于 2p 时 , 原 方程 可 分 解 为 两 个 方程 


A BB 
*- p=0, Az — Fp 


1 = % 时 这 两 个 方程 都 成 立 . 令 z= 0 


=0, 


2 さ 
だ _ 4 + 


127 2p - A+ {9 = =0, ' 
由 大 于 2p,p 小 于 2 了 2， 知 该 方程 成 立 , 令 z= ぉ ぁ 得 
B* 8 5B B? 
A “要 FE 一 + 


t= 时 第 一 项 为 零 ,该 方程 成 立 ， 因而 g 大 于 2p 时 , 浙 近 直线 之 
外 还 有 两 条 渐 近 曲线 ,这 样 就 有 四 条 伸 向 无 穷 的 分 支 ， 
ミー オリ 时 ,方程 为 


4 小 于 4 召 时 , 根 为 虚数 ,没有 渐 近 线 ;42 大 于 48 时 ,有 两 条 相似 
的 渐 近 线 z= ご . 


4 小 于 2 情况 下 t= 时 ,中 间 项 为 零 ,得 渐 近 线 方程 2+ 如 


=0. 前 面 的 浙 近 线 的 形状 我 们 都 已 经 讨论 过 ,下 面 讨论 方程 为 
し 


2_ し 


だ 
的 渐 近 线 . 
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取 渐 近 直 线 w=c 为 轴 , 记 纵 标 z - ce 为 z, 则 前 面 的 浙 近 曲线 
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全 都 包含 在 方程 z2 = とる 中 为 小 于 nn -1 的 整数 .1 = “时 ,这 
些 曲线 的 趋向 无 穷 的 分 支 可 以 用 下 面 的 方法 来 求 .如 果 x=1, 即 


z?= 了 ,那么 由 1 不 能 为 负 , 知 
曲线 有 现 个 分 支 2 和 ,分 
别 位 于 区 域 P 和 民 中 (图 39). 
为 任何 冀 数 时 情况 都 是 这 
样 .如 果 x 为 偶数 ,例如 为 2， 


即 2 = 所 ,那么 首先 要 看 C 为 


正 还 是 为 负 , C 为 贷 , 则 方程 
没有 实 根 ,因而 曲线 没有 伸 疝 
无 穷 的 分 支 ; で 为 正 , 则 曲线 
有 了 条 趋向 无 穷 并 与 浙 近 线 
XY 相合 的 分 支 ( 图 和 ) ,这 四 
个 分 支 三 ,JE YY 分 别 
位 于 区 域 P,0,R,S 中 . 


・ 132 ・ 


- ジ 
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很 定 最 高 次 部 分 P 有 三 个 相等 的 因 式 , 且 方 程 已 经 化 成 以 ， 
4 为 坐标 ,使 得 w 为 P 的 这 三 重 因 式 ,我 们 有 
Pe a td pe 
0 A 2 B34 B43 + Br Smt + 
R= ta-2+ yt Ve YS yt pn 
号 = 全 十 人 
等 等 .由 此 从 0Q,R 的 不 同情 况 得 
Ea + =0. 
I .a3 + Br -2 + pe" -2 =0. 
0. or + 7 ?=0. 
N.oarm Sr y+ 3=0. 
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方程 工 林 化 为 eu? + 应 ?=0, 也 即 这 渐 近 线 是 三 阶 线 ; 取 横 标 : 
在 3Y 轴 上 , 取 4 为 原点 , 则 这 三 阶 线 的 形状 如 图 41 所 示 , 有 两 条 
伸 向 无 穷 的 分 支 碧 和 下 ,分 别 位 于 区 域 P 和 0. 

方程 下 可 化 为 me + Bw + X=0.t= mw ,从 该 方程 可 以 得 到 两 
个 z 信 ,一 个 有 限 , 一 个 无 穷 . 与 之 对 应 的 方程 可 分 解 为 应 +7y= 
0 和 和 ai"+ 上 应 =0. 后 一 个 是 抛物 线 方程 ,由 前 面 进行 过 的 讨论 知 ， 
曲线 有 两 条 伸 回 庞 穷 并 盘 近 抛物 线 的 分 支 .前 一 个 方程 给 出 zx - ce 
=0, 是 痢 近 直线 方程 .将 应 +7=& 上 -ae 以 外 的 xz 都 换 为 c, 即 可 确 
定 该 渐 近 线 的 性 质 , 换 过 之 后 得 

Pg + (a + pt y+) + ay B+ 
Ye*+dce+e) + =D, 
・ 133 ・ 


图 41 
由 此 , 照 前 面 讨论 的 得 到 或 Cu - D+F 或 (uw - の + 今 -0, 或 


…, 最 后 一 个 可 能 的 方程 为 (za - c) + = 因而 这 种 情况 下 曲 
线 有 两 条 浙 近 线 ,一 条 是 这 里 的 直线 ， 男 一 条 是 抛物 线 . 
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方程 下 ,ai + B+ =0,t= wm 时 ,如 果 丸 不 等 于 wm, 它 不 成 
立 .a 等 于 wm 时 ,与 aw 比较 ,Bui 略 去 ,得 三 阶 浙 近 线 方程 au* + Xt 
=0. 新 近 线 的 形状 如 图 42 所 示 , 有 两 个 伸 疝 无 穷 的 分 支配 和 
4F ,分 别 位 于 对 顶 区 域 P 和 5. 

方程 入 ,ew t+ Be + Yu t+ 6 =0, 给 出 一 条 或 三 条 相 平 行 的 激 
近 直 线 ,这 里 假定 它们 中 的 任何 两 个 都 不 相等 ， 为 讨论 这 渐 近 直线 
的 性 质 ,我们 先 假 定 wu = ec 是 方程 的 单 报 , 且 

a t+ Be +t yu+d=(Cu- cf tguth). 

将 因 式 ，- ec 以 外 的 & 搁 为 c ,得 


nyc + Me By 7 ちよ … こ 0. 
由 此 求 得 状 如 wc = 储 的 浙 近 线 ,其 中 x 小 于 nn 一 2. 
・ 134 ・ 


图 牧 
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如果 方 程 au? + Pu? + Yu + 全 =0 的 两 个 根 相 等 ,天 达 式 成 为 

(ルーc) 人 (万 +g)) 特 固 式 』ーc 以 外 的 &w 换 为 e, 得 

(kー e+ 
其 中 了 小 于 nm -2,p 小 于 9g, 这 种 情况 我 们 前 面 讨 论 过 ,只 剩 下 方 
程 sa+8+ 和 + 人 =0 的 三 个 根 都 相等 , 即 {a - e 刀 这 一 种 情形 
了 .此 时 我 们 得 到 方程 

(wc) +t Ptr St Re SP- ?+=0. 
户 不 被 uc 整除 时 , 摸 4 为 ec 得 


(u- e+ 全 =6」 
4 一 < 是 P 的 单 因 式 时 ,将 &-c 以 外 的 ww 換 妨 <, 得 
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(ue + 


其 中 9 小 于 一 2, 志 是 u = c 时 第 一 个 不 为 零 的 后 继 项 .P 被 
(uc 整除 ,0 不 会 因 式 wc 时 ,得 

(uo) + te + 今 =0. 
如 果 第 二 项 被 (wu ~- cj) 整除 , 则 应 依次 继续 向 后 , 直 鞋 通 到 不 被 
(ua -ce)3 整 除 的 项 .如 果 遇 到 的 这 一 项 被 z-c 整除 , 则 再 向 后 , 直 
至 吉 到 不 被 we 整除 的 项 .如 果 过 到 的 项 被 (x -ce)》 整 除 ,也 应 
继续 向 后 ,直至 过 到 不 被 u -c 整除 的 项 . 这样 我 们 必 能 得 到 一 个 
形状 为 

(ue + Aine , Blu-e) + で =0 

天 i 


的 方程 ,其 中 7 小 于 nn-2,g 小 于 r,p 小手 g. 
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该 方程 或 者 包含 三 个 状 如 』-c= 上 的 方程 ,或 者 包含 一 个 这 
样 的 方程 和 一 个 状 如 (w - c)? = < 的 方程 或 者 只 包含 一 个 状 如 


(w= ce = 目的 方程 .最 后 一 种 情况 发 生 在 3p 大 于 ,上 且 3g 大 于 2 
时 ,可 以 有 两 个 方程 是 虚 的 ,不 指示 渐 近 线 . 前 两 种 情况 下 渐 近 线 
的 形状 我 们 都 已 讨论 过 .第 三 种 情况 (z - ec) = ーッ 为 奇数 时 , 曲 


线 的 形状 如 图 36 所 示 , 有 伸 向 无 穷 的 两 个 分 支 EX 和 FY, 位 于 区 域 
P 和 3 内 jx 为 偶数 时 ,曲线 的 形状 如 图 37 所 示 , 有 伸 向 无 穷 的 两 
个 分 支 EX 和 TY, 位 于 亲近 直线 好 的 同 便 , 在 区 域 り 和 の 中 . 
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-最 高 次 部 分 的 四 个 或 更 多 个 实 线性 因 式 相等 时 , 浙 近 线 的 形 
状 应 如 何 进 行 考察 ,这 从 以 上 所 讲 易 于 看 出 .进一步 的 考察 我 们 不 
进行 ,作为 本 章 的 结束 ,我 们 举 一 个 例子 来 运用 本 章 所 得 结果 . 

加 | 
设 已 给 基线 的 方 稚 为 
yx (yx) 一 ay( +x)+1=0, 
最 高 次 部 分 yx*(y 一 x) 有 单 因 式 y - x, 两 个 相等 因 式 x? 和 三 个 
相等 因 式 ?”. 
我 们 先 考虑 单 因 式 y - ,此 时 前 y = x*, 得 了- 二 -二 =0， 
*= 妈 有 时 得 y - x =0. 这 是 图 4 上 渐 近 直线 BAC 的 方程 . BaC 与 
XY 轴 在 原点 处 相交 成 半 直 和 角 . 做 变换 y = 5 = 记 “, 使 源 近 
线 B4C 为 轴 ,方程 变 为 
(gz 十 2ー ww (だ ピー e+ we) +i=0, 
衆 4, 得 
DP + 1 21 21+ 4 us 
2 + 2u4 
+4 +2ut 
= 名 时 从 该 方程 求 得 x =0, 这 样 Pg 和 -284 以 外 的 项 都 上 略 去 ， 
得 渐 近 渴 线 a= 之. 即 单 因 式 使 所 给 曲线 有 伸 向 无 穷 的 分 支 8 和 
eC. 
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现在 考虑 两 个 相等 因 式 入 ,我 们 有 
_xr(yY +x)}-l 
”yz) 
取 垂直 于 原 轴 XY 的 直线 AD 作 轴 ,为 此 做 变换 y = ix = 得 方 
程 - 
0= Hw fw 
i -to 
+[, 


= 吕 时 该 方程 蛮 为 凡 姑 -9z+T=0. 由 此 得 两 个 方程 
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1 I 
t= 
すま 2 


这 样 两 个 相等 因 式 xx 给 出 四 条 伸 向 无 穷 的 分 支 ,两 条 , dD 和 eE， 
来 自 方程 x= -， ,另外 两 条 ,6D 和 sE, 来 自 方程 u= 方 . 
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最 后 考 虚 三 个 相等 因 式 7, 取 了 为 轴 , 为 此 邻 w=t,y=w， 
方程 变 为 
= + ut gg ta +i, 
t= 时 给 出 六 时 =0, 也 即 (+1)=0.w+1=0 没 有 实 
根 , 因 而 上 =0 是 唯 - 的 渐 近 直线 , 它 与 轴 好 相合 .这 条 渐 近 线 的 


性 质 由 方程 Bw = 1 或 = = -与 表示 .结论 是 三 重 因 式 给 出 两 条 伸 向 


无 穷 的 分 支 YY 和 下. 本 例 中 曲线 共有 八条 伸 向 无 穷 的 分 支 . 至 于 
这 八条 分 支 在 有 界 范围 中 彼此 相对 位 置 的 情况 ,这 里 不 进行 讨论 . 
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从 本 章 和 前 一 章 我 们 清楚 地 看 到 了 伸 向 无 穷 的 分 支 的 多 样 
性 . 背 先 ,曲线 伸 向 无 穷 的 分 支 , 必 和 定 或 者 像 双 巾 线 那样 逼近 于 一 
条 作为 渐 近 线 的 直线 ,或 者 像 抛物 线 那 样 ,没有 渐 近 直线 .前 一 种 
情况 下 ,曲线 的 分 支 叫 双 曲 分支, 后 一 种 情况 下 ,曲线 的 分 支 册 抛 
物 分 支 ,这 每 一 种 分 支 的 形状 都 有 无 穷 多 种 . 双 曲 分 支 的 性 质 由 
tg 间 的 下 列 方程 表示 ,其 中 守 趋 向 无 穷 ， 
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等 等 .抛物 分 支 的 性 质 由 下 列 方程 表示 ， 

ue= = ポニ A w=, 

w= A= A = A = A 

uA A us A, = A 
等 等 .t 和 uv 的 指数 不 都 为 偶数 时 ,这 些 方程 中 的 每 一 个 都 至 少 给 
出 两 条 趋向 无 穷 的 分 支 . 两 个 指数 都 为 偶数 时 ,看 方程 有 无 实 根 ， 
无 实 根 时 没有 趋向 无 穷 的 分 支 ,有 实 根 时 有 四 条 趋向 无 穷 的 分 支 ， 
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第 九 章 


PE tt tt er RPI 

が OR i i 0 elt 6 a 0 
VO de 
i 出 pa ed OD 
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伸 向 无 穷 的 分 支 ,其 性 质 和 条 数 ,是 曲线 间 的 根本 区 别 ,可 作 
为 各 阶 线 分 类 的 依据 .对 二 阶 线 , 以 此 和 以 二 阶 线 本 身 性 质 为 依据 
所 得 类 相同 . 

设 二 阶 线 的 通用 方程 为 

oy + et yr +8y ter+ t=0, 

. 先 考 虚 最 高 次 部 分 ay? + Byx + 7Yx?* 有 无 实 线性 因 式 .无 , 则 二 有 阶 线 
归 为 第 一 类 , 称 为 椭圆 ;有 , 则 要 进一步 看 这 因 式 是 否 相 重 , 重 , 则 
二 阶 线 为 抛物 线 ,不 重 , 则 为 双 曲 线 . 
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最 高 次 部 分 的 两 个 因 式 为 实 , 自 不 相 重 时 ,二 阶 线 有 两 条 渐 近 
线 . 为 分 析 其 性 质 , 令 
ay + Px + ye = (ay - bx) (oy - dr), 
" 141 ・ 


得 
(ay— br){ey— dr) + y+er+ t=0. 


先 看 因 式 gy - 好 ,在 无 穷 远 处 它 给 出 二 = 也. 那 时 我 们 有 


Q ヤ 一 bw + 人士 人 er 0, 


从 而 方程 
Gy ~ et- 0 
确定 一 一 条 渐 近 直线 的 位 置 .类 似 地 ,方程 


cy de + EE 0 
给 出 另 一 条 渐 近 线 ， 
$ 221 
为 研究 每 条 渐 近 线 的 性 质 , 作 变 换 
y= au + bt = a bu 
a 
人 人 a= 
ullac+ hdlu+tb- 0s atu rea 
=0。 
从 而 
g(bce-ad)tu+ glac+ bd)u +(6b +ea)t + lda rt eh) 
+ t= 人 0. 
换 第 一 项 以 外 的 x 为 
_ 0 あす sg 
“glbe- gg)” 
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(ac + ba (db + gg )^ 


[glbe—ad)u+d8h+eali+ (cad) 
(Sa —eb)(Ob + ea) + tg =0 


gfac - gg) 
b+ ecJ( Ob 
gbe— ad)u+ b+ ent Lee tea 1 et + 六 -0. 
这 样 得 方程 形状 如 u = 和 4 的 双 曲 渐 近 线 .类 仆 地 ,从 因 式 cy - d& 
得 到 另 一 条 渐 近 线 . 从 而 ,最 高 次 部 分 的 因 式 为 实 且 相 蜡 时 ,二 阶 


线 有 两 对 伸 向 无 穷 的 分 支 , 每 对 都 由 一 个 状 如 u = 全 的 方程 表示 ， 
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现在 设 两 因 式 相 重 , 即 
ay + ley + Yr t= (Cay — bx); 
作 变 换 


au + bt at — bu 
Y= 二 , 


§ 有 
得 


ーー + 0. 


gk + 
! 无 穷 时 ,得 
tt- 


该 方程 状 如 如 _ a 表示 两 条 抛物 分 支 , 即 曲线 本 身 和 它 的 渐 近 
线 都 是 抛物 线 . 如果 品 + ea =0, 则 方程 成 为 
Pa Su + と =0, 


这 是 两 条 相 平 行 的 直线 的 方程 ,是 整个 二 阶 方程 可 分 解 为 两 个 线 
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性 因 式 的 情 形 . 
这 样 , 我 们 的 方法 对 于 不 曾 讨论 过 的 二 阶 线 也 可 以 确定 其 类 
别 . 
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下 面 用 该 方法 考察 三 阶 线 .三 阶 线 的 通用 方程 为 

ay + A xt Ye +t Or Te アト br + p+ +x +r=0, 
最 高 次 部 分 为 of + Bx + Px? + Bx, 以 数 为 奇数 ,因而 它 或 者 有 
一 个 实 因 式 , 或 者 三 个 因 式 全 是 实 的 .可 能 的 情况 是 

1 
只 有 一 个 实 线性 因 式 ， 
I 
三 个 困 式 全 是 实 的 ,及 不 重 . 
下 , 
二 重 因 式 ， 
NV 
三 重 因 式 . 

由 于 不 管 有 无 重 因 式 , 我 们 都 只 需 对 一 个 因 式 ay - x 进行 
计算 ,因而 我 们 可 以 照 做 过 的 那样 ,改变 坐标 轴 的 位 置 ,使 通用 方 
程 变 为 

at ut+ fu ty + rout bul+ + + =0, 


其 最 高 次 部 分 cg + Pw? + yu? 有 因 式 g. 
情况 I 


* 14 中 ・ 
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最 高 次 部 分 只 有 一 个 实 线性 因 式 ,这 是 在 が 小 于 4ay 时 ， 
ょ = 如 我 们 有 au +=0, 这 是 渐 近 直线 方程 .从 该 方程 得 ょ =c, 我 
们 有 ーー 
ati(u ~ c+ fe +ec ty)+ Ye + te +e+e=0, 
该 方程 表示 的 是 渐 近 线 , 从 而 由 族 *+ ec + 7 是否 为 零 得 到 状 如 
we 人 uce= 全 


的 两 类 渐 近 线 , 也 即 情 况 了 之 下 ,三 阶 线 有 两 类 . 


1 


第 一 类 ,有 单一 的 渐 近 线 


= 
人 
2 
第 二 类 ,有 单一 的 渐 近 线 
| 
“一 
情况 
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三 个 因 式 全 是 实 的 , 且 不 重 ,这 是 在 方程 
a t+ flu + Yu + O° + etu + tu t+ +e = 
中 的 户 大 于 4gy 的 时 候 . 这 种 情况 下 ,每 一 个 因 式 都 给 出 前 节 的 
・ 145 ・ 


结果 ,也 即 都 给 出 状 如 u = 人 或 w= 仿 的 两 个 双 临 分支 .因而 这 种 


情况 下 共 给 出 四 类 形状 不 同 的 三 阶 线 ,每 一 类 有 彼此 柜 和 角 尾 意 的 
三 条 渐 近 直线 ,这 四 类 是 
ー 3 


第 三 类 ,有 三 条 状 如 u =< 的 渐 近 线 . 


4 


第 四 类 ,有 两 条 状 如 w= 4 和 一 条 状 如 w= 分 的 源 近 线 . 


第 五 类 ,有 一 条 状 如 w= 和 丽 杀 状 如 4= 扫 的 渐 近 线 (参见 
§ 227). 
第 六 类 ,有 三 条 状 如 w= 号 的 渐 近 线 
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我 们 来 考虑 这 每 种 类 型 是 否 都 实际 可 能 ,为 此 取 最 高 次 部 分 
有 三 个 因 式 的 通用 方程 
ylay— Br)(Yr- Sr) tery + ty + m+ + =0, 
方程 中 虽 无 * 项 ,但 并 不 影响 其 一 般 性 .由 进行 过 的 讨论 知 , 因 式 
y 给 出 状 如 w= 《的 渐 近 线 ,只 要 ヵ 不 等 于 零 ,我 们 来 考虑 因 式 ay 


-应 给 出 的 渐 近 线 , 为 此 令 y= av + 应,x=at -Bu. 为 简单 起 见 ， 
令 cf“ 十 a 三 1, 这 总 是 允许 的 这样 ,方程 变 为 
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By - o9) だ は + [2a8y - (Ca? — PB lm +alay + Bu + 
+ Plae + EP + [2a8y + (Cat — elm +aloalt -FE)u + 


+ (an+ BB)! + (od — Bn)ut+ 
+ モリ . 
因 式 ay - 族 成 为 uw.t 无 穷 , 得 
ge 的 
は で 人 一 二 € 


将 含 上 第 二 项 中 的 a 换 成 这 个 值 ， 我 们 看 到 ， 只 要 


eg が キ あ の (ae + EE + OL) 
g (a8 + yy 


不 成 立 ,从 因 式 二 或 oy - 应 就 得 到 状 如 xz = 半生 
只 要 ] 


+ (ee+ 成 )(7 を す @) _0 
(68+ 履 2 


不成立 , 因 式 7y - Bx 就 给 出 状 如 z = 二 的 渐 近 线 . 
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由 此 我 们 清楚 地 看 到 ,? 和 刚才 的 这 个 表达 式 是 可 以 同时 不 
为 零 的 , 即 第 三 类 是 可 以 确实 存在 的 , 至 于 第 四 类 , 先 令 ヵ =0, 我 


们 就 得 到 一 条 状 如 5 = 分 的 源 近 线 .另外 两 个 表达 式 相同 ,因而 只 


要 


(oe + RIN +HL) 
+ (a8 ~ か =0 


不 成 立 , 剩 下 的 两 条 渐 近 线 , 其 形状 就 都 为 zx = 二. 我们 得 到 结论 ， 
第 四 类 是 可 能 的 ,但 是 ,如 果 7 了 =0, 那 么 ,另外 两 个 表达 式 中 内 要 


有 一 个 为 零 , 则 另 一 个 必 为 零 , 因 此 状 如 = 妇 的 浙 近 线 ,有 第 二 
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条 , 则 必 有 第 三 条 , 即 第 五 类 不 可 能 .7 =0 时 ,得 
jy ~ (oe + BK) (2e + 总) 
ーー し. 
所 以 第 六 类 是 可 能 的 ,从 这 两 种 情况 我 们 得 到 五 类 三 阶 线 ,前 面 列 
的 第 五 类 应 该 去 掉 ， 


5 
第 五 类 ,有 三 条 状 如 uv = 分 的 斯 近 线 ， 
情况 卫 
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最 高 次 部 分 有 二 重 因 式 w*, 即 情况 了 方程 中 zu 为 零 得 情 
況 町, 情況 町 的 通用 方 程 妨 
a — Be + yt Ow teu + ttt mt+d=D, 


最高 次 部 分 含 二 重 因 式 w? 和 单 因 式 (ar - Bw). 单 因 式 产生 状 如 4 
= 和 或 w= 委 的 斯 近 线 ,取决 于 


Cad +28y)(a’e + aB + PY) -alant Rt) 
不 为 零 的 成 立 与 否 . 
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至 于 二 重 因 式 ,Y 不 为 零 成 第 一 种 情 视 .此 时 1= m 得 au? + 
N=0, 这 是 状 如 uw: = 者 的 撒 物 线 方 程 .由 此 得 两 类 新 的 三 阶 线 . 
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6 
第 六 类 ,有 状 如 = 本 各 = 本 的 渐 近 线 各 一 条 . 


了 


第 七 类 ,有 -一 条 状 如 g = 分 的 浙 近 线 和 一 条 状 如 42 = 本 的 渐 
近 抛 物 线 . 
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现在 假定 7=0. 第 三 个 因 式 az - a 给 出 状 如 w= 妃 的 渐 近 
线 , 条 件 是 
Siac + B=atayt+ EE). 
这 个 等 式 不 成 立时 , 渐 近 线 的 形状 是 上 = 全 ,因而 我 们 有 方程 
+ a — pe 
+ Br + er _ 
+ が + Re | 
+8 
今 ょ t= の @, 得 au?+ o+ を =0. 
如 果 部 <4at, 则 给 不 出 在 何 新 近 线 ,从 本 情 沉 我 们 得 到 下 而 
两 类 . 


名 
第 人 类 ,有 一 条 状 如 = 二 的 渐 近 线 ， 
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9 


第 九 类 ,有 一 条 状 如 w= 分 的 源 近 线 . 
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如 果 方 程 au? + Gu + 『=0 的 两 个 根 都 为 实数 , 且 相 异 , 即 が 
> 4at ,那么 ,我 们 有 两 条 相 平行 的 渐 近 直线 ,形状 都 为 = 么 , 因 
而 这 种 情况 也 给 出 两 类 线 : 
10 
第 十 类 ,有 一 条 状 如 u= 村 的 渐 近 直 线 和 两 条 形状 也 为 x = 
和 的 和 平行 的 渐 近 线 ， 


11 


第 十 一 类 ,有 一 条 状 如 w= 与 的 斯 近 线 和 两 条 相 平 行 的 状 如 
w= 全 的 产 近 线 ， 
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设 方程 au*+ Su +&=0 的 两 个 根 相等 , 即 8*=4a& 或 aw? + 8 
+ E=atu—c}, 则 
at(u— ce) = et ec — 加 一作， 


由 此 得 到 状 如 w? = 二 的 渐 近 线 .从 这 种 情况 我 们 得 到 两 类 线 
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12 
第 十 二 类 ,有 状 如 x= 入 和 岂 = 全 的 渐 近 线 各 一 条 . 
13 
第 十 三 类 ,有 状 如 u = 信和 w?= 全 的 斯 近 线 各 一 条 . 
情况 下 
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最 高 次 部 分 的 三 个 因 式 全 相等 时 ,方程 的 形状 为 
ou + B+ Yu +du +et+ キリ ニ 0. 
先 考虑 项 Ba? 的 有 无 . 有 , 即 Be? 不 为 零 , 则 曲线 有 一 条 状 如 記 = 
4 的 浙 近 抛物 线 ,我 们 得 到 


14 


第 十 四 类 ,只 有 一 条 状 如 六 = 站- 的 浙 近 抛物 线 . 
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没有 项 应 2?, 即 以 2 = 上, 划 
au + Yu t+ du tet+ tut+7n=0. 
如 果 这 里 的 y 和 都 不 为 零 , 那 么 , 令 1 = mw 得 or + Ytw + et = 人 0. 
设 7 不 等 于 零 , 则 该 方程 包含 两 个 方程 :ax + Yt =0 和 Yu+& =0, 
前 一 个 表示 状 如 w= 的 浙 近 抛物 线 . 秆 一” = ¢, 后 一 个 给 出 
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76(pーc)+ er"+ e+ e+ カニ 0. 
这 是 状 如 w= 4 的 渐 近 双 曲 线 方程. 由 此 得 


15 


第 十 五 类 ,有 状 如 = 和 的 新 近 措 物 线 和 状 如 二 = 生 的 渐 近 
直线 各 一 条 ,县 邹 物 线 的 轴 平 行 于 渐 近 直线 ， 
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” = 0, 则 方程 成 为 
au +du + et + Cu + y=0. 
这 里 s 不 能 为 零 , 和 否则 所 给 线 将 不 是 曲线 .+ 为 无 穷 , 则 x 必 无 穷 , 
由 此 得 o + ef =0, 这 纵 出 


16 
第 十 六 类 ,有 一 条 状 如 w= i 的 浇 近 抛物 线 . 
S 236 
牛顿 分 三 阶 线 为 ?2 种 ,我 们 的 分 法 分 72 种 为 16 类 ,两 种 分 
法 的 差别 在 于 ,我 们 只 考虑 趋向 无 窃 的 分 支 的 性 质 ,而 牛 辆 同时 考 
碟 曲 线 在 有 限 区 域 中 的 性 质 . 牛顿 分 成 的 种 数 比 我 们 分 成 的 类 多 
得 多 ,我 们 的 分 法 能 也 只 能 对 牛顿 分 了 类 的 曲线 进行 分 类 . 
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为 了 更 好 地 了 解 各 类 曲线 的 形态 和 性 质 ,下 面 我 们 列 出 各 类 
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的 最 简 通 用 方程 ,和 各 类 所 包 售 的 牛顿 的 种 次 . 
第 一 类 
yx 2m tn) ta +bet+crt+ d=0, 
其 中 mm2 < 1 
包含 牛顿 的 第 33,34,35,36,37,38 种 . 
第 二 类 
人 一 2may エロ タフ + 9" 上 サエ g=0。 
其 中 が 1 で ne 
包含 牛顿 的 第 39,40,41,42.43,44,45 种. 
第 三 类 
バァ テー mx -ay)+ar +t ht+ey+d=0, 
其 中 50， mb + et 1 0: nh + et teji20, mn. 
包 会 牛顿 的 第 1,2,3,4,5,6,7,8,9 种 ,a =0 时 还 包含 第 24, 
25,26,27 种 . 
第 四 类 
mt to td 


其 中 “+ #0 sm 


包含 牛顿 的 第 10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,30,21 种 ， 
a =0 时 还 包含 第 28.29,30,31 种 . 


第 五 类 
y(x~ mr) ny) + oT + d=0, 
基 中 mn. 
包含 牛顿 的 第 22,23, 和 32 重 , 
第 六 类 


Yr-nm)+tar + be toy+d=0, 
其 中 ez0,2m3a2 mbes0. 
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包含 牛顿 的 第 46, 衝 ,48.49.50,51,52 种 . 
第 七 类 
yx-m)+tartitm2m a -by+d=0, 
包含 牛顿 的 第 53,54,55,56 种 . 
第 八 类 
yx my)+bx+t+ort+d=0, 
其 中 cz 一 mb, b 0. 
包 会 牛顿 的 第 61 和 62 种 . 
第 九 类 
yr my + ts miy+t+d=0, 
基 中 5 0. | 
包含 牛顿 的 第 63 种 . 
第 十 类 
アテ ルー my)- bz+ey+ d=0, 
其 中 cz mb bz0. 
包 售 牛顿 的 第 57,58,59 种 、 


第 十 一 类 
rls—my)— r+ my t+ d=0, 
其 中 5z0. 
包含 牛顿 的 第 60 种 ， 
第 十 二 类 
yls-myl+ey+d=0D, 
其 中 と =0. 
包含 牛顿 的 第 64 种 . 
第 十 三 类 
y2(xr -my)+ 过 =0， 
包含 牛顿 的 第 65 种 . 
第 十 四 类 
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y+ar + py+ o+9=0, 


其 中 ぉ =0. 
包含 牛顿 的 第 67,68,69,70,71 种 . 
第 十 五 类 
y+ bry + cy+ d=0, 
其 中 ゅ 0. 
包 会 牛顿 的 第 6 种 . 
第 十 六 类 
y+ ay + =0, 
其 中 ゅ テ 0. 
包含 牛顿 的 第 72 种 . 
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如 果 考 虑 曲线 在 有 界 区 域 中 的 形状 ,我 们 的 16 类 里 的 多 数 都 
再 分 为 几 种 ,牛顿 的 72 种 就 是 这 人 么 产生 的 .对 四 上 阶 和 更 高 和 阶 线 ,我 
们 的 每 类 所 含 牛顿 的 种 数 更 多 . 
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第 十 章 


小 
hi 2 i 网 2 0 px tt 人 1) | di 『 | py ts HH i i A 
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a UE | 
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类 似 于 二 阶 线 ,三 阶 , 四 阶 和 更 高 阶 线 , 其 基本 性 质 也 都 可 以 
从 通用 方程 推出 .我 们 考虑 三 阶 线 的 最 通用 方程 

ay + r+ to te t tr+ m+ +w+r=0. 
该 方程 表示 以 x,y 为 坐标 , 轴 及 纵 标 倾 角 都 任意 的 一 切 三 阶 线 ， 
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只 要 gz0, 毎 一 横森 x 就 都 对 应 一 个 或 三 个 实 纵 标 .假定 是 
三 个 , 则 这 三 织 标 间 关 系 ,显然 可 从 方程 得 到 . 令 a = 1, 方 程 成 为 

Ey + Yr? — tx + Oy+ or + 7 すみ キル を ニ 0, 
由 此 得 ,对 应 于 同一 个 横 标 x 的 三 个 纵 标 ,和 等 于 - 应 - s ,两 两 
乘积 之 和 = yx: + 终 +O, 三 个 的 相 乘 积 = - 8x3 - デー ター を 、 半 
使 有 商 个 织 标 为 虚数 ,这 种 关系 也 依然 成 立 . 但 从 复数 的 和 、 复 数 
径 邊 的 和 都 得 不 到 有 助 子 了解 曲 銭 形状 前 赤西 . 
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设 给 定 的 三 阶 线 是 关于 轴 4Z 的 ,如 图 44 所 示 , LMN, Iman 是 


图 科 
恢 给 定 角 画 出 的 纵 标 线 ,与 给 定 三 阶 强 的 交点 都 是 三 个 . 记 横 标 
AP =x, 则 对 应 于 它 的 猴 标 有 三 个 值 , PL, PM,- PNW. 有 HH PI + PM 


则 の 为 中 点 , 即 7 の = MO + NO. 由 于 z= -应 + ,点 0 在 直线 
0Z 上 ,02 与 任 一 条 平行 于 LMN 的 纵 标 线 jma 的 交点 0 都 满足 加 


+ mo 二 no. 

这 类 似 于 二 阶 线 直径 的 性 质 , 如果 の ,。 分 别 位 于 两 条 相 平 行 
且 都 与 曲线 有 三 个 交点 ,又 0 ,0 都 使 得 一 面 的 两 个 纵 标 之 和 等 于 
娘 一 面 的 第 三 个 纵 标 , 则 过 の,o 的 直线 以 同样 的 方式 分 每 一 条 平 
行 于 这 两 条 纵 标 线 的 纵 标 线 . 因 面 过 D,o 的 直线 是 三 阶 线 的 一 条 


直径 . 
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二 阶 线 的 直径 相交 于 一 点 ,我们 来 看 三 阶 线 直径 间 的 关系 . 考 
庶 对 于 同一 根 轴 4P 倾角 不 同 的 另 一 种 纵 标 线 , 记 横 标 为 二 , 纵 标 
为 ,我 们 有 y= nw,x=t 一 ma, 代 这 两 个 值 人 通用 方程 
ーー キテ yr? + Bt + Ey? + x+ tty+a+t+r=0, 
得 到 方程 
十 了 要 十 启 nu + B+ en w+ tnt + + nit ete 
-Bo ー 2 ym t — 3 mr? ー rn 2m -im _o 
+ ym mr + 38m ut + mn | 
ー Omi we? 
从 该 方程 我 们 看 到 , 横 标 为 :时 , 记 新 直径 上 点 的 坐标 为 v, 则 
-A +2ymm = 3m t ~ en. + So — pm 


1 nn + ymin — bm’ 
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设 图 45 上 点 0 为 这 两 2 
个 直径 的 交点 ,从 点 口 向 轴 
4Z 引 平 行 于 原 纵 标 和 新 纵 
标的 直线 OP 和 00, 则 4P 
=x:PO=7,A0=1t,00= 
#. 此 时 我 们 有 

三 T= HM, ~ 
因而 ] 半 45 

ャ ーー を ニタ オイ, 


这 样 ,首先 我 们 有 3z= - 应-e, 进 而 有 
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3p= -应 _ < Bx _ em 


-二 ,上 = 区 一 . 
#1 nn 3n 3n 
民 这 两 个 值 入 前 面 的 方程 ,得 
Bn + mn - Bm’a + Bt 
bem 


Fa 


+ 2 ~ Bm ~ Bem ,en r=0, 


ー gn + Emn - Yem’ + 


2 2 
ー 2 + PE 4 Em pm 


3 3 
+30mx - ms em + mn” 
也 部 
me -二 Br2x — 2yme +38m2x 
=0. 
2 1 2 2 
+ emn— 3 Yem” — Cmn + An 
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可 见 直 径 的 交点 0 依赖 于 纵 标 对 轴 的 倾角 .这 倾角 决定 于 重 
m 和 .因此 ,如 果 称 直 径 的 交点 为 中 心 , 则 三 阶 线 不 一 定 有 中 心 ， 
但 可 以 找到 有 中 心 的 三 阶 线 .分 别 令 方程 中 售 mn 和倉 mm 的 项 
的 和 为 零 ,使 得 到 的 两 个 x 值 相 等 ,得 
3 と ー2 ガ eg 37- 
^ 2 刻 -6y Br-98 
要 使 这 一 等 式 成 立 , 则 要 求 
Fn- 2 Ye —- 18Yy +6Y’E = 
38 — 2 ye —278¢ + 18Le 
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氷 と - 2 だ カー と + す 67 ヵ + 6 -272e =0, 
由 此 得 


_ HE- 96 + 6 -27’e 
リー 2 有 2 -67 
当 ? 取 这 个 值 时 ,所 有 的 直径 就 相交 于 同一 点 .也 即 这 样 的 
三 阶 线 有 中 心 ,其 坐标 为 
3 -28E po= 二 E+2% 
2 が -57 28 -67 
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第 一 项 系数 a 不 为 了 时 ,如 果 有 中 心 ,我 们 来 求 这 中 心 的 坐 
标 ,此 时 三 界线 的 最 通用 方程 为 
ay + ティ Pr + Be + ey + Fry + が ディ + の キル み ェ ル ニ 0, 
当 
_ の て ー9a6 と 了 ナ 6 - 2 ア ^e 
リー 28 -6ay 
时 曲线 有 中 心 , 记 为 0,0 的 坐标 为 
3ot -28E 27 を 大 
AP= 2 6ay ， PO= > Gay 
因而 ,一 条 与 曲线 有 三 个 交点 的 织 标 线 ,如 果 它 被 分 点 分 成 这 样 两 
部 分 ,一 部 分 的 两 个 纵 标 值 之 和 等 于 另 一 部 分 第 三 个 纵 标 值 ,那么 
通过 分 点 与 中 心 的 直线 ,将 以 同样 的 方式 分 所 有 平行 于 这 条 铁 标 
线 的 纵 标 线 . 
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把 上 画 所 讲 用 到 我 们 列 出 的 各 类 方程 上 去 ,那么 ,显然 < =0 
+ 160 * 


时 ,第 一 到 五 类 有 中 心 ,中 心 在 横 标 原点 .第 六 ,七 类 没有 中 心 , 因 
为 系数 a 不 能 为 零 .第 八 到 十 三 类 有 中 心 ,都 在 模 标 原点 ,最 后 三 
类 的 中 心 在 无 穷 远 处 .因而 它们 的 直径 都 相 平 行 . 
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对 三 个 纵 标 值 ,前 而 讨论 了 它们 的 和 ,现在 来 看 看 它们 的 积 ， 

至 于 两 两 之 积 的 和 , 设 有 发 更 它 有 什么 值得 注意 处 .从 8 239 的 適 
用 方程 得 

PM PL* PN= -Bx — pix- xk. 
为 了 从 该 表达 式 得 到 结果 ,我 们 注意 ,y=0 时 有 Bx?+ 7r2z+ 尼 +K 
=0. 该 方程 的 根 给 出 轴 42 与 曲线 的 交点 , 记 这 交点 为 B,C,D， 
列 

Be + mm tantr= ls AB)(x- AC) (x -4D)， 
从 而 

PL* PMH: PN=68: PB: PC: PD, 
如 车 另 取 一 条 与 第 一 条 平行 的 纵 标 线 imn , 则 

PL PM PN: PB PC: PD = pl pn pr : pB* pC ph. 
这 完全 类 似 于 二 阶 线 积 的 性 质 , 四 阶 、 五 阶 和 更 高 阶 线 也 都 具有 类 
似 的 性 质 . 
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假定 三 阶 线 有 三 条 渐 近 直线 Ff, GDg ,HCh ,如 图 456. 三 阶 线 
方程 可 以 分 解 为 状 如 py + qx + r 的 三 个 线性 因 式 的 时 候 ,三 和 阶 线 
成 为 这 三 条 渐 近 线 ,成 为 复合 线 ,可 以 由 一 个 特殊 方程 给 出 . 该 特 
殊 方 程 与 三 阶 线 方程 最 高 次 项 相间 , 继 击 由 于 渐 近 线 的 位 置 由 方 
程 的 第 二 项 决定 ,所 以 浙 近 线 方 程 与 三 阶 线 方程 第 二 项 也 相同 . 基 
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图 4 
此 ,如 果 三 阶 线 关 于 轴 4P , 横 标 4P = *, 纵 标 PM = y 间 方 程 形状 
为 


il te + (yr tbr + y+ + mp ++r=0, 
则 浙 近 线 关于 同一 概 轴 AP, 横 标 4P = *, 纵 标 PG = z 间 的 方程 形 
状 为 . 
+ (e+e + (ye + + BZ+ tm + C+ の =0, 
系数 B,C,D 要 使 得 该 方程 可 分 解 成 三 个 线性 因 式 ， 
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如 果 画 一 条 级 标 线 PN, 交 曲 组 于 工 , M,N, 交 浙 近 线 于 FC, 
五, 那么 ,由 曲线 方程 得 
PL+PM+PN= -应 -es， 
由 渐 近 线 方程 得 
- 162 ・ 


PF+PG+ PH= 一 此 一 
由 这 两 个 等 式 得 

PL+ PM+ PN= PF+ Pe+ PH, 
或 

FL- GM+ HN=0. 
如 果 画 另外 一 条 维 标 线 九 , 那 么 同样 会 得 到 

hh-em+t+m=0. 
也 即 , 如 果 一 条 直线 与 曲线 与 新 近 线 的 交点 都 是 三 个 ,那么 这 根 直 
线 上 从 渐 近 线 上 洋 点 走向 曲线 上 交点 ， 方向 相同 的 两 段 之 和 等 于 
方向 不 同 的 另 一 段 . 
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从 而 , 产 近 线 和 收 敏 于 崭 近 线 的 分 支 都 是 三 条 ,这 样 的 三 阶 线 
不 能 位 于 渐 近 线 的 同人 出, 如 果 两 部 分 位 于 渐 近 线 的 一 侧 , 则 第 三 部 
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分 必定 位 于 另 一 侧 . 因而 不 会 有 图 47 上 这 样 的 三 阶 线 . 因为 分 别 
交 渐 近 线 和 曲线 于 f,g,h 和 1, m,n 的 直线 上 ,位 于 渐 近 线 同 侧 的 
万 ,gm, 入 三 眉 之 和 不 可 能 为 零 .位 于 一 向 的 符号 为 正 ,位 于 另 一 
合 的 符号 为 负 , 位 于 间 侧 的 符号 相同 ,其 和 不 能 为 零 . 
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由 以 上 所 讲 我 们 清楚 地 看 出 ,为 什么 三 阶 线 不 能 同时 有 两 条 
状 如 w= 入 和 一 条 状 如 = “的 源 近 直线 .这 是 因为 状 如 u= 
和 和 w= 的 双 曲 分 支 , 其 台 近 于 自己 产 近 线 的 速度 之 比 是 无 穷 . 事 
实 上 ,假定 图 46 上 直线 f 是 在 无 穷 远 处 , 线 眉 所 ,gm, が 都 成 了 
无 穷 小 .又 假定 分 支 mw, my 的 形状 为 = 急 , 分 支 な 前 形状 w= 
全 ,那么 线段 所 ,gm 与 及 相 比 为 无 穷 小 ,因而 gm = 所 + 也 不 可 
能 成 立 . 
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这 样 一 来 , 渐 近 线 的 条 数 等 于 阶 数 的 高 阶 线 ,不 可 能 只 有 一 条 
状 如 w= 全 的 渐 近 线 ,而 其 余 的 渐 近 线 都 是 + 的 次 数 更 高 的 ,诸如 
a 人 g = 全,… 的 . 有 一 条 状 如 a = < 的 , 则 必 有 有 另 一 条 形状 和 


它 类 似 的 . 同 理 , 如 果 没 有 状 如 u = 的 渐 近 线 , 郑 也 就 不 能 只 有 


一 条 状 如 x= 与 的 ,要 有 , 则 至 少 是 两 条 . 这 是 因为 对 自己 渐 近 线 
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的 逼近 速度 , 状 如 w= 往 ,u= 如,… 的 双 晤 分 支 , 远 远 地 快 于 状 如 


= 条 的 双 曲 分 支 .这 样 在 计算 高 阶 线 所 含 类 别 时 ,就 可 以 容易 地 
去 掉 一 些 不 可 能 的 情形 ,从 而 少 做 大 量 的 计算 . 
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假定 三 扒 线 与 某 直 线 只 有 两 个 交点 ,而 与 所 有 平行 于 这 第 一 
条 直线 的 直线 ,都 或 者 只 有 两 个 交点 ,或 者 没有 交点 . 任 取 一 根 轴 ， 
取 纵 标 y 平行 于 第 一 条 直线 , 则 该 三 阶 线 的 方程 ,其 形状 为 
2 (Pr +t tm tit 
ず 十 应 + 十 fe +Ee = 必 . 


NM め ル 


き 


A 


图 4 
记 横 标 4P 为 x, 则 有 两 个 纵 标 y, PM 与 ~- PN, 见 图 48. 由 方 程 的 
性 质 我 们 有 
PWM- PN= tb 
记 等 分 荡 MN 的 点 为 0, 则 
17yx+ix+0 
PO= 2 Rte 『 
从 而 , 令 PO = ;zx, 则 
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应 +E) = + Ex + 0) 
由 此 得 知 ,等 分 平行 于 MN 的 张 的 点 D0, 全 都 在 双 曲 线 上 ,这 里 要 
求 2+ x+8 不 被 上 + 整除 ,否则 0 在 直线 上 . 


$ 254 


x+ 人 + 被 应 +es 整 除 时 ,曲线 有 直径 ,也 即 有 直线 等 分 
所 有 平行 于 MN 的 纺 ., 这 是 全 体 一 阶 线 所 具有 的 性 质 . yx? + bx + 


9 被 Be + 8 整除 时 ,将 x = 好 代入, 它 应 为 夫 因而 ,如 果 ye? - 
府 t + 忆 8 =0, 则 三 阶 线 有 直径 . 
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根据 上 面 所 讲 ,我 们 可 以 用 最 一 般 化 的 方法 , 定 出 三 阶 线 有 直 
径 的 所 有 情形 . 设 通用 方程 为 

ay 十 页 + yy + dr rey +t 区 e+ 四 + 二 + 二 0， 
则 纵 标 y 有 三 个 或 一 个 值 , 因 而 没有 直径 .改变 对 原 轴 的 倾角 , 另 
取 纵 标 ,使 y = mm;,x = -mu. 代 大 原 方程 ,得 
すす 
ー nm — 2 Yr’ — 39pug ~ Cm? ーー クィ pr 一 pm 
+ Ym nt + 38n ut + mm 
一 Bmw 
在 新 纵 标 之 下 ,为 使 曲线 有 直径 ,首先 要 纵 标 有 两 个 值 , 即 三 次 项 
不 出 现 ,由 此 得 

dn" — Bmn’ + ymin — Sm’ = 0. 


= 人 0, 


* 1686 * 
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还 要 uw 的 系数 
(yn—38m} + (tn 2m)it+ ham. 
第 uw* 的 系 数 
(An? — 2ymn + 38m?)t + En? — tn + mm 
除 得 尽 . 即 代 


fn -27ymn + 38m* 

入 的 系数 得 零 . 由 此 得 

Bh (tn - 2m (en: - Hn + mn’) 

‘Sm (ni 2 Ymn +38m)m 

(yn — 36m) (en — tmn + my 
(本 デー 2ymn + 38m* tm 


十 


$ 257 


将 上 面 所 讲 应 用 到 我 们 的 十 六 类 上 去 ,得 :第 一 类 没有 直径 . 
第 二 类 有 一 条 直径 , 它 等 分 平行 于 x 軸 的 蓄 . 第 三 美 没有 王 径 . 第 
四 类 有 一 条 直径 , 它 等 分 平行 于 渐 近 线 的 终 . 第 五 类 有 三 条 直径 ， 
它们 等 分 平行 于 每 条 渐 近 线 的 弦 . 第 六 类 不 艇 有 直径 .第 七 类 恒 有 
一 条 直径 , 它 等 分 平行 于 一 条 渐 近 线 的 荡 , 这 条 渐 近 线 产生 于 因 式 
*ー my ,第 八 类 有 一 条 直径 , 它 等 分 平行 于 轴 的 汞 .第 九 类 有 两 条 
直径 ,一 条 是 关于 平行 于 轴 的 纺 , 一 条 是 关于 平行 于 另 一 根 渐 近 线 
的 汞 .第 十 类 间 于 第 人 类 ,第 十 一 类 间 于 第 九 类 .第 十 二 类 辣 于 第 
八 类 .第 十 三 类 同 于 第 九 类 .第 十 四 类 有 一 条 直径 ,是 关于 平行 于 
轴 的 弦 的 .第 十 五 ,十 六 类 没有 与 曲线 交 于 两 点 的 攻 , 因 面 没 有 直 
径 , 直 径 的 这 些 性 质 ,牛顿 已 经 得 到 ,他 的 这 项 工作 应 该 在 这 里 指 
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对 前 面 各 类 三 阶 线 方程 ,虽然 我 们 都 假定 x,y 为 直角 坐标 ， 
但 变换 x,y 为 任何 斜 角 坐 标 , 并 不 改变 曲线 的 类 别 . 变 直 角 举 标 
为 任何 斜 角 坐标 时 ,一 个 方程 给 出 的 趋向 无 穷 的 分 支 的 个 数 不 变 ; 
当然 这 分 支 的 性 质 邮 不 变 . 双 曲 分 支 保 持 为 双 曲 的 ,抛物 分 支 保持 
为 抛物 的 ; 双 曲 分 支 和 抛物 分 支 的 种 类 也 不 变 . 可 见 , 任 何 一 个 属 
于 第 一 类 的 曲线 ,不 管 甚 方程 是 在 直角 坐标 还 是 在 斜 角 坐标 之 下 ， 
它 都 属于 第 一 类 . 别 的 类 也 全 是 这 样 .， 


$ 259 


研 然 坐标 角 可 以 任 取 ,对 前 面 给 出 的 方程 ,我们 可 以 换 y 为 
gg: 換 z 为 t- pe 其 中 心 + 吧 =1 可 选择 坐标 角 ,使 方程 简化 .下 
面 是 化 简 了 的 土 角 ,ua 之 闻 的 各 类 方程 
第 一 类 
下 OU 二 二 0， 
其 中 天 0 天 0， 
第 二 类 
(ビエ pr うす gg 二 Cg キミ 0。 
其 中 rs0. 
第 三 类 
ul nw) ta tbhticut+d=0, 
其 中 nx0,5#0, + + c+ y0. 
4n 


第 四 类 
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(ビー nw) +au +cut+d=0, 


2 
其 中 0, c+ +.3 デ 0 
第 五 类 


| gk 
(ピー na:) + ot 一 dAn2 +g=0, 


其 中 r デ 0. 


第 六 类 
t+a r++co+t+d=0, 
其 中 a cx0. 
第 七 类 
+a +ih+d=0, 
其 中 gz0. 
第 八 类 
2 の:+ cp の =0。 
其 中 5 デ 0,c デ 0. 
第 九 类 
tu + bit+ d=0, 
其 中 ゅ テ 0. 
第 十 类 
tu bit+cu+d=0, 
其 中 ぁ テ 0.c テ 0. 
第 十 一 类 
tu -bt+d=0, 
其 中 ぁ テ 0. 
第 十 二 类 


ut+ceut+d=0, 


其 中 ec 产 0， 
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第 十 二 类 
tu + d=0. 

第 十 四 类 
urart+eaut+d=0. 

第 十 五 类 


w+amut+btt+d=0), 


其 中 g テ 0. 
第 十 六 类 


ui+ at=0. 
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第 十 一 


Ea + RA J | | Et i OE EY MIA 
a が は RE i 人 i vn CR EE ee WO Ni A 
i Bit けが | th 0 ol cht MAN は 
MM PE の DE AU MK We 名 9 Ey 
i MM ay TH ot は a ji lt 6 0 前 MM i i 
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四 阶 线 的 通用 方程 为 
yt st Vy x + yr + Ext + Ey + Wy x + 
+ yx er ey + rt ty+ t+o=0, 
但 是 根据 不 同情 况 采 用 不 同方 式 , 利 用 改变 坐标 角 改换 辅 和 原点 
的 位 置 ,可 以 把 它 化 得 更 简单 .为 了 用 讲 过 的 方法 对 四 阶 线 进 行 分 
类 ,我 们 根据 最 高 次 部 分 的 因 式 将 方程 分 为 下 列 八 种 情况 : 
.四 个 线性 因 式 全 是 虚 的 ; 
.只 有 两 个 线性 因 式 是 实 的 , 且 不 相等 ; 
.只 有 两 个 线性 内 式 是 实 的 , 且 相等 ; 
-四 个 线性 因 式 全 实 , 且 相 异 ; 
-两 个 相等 ,另外 两 个 不 等 ; 
.不同 的 两 对 ,每 对 相等 ; 
.三 个 相等 ; 
:四 个 全 相等 . 


一 一 


情况 I 
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最 高 次 部 分 的 四 个 线性 因 式 全 虚 时 , 芽 线 没有 伸 向 无 穷 的 分 
支 ,我 们 是 根据 伸 向 无 穷 的 分 支 分 类 的 ,所 以 本 情况 下 的 四 阶 线 属 
同一 类 .于 是 我 们 有 

第 一 类 

曲线 没有 伸 向 无 穷 的 分 支 , 其 方程 的 最 简 形 状 为 

(y+ mx 一 2poy + 9 4 + E+ bx’ 二 

+ 四 w+e +frtgrt+h=0, 

其 中 p? < q. 由 于 四 次 部 分 必定 包含 项 ?? 和 %4, 因 而 用 所 给 坐标 
xy 加 上 或 减 去 某 个 数 的 方法 ,可 坟 消 去 三 次 部 分 中 的 六 和 x” 


情况 
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只 有 两 个 因 式 是 实 的 , 且 不 相等 时 ,用 改变 倾角 和 轴 的 位 置 的 
方法 ,可 使 这 两 个 因 式 一 个 为 y, 一 个 为 x. 即 方程 的 形状 为 

Wy 2myr + nt + ay a + be’ e+ dyx 

+ e+ か gy 上 あ =0。 

其 中 m2? n*, 

四 次 部 分 中 必定 舍 有 yx 和 yx?, 因 而 可 以 消去 三 次 部 分 中 的 
六 和 .从 而 曲线 有 两 条 渐 近 直线 ,其 方程 分 别 为 y=0 和 =0. 
其 性 质 依 次 由 方程 

my + ert + gr あこ 0, 
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tet frh=0 
表示 ,这 样 我 们 得 到 
第 一 类 
有 两 条 渐 近 直 线 , 状 如 zx = 全, 其 中 cz0,ez0， 
第 三 类 
有 两 条 渐 近 直线 ,形状 分 别 为 = 对 和 5 = 与 ,方程 为 
yy 2mye + nr) ar rt br + er +t dt ft+gr th 
一 心 ， 
其 中 と c テ 0, ヶ テ 0. 
第 四 类 
有 两 条 渐 近 直线 ,形状 分 别 为 = 信和 w= 生 ,包含 于 方程 


yy 2mye — ne) +ay s+ be toy + de tyr+h=0, 
其 中 cxh. 
第 五 类 
有 两 条 渐 近 直线 ,都 属 4= 妇 型 ,包含 于 方程 
ym + n° a) + ays + by + drt sr+h=0, 
其 中 fx#0, gx0. 
第 六 类 
有 两 条 渐 近 直线 ,形状 分 别 为 u = 分 和 w= 4 ,包含 于 方程 
ly 2m + na tay タキ ba + dyr + f+h=0, 
其 中 =0. 」 
第 七 类 
有 两 条 渐 近 直线 ,形状 都 为 w= 入 ,会 于 方程 


wy mt n'a’) ays + bt + ds +h =0, 
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以 上 各 类 2 都 大 于 mm2. 
情况 图 
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只 有 两 个 因 式 是 实 的 , 且 相 等 ,此 时 方程 为 
yD) be to t+ dy t+ er tt 
+h=h, 
这 里 又 是 > m .只 要 了 0, 该 方程 就 给 出 
第 人 类 
有一 系 』 デ = 状 的 新 近 拠 物 袋 . 
加 果 ぁ =0, 那 名 x= ゥ 時 得 
从 而 ez <4n2e 时 得 
第 九 类 


没有 伸 向 无穷 的 分 支 . 
如果 ぁ =0,g7<4 ヵ 2g , 是 g 关 0, 我 们 得 到 
第 十 类 


有 两 条 平行 的 状 如 uw = 生 的 渐 近 线 . 
第 十 a 类 


有 两 条 相 重合 的 状 如 u = ^ 的 渐 近 线 ， 


如果 ょ ぁ =0,g=0, 且 ae“>4n2e ,我 们 有 
第 十 一 类 


有 两 条 平行 的 状 如 > = 今 的 渐 近 线 ， 
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如果 ゅ =0,g7=4 ヵ "e, 但 g デ 0, 我 何 有 
”第 十 二 类 
有 一 条 w?= 扫 状 的 渐 近 线 . 
如果 5 =0,g=0,a2=4n2e,; 且 <0, 我 们 有 
第 十 三 类 
有 一 条 只 = 分 状 的 双 曲 渐 近 线 . 
=0,g=0,a2=4nze, 而 六 >0 时 ,得 
第 十 四 类 
没有 伸 向 无 穷 的 分 支 . 


情况 下 
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四 次 部 分 的 西 个 为 式 全 实 , 且 相 异 时 ,方程 的 形状 为 

Hr aa ター za) の アァ + be to + の + e+ t+ gt 
+ f=. 
曲线 有 网 条 渐 近 直线 ,其 形状 为 n= 全 ,或 = 分, 或 w= 入 .根据 


き # 251 所 讲 得 、 
第 十 五 类 


有 四 条 双 曲 渐 近 线 ,形状 全 为 u=4. 
第 十 六 类 
有 四 条 双 曲 渐 近 线 ,三 条 状 如 zx = 从 ,一 条 状 如 e= 今 


第 十 七 类 
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有 四 条 双 哩 渐 近 线 ,三 条 状 如 z = 二, 一 条 状 如 = 今 
第 午 太 类 

有 四 条 双 曲 产 近 线 ,u = 4 状 ,w= 三 状 各 两 条 . 
第 十 九 类 

有 四 条 双 曲 渐 近 线 ,w= 全 状 两 条 ,w= 分 状 ,= 告状 各 一 条 . 
第 廿 类 

有 四 条 双 曲 渐 近 线 ,w= 分 状 ,u = 健 状 各 两 条 . 
第 十 一 类 

有 四 条 双 同 渐 近 线 ,形状 全 为 = 入 
第 甘 二 类 

有 四 条 双 则 源 近 线 ,u= 仿 状 三 条 ,z = 与 状 一 条 . 
第 十 三 类 

有 四 条 双 曲 浙 近 线 ,u = 殷 状 ,za = 伍 状 各 两 条 . 
第 廿 四 类 

有 耻 条 双 曲 渐 近 线 ,形状 全 为 上 = 与 ， 


情况 V 
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四 个 因 式 ,两 个 相等 ,另外 两 个 不 等 时 ,方程 为 

アテ (アナ ay) or + be +o + dy ter +fy+ er+h=0. 

首先 相等 因 式 部 分 产生 了 同 于 情况 三 的 各 类 ,不 相等 部 分 产生 
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同 于 情况 开 的 各 类 ,两 部 分 组 台 产 生 7x6=4 筷 类 .但 这 里 面 有 两 
种 是 不 可 能 的 , 即 两 条 u = 分 状 的 平行 渐 近 线 ,第 三 条 为 ,= 去 状 


的 ,第 四 条 或 者 为 二 = 入 状 的 ,或 者 为 u = 分 状 的 . 这 样 剩 下 的 就 


是 和 类 ,加 上 前 商 的 24 类 ,总 共 是 64 类 .逐条 处 理 , 篇 幅 太 长 ,时 
间 也 不 人 允许 .不 逐条 处 理 ,当然 不 能 断定 它们 都 是 实 的 .有 谁 感到 
需要 ,逐条 进行 处 理 , 可 能 会 对 这 分 类 作出 订正 . 


情況 M 
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不 同 的 两 对 因 式 ,每 对 相等 .此 时 方程 为 
ys tayp + be + の Te エイ ert+h=0, 
每 对 产生 7 类 ,组 合成 和 类 .但 是 由 于 上 不 能 同时 为 正 又 为 负 ,所 
以 有 两 类 不 可 能 ,这 样本 情况 共产 生 47 类 .逐条 处 理 , 这 数目 也 太 
大 .到 理 在 为 止 ,我 们 共 得 到 111 美 . 


情況 
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三 个 因 式 相等 ,此 时 方程 为 
yat ow + be rey td te tfrtgeth=0. 
因 式 4:cx0 时 ,给 出 = 去 状 渐 近 线 ;c =0,fx0 时 ,给 出 w= 个 
状 渐 近 线 ;c =0,f=0 时 ,给 出 4 = 分 状 渐 近 线 . 因 式 ,除非 6 = 
* 177 * 


0, 都 给 出 "= 省- 状 抠 物 洛 近 线 , 如 果 “=0, 那 么 置 x= 上 得 
y+ yr + dyrertgi hth_ 0 
这 里 ,如 果 ez0, 得 ディ gz + ey =0, 由 此 , 吉 果 ゥ 0. 得 ディ + ax 
=0 和 mr+e=0. 从 而 ,在 过 = 汪 状 的 挑 物 渐 近 线 之 外 ,还 有 一 条 
双 曲 渐 近 线 ,其 方程 为 
(ary+ a Egreth 


の + de -alg#0 时 ,该 浙 近 线 为 n= 万 状 ;否则 ,为 4 = 分 状 . a 
=0,e テ 0 丁 , 得 y+ eT =0, 给 出 uw = A 状 的 抛物 淅 近 线 ,ee=0,a 
=0 时 ,得 六 + 和 +8=0, 它 给 出 的 渐 近 线 是 :4 = 生 状 的 一 条 或 


三 条 ,或 者 一 条 zx =“ 状 的 和 一 条 邮 = 盘 状 的 ;或 者 一条 四 = 得 
状 的 .总 共 是 8 类 ,与 因 式 x 产生 的 3 类 相 组 合 ,得 24 类 .加 到 前 
六 种 情况 上 去 ,共计 135 类 . 


情况 出 
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四 个 因 式 全 相等 ,此 时 因 式 为 

yt ay rt b+ hry toy +t dr tert+fy+ grt+h=0. 
站 兴修 时 ,得 
第 一 首 三 十 六 类 
有 唯 一 的 wi = 起! 状 扳 物 浙 近 线 ， 

#=0,5 テ 0, 得 アア + byx* + ex? =0. 由 此 得 y+ by?=0 和 by+ 
e =0. 由 渐 近 直线 hy+e=0 得 
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4 2 2 der 
(by + e)x tit 0 


从 而 ae?- Bde + 52g#0 时 ,得 w= 寻 状 的 浙 近 线 ,否则 ,得 w= 
状 的 .由 此 得 


4 
£2 


第 一 百 三 十 七 类 
有 一 条 到 = 4 状 的 渐 近 抛物 线 和 一 条 “= 全 状 的 渐 近 双 曲线 ， 
也 得 到 

第 一 百 三 十 八 类 . 
有 一 条 z9 = 4 状 的 渐 近 抛物 线 和 一 条 z = 仿 状 的 汤 近 双 曲 线 , 
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车 =0,5=0, 则 
ytar rto +dr+e r++er+h=0, 
e 关 0 时 得 y+ mx + ex = 人 0. 该 方程 ,a? < 4e 时 不 可 能 ,a* > 4e 
时 给 出 两 条 w= 起 状 的 同 轴 抛 物产 近 线 , a? = 4e 时 这 两 条 撒 物 
线 重合 .这 样 我 们 得 到 第 139,140,141 类 . 
e =0 时 得 方程 
yta ste +dr+f+er+h=0; 
ax0 时 其 形状 为 
yt oy rt+ ey gz + gx =0. 
由 此 得 方程 y+ zz =0 和 ay?+ dy+g=0. 这 后 一 个 方程 ,或 者 给 
出 两 个 相同 的 实 y 值 ,或 者 给 出 两 个 不 同 的 实 y 值 ,或 者 不 给 出 


实 y 值 .第 一 种 情形 在 一 条 渐 近 撒 物 线 之 外 ,还 有 两 条 w= 全 状 的 
平行 源 近 线 ;第 二 种 情形 一 条 w? = 委 状 的 渐 近 线 ;第 三 种 情形 没 
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有 浙 近 线 .这 里 我 们 又 得 到 三 类 ,这 是 第 142.143 和 144 美 . 
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a = 0 时 方程 的 形状 为 
y+ey +adxt+f+ gr+h=0. 
此 时 车 dy#0, 则 曲线 有 一 条 w= 如 状 的 渐 近 抛物 线 和 一 条 w= < 
状 的 浙 近 直线 , 含 于 方程 办 + g =0 中 .最 后 ,如 果 d=0, 则 曲线 有 
一 条 凤 = 超 状 的 渐 近 抛物 线 .这样 四 阶 线 共有 146 类 . 但 最 后 的 
几 类 ,多 数 都 可 以 进一步 分 成 不 同 的 类 . 
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从 以 上 的 讨论 ,我 们 清楚 地 奢 到 ,五 阶 和 更 高 阶 线 , 其 类 别 的 
个 数 会 是 多 么 大 的 一 个 数 .如 果 要 像 三 阶 线 那 样 逐 一 列举 分 析 的 
语 , 那 不 写成 一 大 本 书 是 办 不 到 的 .至 于 四 阶 线 和 更 高 阶 线 的 基本 
性 质 ,可 以 从 通用 方程 , 照 三 阶 线 那样 推出 ,这 里 我 们 不 讲 . 


等 
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前 几 章 我 们 根据 方程 讨论 了 曲线 伸 向 无 穷 时 的 形状 .但 是 要 
做 到 根据 方程 确定 曲线 在 有 界 区 域内 的 形状 ,这 常常 是 极 困难 的 . 
因为 对 每 个 有 限 横 标 ,这 都 要 我 们 从 方程 求 出 对 应 于 它 的 全 体 级 
标 ,并 分 清 为 实 为 虚 , 而 对 高 阶 方程 ,在 很 多 情况 下 ,这 都 是 分 析 还 
做 不 到 的 .给 定 模 标 一 个 确定 的 值 , 纵 标 就 成 了 方程 的 未 知 数 , 因 
而 次 数 决定 着 方程 求解 的 困难 程度 , 轴 和 纵 标 倾角 两 者 的 选取 ,都 
可 以 化 简 方程 ,再 有 , 横 标 级 标 可 以 调换 ,因而 可 以 取 次 数 低 的 作 
级 标 ,这 三 点 都 可 以 使 方程 的 求解 变 得 容易 一 些 ， 
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例如 ,为 讨论 第 一 类 三 阶 线 的 形状 ,我 们 利用 #5 259 的 最 简 方 
程 ,此 时 取 次 数 为 2 的 1 为 纵 标 , 取 。 为 横 标 ,这 样 我 们 得 到 方程 


2_2by+ar +om+d- nx 
于 
定 
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考虑 函数 庆 + dx + ex? 二 ax? 一 n2x4, 使 它 为 正 的 x 值 对 应 两 
个 y 值 ;使 它 为 零 的 x 值 对 应 一 个 y 值 ,也 即 此 时 纵 标 y 的 两 个 值 
相等 ;使 它 为 负 的 x 值 不 对 应 y 值 , 我 们 的 这 应 数 从 正 变 到 贷 , 必 
须 经 过 堆 ( 此 时 而 个 y 秆 相等 ). 因而 应 该 对 2+ dx + cx? + a 一 
nx4 为 零 的 情形 特别 加 以 注意 .该 函数 至 少 在 一 正 一 负 芮 点 处 为 
零 ,在 这 两 点 所 成 区 疗 之 外 该 函数 的 值 为 负 , 纵 标 值 为 虚数 . 
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優 定 表 送 式 六 + 和 二 er?+ et- n2x4 具有 两 个 实 因 式 ,也 即 
只 在 两 处 为 零 , 记 这 两 点 为 辕 牧 上 的 忆 和 3, 在 这 两 点 处 纵 标 都 
只 有 一 个 值 ,在 区 间 PS 内 纵 标 有 两 个 值 , 都 是 实 的 ,在 PS 之 外 纵 
标 值 都 是 虚 的 ,也 上 郧 整 个 曲线 位 于 纵 标 醋 和 An 之 间 . 原 点 4 处 
级 标 基 曲线 的 渐 近 线 ,两 量 曲 线 与 这 条 纵 标 相交 于 一 点 . 令 x=0， 
得 
ダ の +w+e の Te nz = d+, 
从 而 
5 二 (+ 和 ) 
タモ ーー 
也 即 或 者 y= % ,或 者 y= - 冯 .因而 沿线 的 形状 如 图 50 所 示 . 
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图 委 图 30 
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很 定 表达 式 大 + dx + crx: + ur- n2xt 有 四 个 相 异 的 线性 因 
式 , 也 即 它 在 四 个 点 处 为 零 , 记 这 四 个 点 为 了 P, 0,R,S, 则 在 这 四 
点 处 纵 标 都 只 有 一 个 值 . 这 样 图 51 上 ,对 应 于 轴 補 部 分 的 纵 标 
为 虚 , PO 部 分 的 为 实 ,OR 部 分 的 又 为 虚 , RS 部 分 又 为 实 , 最 后 从 
S 向 了 又 为 虚 . 即 曲线 由 相 分 离 的 两 部 分 组 成 ,一 部 分 在 直线 了 不 ， 
之 间 , 另 一 部 分 在 直线 Ma ,Am 之 间 . 原 点 4 处 纵 标 值 为 实 , 因 
而 4 必定 位 于 PO 或 五 内 .也 即 , 在 本 情况 下 ,曲线 的 形状 如 图 
51. 它 由 相 分 离 的 两 部 分 组 成 , 另 一 部 分 为 艇 形 线 , 称 它 为 共 罗 卵 
形 线 . 
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图 51 
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如 果 两 个 根 相 等 , 则 或 户 与 09, 或 0 与 RR, 或 上 与 5 重合 .如 
果 P,Q 重合 ,那么 由 #4 在 户 ,0 之 间 , 知 两 根 都 为 x, 由 5 关 0 知 这 
不 可 能 ;如 果 RR, S 重合 , 则 共 纯 卵 形 线 成 无 穷 小 ,化 为 共 印 点 , 如 
果 0,R 重合 , 则 卵 形 线 与 男 一 部 分 相 接 ,得 到 纽 结 曲 线 ,如 图 52 
所 示 . 三 个 根 相 等 , 即 点 Q, 尽 ,S 重合 , 则 纽 结 变 为 一 个 尖 点 ,如 图 
53 所 示 . 这 样 我 们 得 到 第 一 类 的 五 种 不 同形 状 的 曲线 , 同 于 牛顿 
所 划分 的 种 数 . 
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牛顿 用 类 似 的 方法 对 其 他 各 类 曲线 也 都 进行 了 进一步 划分 . 
因为 所 有 方程 的 两 个 坐标 中 ,都 至 少 有 一 个 ,其 次 数 不 高 于 2, 当 
一 个 坐标 的 次 数 为 1 时 ,曲线 的 形状 很 容易 确定 .此 时 方程 的 形状 
为 y= 了 P,P 是 坐标 x 的 某 个 有 理 函 数 , 如果 P 是 分 数 函 数 , 则 分 
母 在 一 处 或 几 处 为 零 时 ,y 为 无 穷 , 曲 线 有 渐 近 线 ， 
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设 y = 在, 则 方程 0 = 0 的 实 根 给 出 上 述 无 穷 纵 标 ,对 该 方 和 
的 任何 一 个 根 ,比如 x =f, 如 果 取 模 标 x =f, 则 0 =0,y 就 成 为 无 
穷 .显然 ,如 果 x > 了 时 y 为 正 , 则 x < 时 y 为 负 , 纵 标 线 是 上 = 人 
状 的 渐 近 线 , 音 很 都 是 这 样 .0 有 二 重 因 式 , 设 为 (x -/)? 时 ,那么 
x > 了 和 x < 三 时 纵 标 都 是 正 的 ,z = 了 时 得 状 如 好 = 二 的 渐 近 线 ， 


如 果 分 母 0 有 三 重 因 式 , 设 为 (x - f°, 则 横 标 从 小 于 了 变 到 大 于 
了 时 ,级 标 变 号 , 同 于 第 一 种 情形 
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接 下 去 状 如 六 = 的 方程 就 容易 讨论 了 ,这 里 Pp,0,R 
都 是 横 标 x 的 整 函 数 .对 横 标 的 任何 一 个 值 都 或 者 有 两 个 纵 标 值 ， 
或 者 没有 纵 标 值 . 严 > QR 时 有 两 个 纵 标 值 , P< QR 时 没有 纵 标 
值 . 天 = OR 给 出 实 纵 标 与 虚 纵 标 或 者 实 纵 标 与 零 纵 标的 分 界 ,此 


时 y = 证, 也 即 纵 标 线 只 在 一 点 处 与 曲线 相 接 或 相 切 ,这 样 为 确定 


曲线 的 形状 ,就 应 该 考察 方程 P*ー QR =0. 它 的 实 根 给 出 纵 标 与 
曲线 在 一 点 处 相 切 的 点 .我 们 在 轴 上 标 出 这 些 点 .如 果 根 都 是 单 
根 , 则 这 些 点 将 横 标 分 成 若干 部 分 ,不 同 部 分 所 对 应 的 纵 标 虚 实 交 
替 , 这样 ,曲线 由 相 分 离 的 几 部 分 组 成 ,部 分 数 等 于 交替 次 数 . 共 亏 
卵 形 钱 即 源 于 此 . 


・ 186 ・ 


§ 281 


如 果 方 程 严 - QR =0 的 两 个 根 相等 ,那么 前 面 说 的 轴 上 的 点 
中 的 两 个 重合 .这 时 纵 标 为 虚 或 为 实 的 一 个 区 间 消 失 . 为 虚 时 曲线 
成 为 纽 结 曲线 ,如 图 32 所 示 , 妨 笑 時 , 共 郡 卵 形 袋 変 訪 共 都 点 . 加 
果 有 三 个 相等 的 根 ,那么 纽 结 成 无 穷 小 , 变 为 尖 点 ,如 图 53 所 示 ， 
如 果 方 程 有 四 个 相等 的 根 ; 那 么 或 者 分 离 的 两 个 卵 形 线 聚 为 一 点 ， 
或 者 尖 点 与 级 结 点 全 一 ,或 者 两 个 尖 点 反 疝 连 在 一 起 .如 果 有 五 个 
相等 的 根 , 那 几乎 得 不 到 新 的 形状 . 这 时 与 尖 点 重合 的 不 是 一 个 纽 
结 点 ,而 是 两 个 ,其 至 有 更 多 个 相等 的 根 ,也 不 构成 新 的 形状 . 
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结 点 或 曲线 两 个 分 支 的 交点 也 叫 二 重点 ,因为 应 该 视 直线 在 
这 种 点 钼 与 曲线 的 交点 为 两 个 .如 果 还 有 另外 一 个 分 支 通 过 这 种 
瓜 , 则 它 为 曲线 的 三 重点 , 两 个 二 重点 相 人 台 , 当然 构成 四 重点 .由 此 
可 以 推 关 任何 重 数 的 点 的 产生 和 性 质 . 聚 为 一 点 的 卵 形 线 ( 亦 称 共 
元 点) 是 二 重点 , 共 赤 点 连 上 曲线 其 余部 分 所 成 尖 点 也 是 二 重点 . 
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如 果 用 模 标 x 表示 纵 标 y 的 方程 是 三 次 或 更 高 次 的 ,那么 这 

y 就 是 x 的 多 值 沙 数 , 每 个 x 值 所 对 应 的 y 秆 的 个 数 ,都 或 者 等 于 

y 的 次 数 ,或 者 比 y 的 次 数 少 2,4,6 等 . 纵 标 必 定 两 个 同时 变 虚 ， 

变 虚 之 前 这 两 个 值 相等 .由 虚 变 实 的 方式 有 多 种 ,但 它们 都 或 者 是 

已 经 讲 过 的 情形 ,或 者 是 讲 过 情形 的 组 全 . 对 有 正 有 负 的 很 多 横 标 

值 ,知道 了 它们 对 应 的 全 体 纵 标 ,那么 人 异同 知 遭 的 这 些 点 ,就 可 以 
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画 出 曲线 ,确定 其 形状 ， 
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我 们 用 一 个 例子 来 解释 前 节 所 讲 , 这 方程 次 数 商 ,但 纵 标 y 
可 用 二 次 方 根 表 示 . 设 
2y= iY Or- x tv Ort+r tv 36- ァ 7. 
从 该 方程 ,每 个 横 标 对 应 8 个 纵 标 .显然 ,x<0 和 x>5 时 为 虚 
数 . 由 此 知 整 个 曲线 在 x =0 和 >*=6 之 间 . 依 次 令 x 等 于 0,1,2， 
3,4,5,6, 得 


二 加 攻守 后 到 加 
2 


6,24 
,414 
2,242 


-0,5]7| 0,586 


没 列 出 的 四 种 符号 组 合 ,它们 对 应 的 y 值 是 列 出 值 的 反 号 数 .每 ， 
个 横 妹 对 应 8 个 纵 标 ,图 34 上 是 画 出 的 曲线 ,由 AFBEcagbcDA 和 
qpECACBCDac 两 部 分 交织 而 成 ,有 两 个 尖 点 4 和 ea, 有 四 个 二 重 
点 ,也 有 女 有 四 个 分 支 相交 的 点 ,它们 是 D,E,C 和 c. 
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前 几 章 我 们 描述 伸 问 无 穷 远 分 支 性 质 时 ,所 用 方法 是 指出 在 
无 穷 远 处 与 曲线 重合 的 直线 或 曲线 ,指出 的 曲线 比 原 曲线 要 简单 
得 多 .本 章 我 们 仿照 前 面 的 司法 ,对 有 界 区 域 中 曲线 的 任 一 部 分 进 
行 讨论 ,也 即 寻 求 直线 或 比 所 给 曲线 简单 得 多 的 曲线 ,使 在 很 小 范 
国内 与 原 曲 线 重合 .首先 ,显然 曲线 的 切线 在 切 点 处 与 曲线 重合 
至 少 有 两 个 公共 点 .也 可 以 有 另外 的 曲线 ,与 曲线 的 给 定 部 分 符合 
得 更 好 ,有 了 这 样 的 直线 和 曲线 就 可 以 清楚 曲线 任何 一 个 局 部 的 
形状 和 性 质 . 


$286 


假定 有 了 某 曲 线 的 *,y 间 方 程 .给 横 标 一 个 值 4P = p, 见 图 
55, 求 出 对 应 的 y 值 .如 果 这 y 值 不 只 一 个 , 任 取 一 个 PM = ag, 
是 曲线 上 一 点 ,是 曲线 通过 的 一 点 . 换 x,y 同 方 程 中 的 > 和 y 为 p 
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图 55 
和 9, 则 方程 的 项 相抵 消 , 为 零 .为 考察 曲线 上 点 订 所 在 部 分 的 性 
质 ,从 型 引 平行 于 4P 的 直线 ji. 取 因为 轴 , 记 新 横 标 Ng 为 上 
新 级 标 gm 为 ,由 于 点 四 也 在 曲线 上 ,延长 my 至 原来 的 轴 上 PP 
点 , 则 换 方 程 中 的 x 和 y 为 如 =p+t 和 pm = gq+w, 方 程 的 项 也 托 
消 ,为 零 . 
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代 搁 得 到 的 结果 ,其 中 茎 不 含 ょ 也 不 含 w 前 項 相 的 消 , 只 剰 下 
含 新 坐标 :或 的 项 . 即 结 果 方 程 为 

0= At+ Bu O+ Du + Eu: + Fer Fant Hey? + 
其 中 4,B,C,D,… 是 常数 ,它们 由 原 方 程 的 常数 和 p,g 构成 .我 
们 的 p,9 也 为 常数 .新 方程 也 表示 所 给 曲线 的 性 质 ,新 方程 的 坐 ， 
标 以 Mg 为 轴 , 以 型 为 原点 . 


S288 
首先 ,如 果 令 MM =:=0, 旭 qm = 如 =0, 此 时 点 m 与 点 诸 重 


合 .其 次 .我们 要 考察 的 只 是 曲线 上 靠近 点 对 的 很 小 的 一 部 分 , 因 
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此 我 们 把 』 取得 尽 可 能 的 小 .此 时 gm = x 的 值 也 将 极 小 .事实 上 
我 们 要 考察 的 是 几乎 要 消失 的 及 rn 的 性 质 , 显然 , 取 tg 为 尽 
可 能 小 的 值 , 则 だ , 友 。 に 』 だ , だ gg, 婦 5 っ 随 着 次 数 的 増加 , 閣 
一 步 一 步 地 更 小 ,因而 可 以 会 去 直 + Bu 以 外 的 项 ,得 让 + Bu = 
0. 这 是 过 点 于 的 直线 胃 的 方程 . 当 点 六 很 午 近 点 好 时 ,这 直线 
与 曲线 重合 ， 
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此 时 直线 Me 是 曲线 在 点 对 处 的 切线 ,由 此 得 到 曲线 上 任何 
一 点 好处 切线 PT7 的 求法 .由 方程 下 + 本 =0 得 


从 而 
qe = MP: PT= — A:B. 


进而 ,由 PM = g 得 PT = - 2. 称 轴 上 PT 这 一 部 分 为 次 切 虐 . 由 


此 我 们 得 到 
求 次 切 虐 的 规则 
先 从 方程 求 出 对 应 于 横 标 x = p 的 纵 标 y = g. 代 x=p+1,y 
= g+w 人 方程 ,只 保留 代 换 结果 中 次 数 为 1 的 项 ,去 掉 其 余 的 项 ， 


得 方程 At + Bu =0. 从 该 方程 得 4,B, 最 后 得 次 切中 PY = - 各， 


例 I 
投 所 给 曲线 为 抛物 线 , 方 程 为 =2ax, 这 里 4P 为 主轴 ,4 为 
顶点 . 
令 AP=p,PM=g, 则 =2ap, 从 而 g= ア 2p. 代 z=p+E, 
*=g+g 和 人 方 程 , 得 
+2gqu+ ul=Zap+2a. 
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根据 规则 ,只 保留 2o =2at, 从 而 
| 


gーg =0 デ ニー 一下 
2 
由 于 =2gp 得 次 切 距 PT = 分 =2p, 即 次 切 肥 PT 是 横 标 AP 的 


两 售 . 


例 
设 曲 线 为 中 心 在 4 的 椭 加 ,方程 为 


2 
y= = (ao -x ) 或 qty + の アァ クー alb:. 


取 AP=p,PM = 9; 得 a リロ “+ hp: = g@* が の. 特 > と = ゥ ナタ ニー ニ g ナ セル 
代入 方程 ,保留 结果 中 次 数 为 1 的 项 ,去 掉 所 有 其 余 的 项 ,得 
a’ gu + 2b pt =0, 


从 而 
wu. Bp 4 
上 a 号 
最 后 得 次 切 距 
pr= -2 SE = 二 人 二 


p 
该 表达 式 为 负 , 这 表明 点 了 在 另 一 面 又 ,该 表达 式 与 前 而 我 们 给 
出 的 椭圆 切 线 定义 是 相符 合 的 . 


倒 焉 
设 所 弗 为 第 七 类 三 阶 线 , 其 方程 为 
ya=a + b+ ce. 
取 AP=p,PM=g, 得 py*= ap*+ 即 +c. 将 x= =p+it,¥y=g+ 忆 民 
人 方程 ,得 
(p+O(g +2qu + wu)=a(p +2p+t) + hb(p+t)+ ce. 
去 掉 可 和 忽略 的 项 ,得 2pgu + gt =2apt + 所 ,从 而 
_2apt+b-g A 


ーー 


i 2 pg BB" 
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， 最 后 得 次 切中 


B 2 2mp-+2 加 +2c 
A 2 あす 5ーg の 2am+b-q 
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用 这 种 方法 确定 了 曲线 在 点 MM 处 的 切线 ,也 就 知道 了 曲线 在 
点 前 处 的 方向 . 视 曲 线 为 点 连续 改变 方向 时 所 走 过 的 路 径 ,多 有 
助 益 . 画 出 曲线 Mm 的 动 点 在 好 点 处 的 方向 是 切线 js. 如 果 保 持 
这 个 方向 , 那 它 画 出 的 将 是 直线 Ml ,方向 改变 , 画 出 的 是 曲线 , 因 
而 要 知道 曲线 ,就 要 知道 它 每 点 处 切线 的 位 置 .切线 位 置 可 用 我 们 
刚 讲 过 的 方法 确定 .如果 方程 有 理 且 不 含 分 式 , 确 定 切线 位 置 将 没 
有 任何 困难 . 我 们 的 方程 都 是 可 化 成 有 理 且 不 含 分 式 的 .如 果 方 程 
无 理 ,或 者 含有 分 式 , 不 能 化 为 有 理 整 式 , 也 仍然 可 以 利用 刚 讲 过 
的 方法 ,但 要 做 些 修 正 ,这 修正 使 微分 学 产生 ， 因此 曲线 方程 不 是 
有 理 整 式 时 ,切线 求法 留 给 微分 学 . 
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”用 前 面 的 方法 可 以 殉 定 切线 Mu 对 轴 , 或 对 平行 于 轴 的 直线 

= - 4:B 得 角 gM 的 正切 等 于 - 和 ;如 果 坐 标 是 斜 角 的 ,那么 从 

给 定 角 Mgx 及 边 Mg ,gx 的 比 ,利用 三 角 学 知识 可 以 求 出 角 gy. 

显然 ,如 果 求 得 的 方程 水 + Bu =0 中 的 4 =0, 好 第 gM 为 零 .从 
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而 切线 平行 于 轴 4P, 如果 好 =0, 则 切线 平行 于 纵 标 Pi ,也 即 纵 
本 PM 大曲 銭 上 点 彦 赴 的 切 銭 . 
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求 得 了 切线 HT7, 过 切 点 型 引 切 线 的 垂 线 WHY, 则 MN 是 曲线 

的 法 线 . MN 的 位 置 在 任何 情况 下 都 易于 确定 , 喜 角 上 坐标 时 尤其 容 
易 . 此 時 三角 形 Mgz, MPN 相似 ,从 而 

Mg = MP: PN 或 ~- B:A=g:PN, 
进而 

PN = 所. 
办 上 织 标 线 与 法 线 之 同 的 这 一 部 分 , 即 PN, 通 常 称 它 为 次 法 距 . 
長 角 準 醒 肘 , 次 法 距 易 干 中 次 切 距 PT 求 得 ,此 时 


PT: PH = PM: PN, 或 PN = 2 
双 , 角 4PM 为 直角 时 ,切线 

MT = PF + PA, 
法 线 


MN = PHM? + Pr’, 
或 者 ,由 PT: TW = PM: MN ,得 
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我 们 看 到 了 ,方程 和 + Bu =0 中 的 4 =0 时 ,切线 平行 于 轴 ,B 

= 0 时 ,切线 平行 于 纵 标 钱 . 再 一 种 情况 是 4,B 都 为 零 , 此 时 考虑 

8286 方 程 中 次 数 为 2 的 项 .由 于 4 + Bu 为 零 ,次 数 为 2 的 项 不 能 略 
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去 .考虑 方程 0= C+ Dw + Brie, 咯 去 了 更 高 次 项 .4, ww 无穷 小 时 ， 
与 二 次 项 相 出 较 , 更 高 次 项 可 略 去 .从 该 方程 ,跟从 通用 方程 一 样 ， 
显然 , 令 :=0, 则 xz=0, 即 对 是 曲线 上 的 点 ,这 与 原来 的 假设 是 一 
艇 的 . 
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这 样 方程 0= CG + Du + Eu* 表示 曲线 在 半点 附近 的 情形 . 
显然 ,如 果 如 < 4CE, 则 只 可 1 了 0, 且 wz 关 0, 方 程 就 基 虚 的 .此 时 
点 用 当然 属于 曲线 ,但 它 离 开 曲 线 其 余部 分 而 单独 存在 ,是 缩 成 
了 一 点 的 共 荡 有 旷 形 线 ,是 前 章 指 出 过 的 情形 . 此 时 谈 不 上 切线 , 切 
线 有 相 邻 两 点 与 曲线 共有 ,直线 不 能 是 曲线 的 缩 成 一 点 部 分 的 切 
线 .这 样 , 共 二 点 如 果 存 在 ,可 用 此 法 得 到 ,并 把 它 与 曲线 其 余 的 点 
区 别 开 来 . 


$ 295 
如 果 六 >4CE, 则 方程 0= G2? + De + Fu? 可 分 解 为 状 如 g 
+ 应 =0 的 两 个 方程 ,都 表示 曲线 的 の 
性 质 . 它 们 都 给 出 点 于 处 切线 的 位 が 
置 , 也 即 纵 出 曲线 上 点 村 处 的 方向 . 一 9 


可 见 ,曲线 的 两 个 分 支 在 点 型 处 相 
交 , 即 点 于 是 二 重点 .如 果 , 如 图 56 
所 示 , 取 jg = :那么 ,网 就 是 从 
方程 得 到 的 两 个 zx 值 . 而 直线 向:， 
Mo 就 是 曲线 点 时 处 的 两 条 切线 . 因 4 の の 
而 点 对 是 两 个 分 支 的 交点 ,方向 分 
剂 为 Mu 和 胸 ,可 视 共 固 点 为 二 重 
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点 ,方程 C + Da + 本 =0 人 恒 指 明 二 重点 ,这 由 方程 本 + 了 =0 
年 指明 单 重 点 是 一 样 的 . 
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如果 成 =40E, 则 切线 MM, 移 っ 重合 , 角 My 为 零 ,前 wx 及 为 
零 表明 ,两 个 分 支 在 点 时 人 处 不 仅 相 交 , 且 方向 相同 ,因而 相 切 , 此 
时 应 该 认为 通过 点 WF 的 直线 交 曲 线 于 两 点 , 即 点 用 依然 是 二 重 
点 -这 样 , 只 要 8 286 所 得 方程 中 开始 的 两 个 系数 4,B 为 零 , 我 们 
就 可 以 断定 和 曲线 有 二 重点 .这 二 重点 有 三 种 类 型 .或 者 卵 形 线 缩 为 
一 点 ; 凤 共 恩 点 ;或 者 两 个 分 支 相交 于 结 点 ;或 者 曲线 的 两 个 分 支 
相 切 ,二 重点 的 这 三 种 类 型 ,由 方程 0= G+ Dw + Bw 的 三 种 情 
形 決 定 . 
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如 果 系 数 4, 吾 为 牧 的 同时 , 杀 数 C,D,E 也 为 零 , 则 取 t,t 
次 数 和 为 3 的 项 ,得 Fi + 人 ia + Ht + ju =0. 如 果 该 方程 内 有 
一 个 实 线性 因 式 ,那么 这 因 式 指明 ,过 点 让 有 唯一 的 分 支 ,并 指明 
该 分 支 的 方向 , 即 切线 .而 剩 下 的 两 个 线性 上 庶 因 式 指明 点 时 为 消 
失 的 卵 形 线 .如 果 三 个 因 式 都 是 实 的 , 则 曲线 的 三 个 分 支 或 相交 于 
点 用, 或 在 点 好 处 相 切 .这 决定 于 三 个 实 因 式 相 蜡 或 相等 .无 论 相 
交还 是 相 切 ,点 が 都 是 曲线 的 三 重点 ,并 县 应 该 认为 过 点 型 的 直 
线 与 曲线 有 三 个 交点 、 
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如 果 再 加 上 系数 『F, G, 昌 ,I 也 为 零 ,那么 为 揭示 曲线 在 点 对 
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处 的 性 质 , 须 考察 方程 中 t,x 次 数 和 为 4 的 项 ,此 时 点 前 为 四 重 
点 .该 四 重点 册 处 :或 者 两 个 共 辊 及 形 线 相合 ,这 时 四 次 方程 的 根 
全 为 庶 数 ;或 者 曲线 的 两 个 分 支 与 共 施 点 相交 或 相 切 ,这 时 四 次 方 
程 的 根 两 实 两 虚 ; 或 者 曲线 的 四 个 分 支 相交 ,这 时 四 次 方程 的 根 全 
为 实数 ;如 果 两 个 ,三 个 或 四 个 很 相等 ,相应 地 , 则 两 条 ,三 条 ,四 条 
分 支 的 相交 变 为 相 切 .类似 地 ,如 果 :i,w 次 数 和 为 4 的 项 也 都 为 
等, 则 应 考虑 次 数 和 为 5 或 次 数 和 次 数 和 更 高 的 项 . 
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对 不 只 经 过 点 型 , 且 以 点 型 为 单 重 , 二 重 , 三 重 ,或 更 多 重点 
的 曲线 ,其 方程 易于 利用 上 面 所 得 结果 求 出 . 记 4P = p,PMH = 了， 
设 P,O, 吕 ,9,… 是 坐标 *,y 的 函数 , 则 方程 

plx-p)+Q(y-g)=0 

表示 的 是 通过 点 峙 的 曲线 .这 是 因为 具 要 PP 不 含 因 式 y- g,0 不 
含 因 式 x - p, 也 即 只 要 用 除法 消 不 去 使 曲线 通过 点 型 的 因 式 * - 
Ps 一 9; 那 公 我 们 令 x = AP = p ,就 得 到 r= 二 PM = g. 显 然 , 通 过 点 
时 的 曲线 都 包含 在 方程 p(x -- ぁ )+ 0(y 一 9) =0 之 中 , 妈 果 该 方 
程 不 是 下 面 我 们 马上 推出 的 多 重点 形状 ,点 44 就 是 单 重点 . 
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如 果 点 时 为 二 重点 , 则 过 它 的 曲线 的 方程 含 于 通用 形式 
P( を ーp) デ + 0O(*ーp)( タ ーg)+ 胡 (ターg)2=0 
之 中 .这 里 假定 这 通用 形式 不 能 被 除法 破坏 .由 这 通用 形式 显然 可 
见 , 二 阶 线 不 能 有 二 重点 .因为 要 这 通用 形式 为 二 阶 方程 , 删 必 P, 
,RR 为 常数 , 面 那 时 这 将 不 是 曲线 方程 , 面 是 两 条 直线 的 方程 . 
P,Q ,RR 为 状 如 ax + 名 +Y 的 一 次 函数 时 ,方程 表示 的 是 以 が 为 
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二 重点 的 三 阶 线 .三 阶 线 , 只 要 它 不 是 三 条 直线 , 它 的 二 重点 就 不 
能 多 于 一 个 ,假定 它 有 两 个 二 重点 ,那么 过 这 两 点 的 直线 就 交 三 阶 
线 于 四 点 ,这 与 三 阶 线 的 性 于 矛盾 .四 阶 线 西 以 有 两 个 二 重点 ,五 

: 阶 生 的 二 重点 不 能 多 于 三 个 . 
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车 开 是 曲线 的 三 重点 , 则 曲线 的 性 质 由 方程 

Plx- p+ 0(*ーp)2(yーg)+ 名 (>ーp)(yーg7 ェ 
S(*ーg パ =0. 

表示 , 如 果 该 方程 确定 的 是 一 条 曲线 ,那么 其 阶 数 必定 大 于 3. 大 
数 等 于 3, 则 必 P, 0,R,S 为 常数 , 面 那 时 方程 有 三 个 状 如 z(z - 
p)+ Bly -9) 的 因 式 ,是 三 条 直线 的 方程 . 因而 阶 数 低 于 4 的 曲线 
没有 三 重点 .五 阶 线 的 三 重点 不 能 多 于 一 个 ,否则 将 有 交 五 阶 线 于 

六 个 点 的 直线 .六 阶 线 有 两 个 三 重点 ,这 是 可 以 的 ， 


$ 302 


如 果 方 程 的 形状 为 

Plx-p) +QO(x-pPly- gq)+ (テーp)2(yーo)2+ 5S( テ ー 
p(y-gq + T(y- gq}=0, 
则 六 为 曲线 的 四 重点 .有 四 重点 的 最 简单 的 曲线 是 五 阶 线 , 作 阶 
线 或 更 高 阶 线 可 以 有 两 个 四 重点 . 类似 地 ,我 们 可 以 列 出 以 点 用 
为 五 重 或 任何 重点 的 曲线 的 通用 方程 . 
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如 年 点 型 是 二 重 .三 重 .或 任何 别 的 重 数 的 重点 , 则 点 处 
円 199 a 


必定 :或 者 重 数 那 么 多 条 分 支 相 习 或 相 切 ;或 者 相 允 分支 的 条 数 少 
于 重 数 ;而 有 一 个 或 几 个 共生 点 .具体 的 ,可 用 前 而 讲 过 的 方法 确 
定 . 也 即 ,将 函数 P,0Q, 有 R,S,… 中 的 x4 和 7 换 为 p 和 49, 而 将 了 -> 
和 和 7- 了 7 换 为 和 t, 借 助 这样 得 到 的 方程 ,我 们 就 可 以 确定 曲线 在 
点 及 处 的 状态 及 在 点 处 相交 的 各 分 支 的 切线 ， 
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第 十 四 章 
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前 章 我 们 考察 了 曲线 各 点 处 指示 方向 的 直线 ,进一步 ,现在 我 
们 考察 曲线 , 它 比 原 曲线 简单 得 多 , 它 的 一 部 分 与 原 曲线 靠 得 很 
近 , 至 少 有 很 小 的 一 段 与 原 曲 线 相 合 . 这 样 从 简单 曲线 的 性 质 可 以 
得 到 原 曲 线 的 性 质 .这 类 似 于 对 伸 向 无 穷 分 支 的 考察 方法 . 先 考虑 
和 邹 线 ,再 进一步 考虑 比 原 曲线 简单 的 曲线 , 它 更 埋 近 原 曲线 ,不 只 
是 相 切 ,硬是 相合 .而 条 曲线 的 这 种 关系 叫 密 切 . 
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设 给 了 直角 坐标 x,y 间 的 一 个 方程 ,曲线 如 图 55 所 示 . 我 们 
来 考虑 靠近 点 ME 的 极 小 的 一 部 分 Mm 的 性 质 ,确定 了 横 标 AP = x 
和 纵 标 PW = y 之 后 ,在 新 轴 MR 上 职 极 小 的 横 标 Mg = 1 纵 标 gr 
= .这 样 我 们 有 x =p+t,y=g+ 届 .将 这 两 个 值 代 人 人 xy 间 方 
程 , 得 
”20f ・ 


0O= At+ But CF + Dit Eu tt FO + Hut 
它 表 示 同 一 曲线 关于 轴 MR 的 性 质 . 由 于 新 坐标 1,w 极 小 ,所 以 
前 两 项 以 外 的 项 ,与 前 两 项 相 比 ,都 可 视 为 无 窍 小 ,都 可 上 略 去 . 
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系数 A,B 不 同时 为 零 时 ,去 掉 其 余 的 项 ,得 方程 0= 44+ Bu， 
它 给 出 的 直线 在 点 所 外 与 曲线 相 切 ,与 曲线 点 用 处 的 方向 相同 . 
这 样 我们 有 8: qu = B: -4.4, 召 已 给 ,因而 曲线 上 点 7 处 切线 
Mr 的 位 置 已 知 ,现在 我 们 来 看 看 ,至 少 是 在 短 星 离 之 内 ,曲线 Mm 
对 直线 MW 的 偏离 .为 此 我 们 取 法 线 MN 为 轴 , 并 从 点 mw 引 直 角 纵 
标 mr. 令 Mr = 了 ,rm =;; 则 


ーー 
知 了 与 上 及 站 比较 为 无 穷 小 , 且 vr 与; 比较 也 为 无 穷 小 ,这 是 因为 
3 为 ta 的 一 次 函数 ,而 > 用 tu 的 二 次 或 更 高 次 震 表 示 . 
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如 果 我 们 不 略 去 二 次 部 分 C2 + Du + 瑟 2 ,只 略 去 它 后 面 的 
项 ,那么 结果 会 更 靠近 曲线 Mm. 此 时 我 们 得 到 xg 间 的 方程 
— At- Bu = C+ Div + Fr. 
把 前 节 求 得 的 1 和 值 代 入 该 方程 ,得 
+ 
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(4 だ リー お カー24PC + 2ABE)rs 
ーー 4 十 有 
， ( 47 お - ABD + BIC)s’ 
42+ BB 
出 r 与 s 比较 六 无 穷 小 知 , rr 得 rs 与 s* 比较 可 赂 去 .这 样 我 们 得 
到 | 
っ (42+ Prva +B 
4BD+EPC 
该 方程 表示 的 曲线 与 原 曲 线 在 点 于 处 密切 . 
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也 即 所 给 曲线 的 极 短 的 一 段 弧 Mm ,与 轴 为 Mn ,参数 为 

( 42 + Bi) 42+ が 

AE-ABD+ BC 
的 抛物 线 的 顶 重 合 .我 们 称 该 抛物 线 顶 点 处 的 曲率 为 所 给 曲线 点 
着 处 的 卓 率 .曲线 中 圆 的 曲率 我 们 最 清楚 ,各 点 相同 ,都 与 自己 的 
半径 成 及 比 . 因 而 用 与 晶 线 有 着 相同 曲率 的 加 ,来 定义 晶 线 的 曲 
率 , 最 为 方便 .通常 称 这 种 圆 为 密切 图. 因此 我 们 要 求 出 这 样 的 图， 
它 的 曲率 等 于 抛物 线 顶 点 处 的 曲率 .我 们 就 用 这 个 圆 来 代替 密切 
拡 物 袋 . 
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为 了 求 出 这 样 的 圆 ,我 们 视图 的 曲率 为 未 知 数 , 并 照 前 而 的 方 
法 用 拖 物 线 的 曲率 表示 它 . 这 样 我 们 就 可 以 反 过 来 用 密切 男 代 共 
密切 抛物 线 . 假定 所 给 曲线 Mm 是 半径 为 a 的 圆 ,其 性质 由 方程 
y=2as 一 + 表示 . 取 AP=p,PM=g, 得 gi=2op -np2. 令 
ロート 


+ 3 ・ 


得 方程 

の "+22g + wu =2ap +2at — pi- 2pt - 1", 
出 于 9 二 2ap ~ 户 , 该 方程 化 简 为 

0=2at —2pt —-2gqu — £2 ~ ui. 
与 前 面 的 方程 相 北 较 ,得 

A=2a-2p,B= -29,0= -1,D=0,E= -1, 
从 面 

A+ B=4(0 -2ap + p+ g)=40., (A + BV 42 B= 

ga’, 

AE- ABD+ BC= -A -B= -40°. 
由 此 得 知 半径 为 a 的 圆 密切 抛物 线 交 = 2ar 于 顶点 .反之 ,如 果 曲 


线 有 密切 抛物 线 2 = 5r, 则 该 曲线 有 半径 = 方 b 的 密切 四 ， 
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前 面 我 们 已 经 求 出 了 曲线 Mm 的 一 条 密切 抛物 线 
2 (4+ By A t+ BY 
A*E- ABD + B°C 
清楚 地 ,该 曲线 在 点 于 处 的 曲率 等 于 半径 为 
(A BV 42+ PB’ 
(CAE - ABD + BPC) 
的 圆 的 曲率 .也 即 ,该 表达 式 给 出 密切 隔 的 半径 .密切 车 的 半径 , 通 
常 称 为 密切 半径 ,也 称 为 曲率 半径 .这 也 就 是 说 ,从 给 定 的 x,y 同 
的 方程 ,我们 可 以 推出 +,w 间 的 方程 .从 zx 间 的 方程 ,我 们 立即 
可 以 求 出 曲线 在 点 于 处 的 密切 半径 ,也 即 点 时 处 密切 于 曲线 的 
圆 的 半径 .去 掉 ょ rw 间 方 程 中 ta 次 数 和 大 于 2 的 项 ,得 如 下 形状 
的 方程 
让 204 キ 


0= d+ Bet C+ De + Ew, 
从 该 方程 求 得 密切 半径 


_ (A+BOVA+HB 
HAE ABD + BB:OY 
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这 里 有 一 点 不 确定 , 即 V 42+ 刁 可 正 可 负 , 因 而 密切 半径 表 
达 式 可 正 可 负 .也 即 曲线 的 向 点 入 的 一 因 可 凸 可 四 .为 了 变 这 不 
确定 为 确定 ,我 们 应 该 弄 清 曲线 上 点 m 是 在 切线 艇 , 的 AN 一 向， 
还 是 在 切线 的 另 一 侧 . 前 -- 情 况 下 曲线 的 疝 N 面 为 四 ,密切 加 加 
心 在 直线 MN 上 ,后 一 种 情况 下 ,圆心 在 直线 NM 的 延长 线 上 ,在 
点 型 之 外 .可 见 , 弄 清 gm 是 短 于 还 是 长 于 wi, 不 确定 性 即 完全 排 
除 . 短 于 , 则 人 曲线 的 向 W 而 为 四 ,长 于 , 则 曲线 的 向 N 面 为 晤 . 
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但 ge = - 从, gm = uw, 我 们 须 弄 清 - 谷 比 大 还 是 比 4 小 . 


pg 很 得 , 令 mp =g, 旭 = 滞る 。 代 人 tu 回 方 程 , 得 


2 2 
0= - By + CF — A -Dw + a + + Eo 


该 表达 式 中 心 比 ょ 小 很 多 ， 略 夫 合 jw 和倉 ww 的 项 ， 得 
= (BC— ABD+ A を 


再 3 
当 
BOC- ABD A2E 或 4E-4BD+ が C 
再 3 ぢ 
3 205 四 


光正 时 ,ww 为 正 ,曲线 向 让 的 一 面 为 四. 如果 m 为 负 , 则 曲线 向 六 
的 一 面 为 凸 . 
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为 了 更 清楚 起 见 ,我 们 对 可 能 遇 到 的 几 种 情形 分 别 进 行 讨论 . 
先 设 下 =0, 此 了 时 纵 标 钱 PM 是 曲线 
Mm 的 切线 ,密切 半径 为 光 :. 曲线 如 
图 57 所 示 ,凹面 对 RR, 还 是 相反 ,由 
面 对 ,这 可 从 方程 0= 4+ 2+ 
pg + Ew? 判定 .事实 上 ,由 用 = ニカ 
qm = 知 ,与 & 相 比 较 : 为 无 穷 小 ， 
与 只 相 比 较 , 赂 去 含 2 的 项 ,得 
邊 + Bu? = 人 0. 由 该 方程 我 们 看 到 , 系 


A 
数 4, 正 反 号 , 即 生 为 负 时 ,曲线 四 图 


面向 RR. 如 果 系 数 4,E 同 号 ， 各 为 


正 , 则 曲线 在 切线 的 另 一 便 ， 此 时 应 该 柄 标 t 为 负 ,对 应 的 纵 标 gm 
才能 为 实数 . 
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设 切 线 用 : 倾斜 于 轴 4P ,或 倾斜 于 平行 于 轴 的 直线 ,如 8 286 
图 55 所 示 . 此 时 角 RM 为 锐角 ,法 线 MN 与 轴 的 交点 位 于 PP 右 . 


这 种 情况 下 横 标 :对 应 正 的 纵 标 ,因此 系数 4,B 蜂 号 , 分 数 人 
为 负 , 我 们 知道 ,这 样 的 情况 下 ,如 果 
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AE-ABD+ BC 
Ba 


为 正 ,或 ( 因 台 为 负 ) 
A:E- ABD + BIC 
A 


为 抽 , 则 曲线 四 面向 NW. 上 反之 ,如 果 
A2E- ABD + BIC 


B 
2 アー ABD + BC 
4 
为 正 , 则 曲线 凸 面 揣 站. 两 种 情况 下 ,密切 半径 都 
(A2+ BW 42+ PB 
HAE- ABD + BC) 
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设 4=0, 则 如 图 58 所 示 , 直 线 4 下 平行 于 轴 , 并 为 曲线 的 切 
线 , 与 + 比较 ,uw 为 无 穿 小 ,由 此 得 0= A の p 
Bu+ COP. 可 見 B,C 同 号 , 刀 BC 为 正 全 


时 ,za 应 该 为 负 , 因 面 曲线 凹面 向 点 

也 .根据 前 面 导 出 的 规则 ,4 =0 时 W 

与 P 重合 .此 时 密切 半径 = 六 .切线 

与 轴 的 交点 位 于 P 右 时 {图 59), 前面 

所 给 出 的 规则 依然 通用. 此 时 曲线 四 4 
面 还 是 凸 面向 N, 由 表达 式 


A2E- ABD + BC 
B 
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的 正 负 决 定 , 密切 半径 依然 都 


(A + BY 42 + B* 


2{A2E ~ ABD + の C) 
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设 纵 定 的 曲线 为 椭圆 ,图 60 上 是 第 一 象限 部 分 ,中 心 为 4, 横 
半 轴 4D = e, 与 它 共 三 的 半 と 
轴 4C = 8. 置 机 标 x 于 轴 4D 
上 ,并 从 中 心 4 计算 起 ,得 粒 
图 方程 

ロタ + bap. 

任 取 横 标 4P = p, 记 对 应 纵 
标 PM = g ,得 

gg + bp = a2b?. 

今 x=p+ ち y=g+ ィ pg, 得 图 60 
C202+2e2gu + on + Bip+2bpt + が だ ニム g 


A 
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或 

bpt +2a gu 上 が だ gg =0. 
首先 由 于 +,w 的 系数 为 正 ,法 线 MN 交 轴 于 P 点 之 左 , 又 由 于 4 = 
2b*p,B =2a2g ,我们 有 

PM: PN=- B:A= a’g:bp, PN = 82， 

リコ 

再 由 于 人 = 把 ,D=0,E = oa, 我 们 有 

A2E— ABD+ EC _ a 5°(a? + Pp _ 4e が 

2g*g 2a2g 

该 表达 式 为 正 , 这 表明 则 线 四 面向 N. 
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由 
A+B=4(atg:+ Bp’), AE - ABD + BC=4at pt 


得 密切 半径 = (e+ の)3 介 


atht 


4_2 
MN = q+ Ee, 
并 


EF bp = 2° MN, 
2 AT3 
进而 密切 半径 等 于 全 .如 果 从 中 心 4 向 法 线 MN 引 垂 线 40， 


从 面 


の 
那么 由 于 AN =p ~ 也 于 和 三 角形 MNP ,ANO 相似 ,得 


人 I 中 3 
NO= Lp -bp 
a MN 
2 2 2 2 2 
MO=NO+ MN= tbp 6 
a MN NN"' 


9 ・ 


从 而 MN = 二, 继而 密切 半径 = 所 与 .该 表达 式 对 轴 4D 和 4C 都 
适用 
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知道 了 曲线 每 点 处 的 密切 半径 , 划 线 的 性 质 也 就 完全 清楚 了 . 
事实 上 ,如 果 曲 线 被 分 成 尽 可 能 小 的 部 分 ,每 一 部 分 就 都 可 以 看 成 
以 本 部 分 的 密切 半径 为 半径 的 圆 弧 .这样 我 们 就 可 以 相当 精确 地 
画 出 曲线 .方法 是 ,得 到 了 曲线 通过 的 许多 点 之 后 ,对 等 一 点 依次 
求 出 切线 .法 线 和 密切 半径 .那么 位 于 两 点 之 间 的 这 些 很 小 的 部 
分 ,就 可 以 用 圆规 画 出 .点 取得 越 多 ,舍得 越 近 , 用 这 种 方法 画 出 的 
曲线 就 越 精 确 ， 
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因为 $286 图 55 上 过 点 路 的 一 小 段 曲 线 ,与 密切 圆 的 一 段 弧 
重合 ,所 以 不 只 整个 Mm ,而 且 连 上 Mn 的 这 一 段 , 些 率 相同 . 事实 
上 上 ,由 于 描述 曲线 很 小 部 分 Mm 的 方程 ,是 坐标 Mr = r, ms = 间 
的 和 = ar, 所 以 每 个 极 小 横 标 是 = r 都 对 应 由 方程 决定 的 两 个 级 
标 , 一 正 一 负 . 因 而 曲线 同时 间 wn 和 m 两 个 方向 延伸 ,在 密切 半径 


っ 为 有 限 值 处 ,在 小 范围 内 ,每 点 两 便 曲率 都 相同 . 此 时 曲线 不 


会 急剧 改变 ,不 会 出 现 尖 点 ,也 不 会 赂 ;部 分 凸 面 向 六 ,而 Mim 部 
分 凹面 向 パ . 曲 銭 上 際 側 一 凸 一 凹 前 点 叫 掲 点 , 或 反 向 硝 上 曲 点 . 密 
切 半 径 为 有 限 值 的 点 , 既 不 能 是 尖 点 ,也 不 能 是 拐点 . 


”210 ， 
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从 i,u 辣 方 程 
0= + But Ot+ Dt Bet Pet Gu Hs + 

我 位 状 得 密切 半径 

(A2+ BI A + BB: 

AE-ABD + BC) 
显然 ,如 果 4? 瑟 -4BD+ 斑 和 =0, 则 密切 半径 为 无 穿 ， 即 密切 图 成 
为 直线 ,曲率 为 堆 , 曲 线 在 一 点 两 便 的 两 小 部 分 在 同一 直线 上 ,为 
对 此 情况 下 的 直线 进行 详细 考察 ,我 们 对 i+ GPw + Hs* + lu 
也 作 代 换 


= ー Ar+ Bs ,= ー ds —.Br 
与 rv d+ 比较 , 含 7 的 后 继 项 都 可 和 扰 略 ,去 掉 它 们 ,得 方程 
rvA*+B =a + B+ Ys + + 
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眼前 面 一 样 ,从 该 方程 我 们 立即 得 到 密切 半径 = 入 土 所， 


但 e =0 时 这 密切 半径 为 无 穷 . 为 更 准确 地 考察 曲线 性 质 , 取 后 继 
项 房 3, 得 rv42+ 到 = 所 80 时 ,与 房 3 比较 ,7s4,855, 都 可 
去 .这 样 点 再 处 密切 曲线 的 方程 为 
rv A B= Bs 
从 这 个 方程 ,我 们 可 以 确定 曲线 在 点 于 附近 的 形状 . r 取 负 值 时 ， 
对 应 的 维 标 * 也 为 负 , 因 而 在 点 于 附近 曲线 mM 为 蛇 形 ,如 图 61 
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所 未 ,也 邯 点 型 为 指点 . 
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如 果 。 为 等 ,8 也 为 党, 则 曲线 在 点 型 附近 的 性 质 由 方程 
rw A Bl = Ys 

描述 ,由 该 方程 使 每 个 模 标 r 

对 应 两 个 级 标 *, 一 正 一 负 ， 
知 曲线 的 两 部 分 Mn 和 x 加 

在 切线 的 同一 俩 ,如 图 62 所 

示 . 如果 a,8,?y 都 为 等 , 则 曲 

线 在 点 对 附近 的 性质 由 方程 


rw A + Bi = 8 


描述 ,曲线 又 以 点 MM 为 拐点 ，” 和 
如 图 61 所 示 . 如 果 8 也 等 于 団 の 
零 , 则 方程 为 

,VR es, 


曲线 又 如 图 62 所 示 ,没有 指点 .一 般 地 ,如 果 s 的 指数 为 奇数 ,出 
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曲线 在 点 处 有 一 个 拐点 ;如 果 * 的 指数 为 偶数 , 则 曲线 在 点 时 处 
没有 拐点 ,如 图 62 所 示 . 
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我 们 讨论 了 点 蜡 为 单 重 点 的 情形 , 即 方程 

0= d+ But C+ De + Ew t+ FE + 
中 系数 4,B 不 同时 为 零 的 情形 . 如果 4,B 都 为 零 , 则 曲线 有 两 个 
或 更 多 个 分 支 在 点 及 处 相 变 ,如 图 56 所 示 . 这 时 应 该 像 前 面 做 过 
的 那样 ,分别 对 上 及 点 处 每 个 分 支 的 曲率 和 性 质 进 行 考 察 , 设 某 个 
分 支 的 切线 方程 为 mz + nu = 0. 我 们 来 求 该 分 支 的 坐标 r,s 间 方 
程 .+ 取 在 法 线 MN 上 ,与 比较 ,r 为 无 穷 小 . 因 面 我 们 令 
-mtn -mm 
™ mitn “Ty m+ ne 
代入 方程 ,并 去 掉 与 保留 项 想 比 较为 无 穷 小 的 项 ,那么 ,对 为 二 重 
点 时 得 方程 

rs = 0 + + Ys + Bs + 
于 为 三 重点 时 得 方程 

r= as 十 Bs + + 

类 推 . 这些 方程 都 可 以 化 为 


r=as t+ i + Yt + 8 + 


{= 


$ 324 


从 该 方程 我 们 看 到 ,所 考虑 的 分 支 在 点 MM 处 的 密切 半径 为 
让 ,9 为 零 时 它 为 无 穷 大 .此 时 表示 曲线 性 质 的 方程 或 为 = Ri， 


或 为 r= ys4, 或 为 r= 55,…. 中 前面 一 样 ,从 这 些 方程 可 以 断定 点 
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对 处 有 无 拐点 ,s 的 指数 为 麻 数 时 有 抛 点 ,为 偶数 时 没有 . 各 分 支 
切线 不 同时 ,应 该 对 过 好 的 每 一 个 分 支 进行 这 样 的 判断 、 
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如果 点 于 处 两 条 或 更 密 条 切线 重合 , 则 应 换个 方式 进行 讨 
论 . 设 4,B 都 为 零 , 即 方程 汐 
0= CF + Dew + Bu + Fit Gu + , 
且 表 达 式 G72 + Dew + Eu? 的 两 个 线性 因 式 相等 , 即 点 对 处 相交 的 
两 个 分 支 有 共同 的 切线 . 设 
C+ Du + Bal = {Cm + nw). 


参见 图 55 ,我 们 变 +1,w 间 方 程 为 Mr = ,mm = s 间 方 程 .为 此 , 令 


i +m i 
一 时 一 用 
m+ nz vmitn’ 


得 方程 
r= arg2 十 B+ Yr + Ost + erst + t+ 


与 第 一 项 ~ 相 比 较 , 略 去 了 r 的 次 数 大 于 1 的 项 . 
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与 』 相 比较 为 无 穷 小 , 因而 与 项 A3 相 比 较 , 别 的 项 都 可 略 
去 .这 样 ,只 要 8z0, 因 线 在 点 于 附近 的 人 性质 就 由 方程 岂 = B? 描 


过 -由 =sV 夯 = 92 呈 , 知 点 呆 处 窗 切 半径 为 具 / すま ,进而 由 必 
处 ; 可 忽略 , 知 密切 半径 为 零 .因而 点 M 处 曲率 为 无 穷 大 ,也 即 点 
が 处 的 这 自 曲 线 是 无 穷 小 圆 的 一 部 分 .由 反 号 时 * 不 变 , 知 虹 线 
以 开 点 为 尖 点 , 且 被 公 切 线 1 分 为 Mr， 用 x 两 部 分 ,两 部 分 都 上 
面向 Mz, 見 団 63. 
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如果 #=0, 井 8s* 在 方程 中 出 现 , 且 与 85? 相 比 較 , yrs* 略 去 , 
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则 曲线 在 点 用 附近 药性 质 ,由 方程 デュ cs + 6s" 表示 .a* < -48 
时 ,有 复 因 式 , 玉 点 妨 共 弧 点 .e^> -48 时 ,方程 分 解 为 r= rr 


= 8 此 时 点 赣 处 两 个 分 支 相 切 ,密切 半径 分 别 为 天 和 元 如 果 


这 两 个 分 支 是 面 朝向 相同 , 则 曲线 形状 如 图 64 所 示 , 为 丙 条 内 切 圈 
弧 ; 如 果 四 面 朝 向 相反 , 则 曲线 形状 如 图 的 所 示 ,为 两 条 外 切 圆 弧 . 
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如 果 8 也 可 略 去 , 则 方程 或 者 能 够 或 者 不能 够 分 解 成 另外 两 
个 方程 .能 够 时 ,得 到 在 点 用 处 相 切 的 两 个 分 支 ,其 性 质 都 由 状 如 
r= as 的 方程 表示 .种 类 数 等 于 以 型 为 单 重点 的 分 支 的 两 两 组 
合 数 . 称 包 含 在 方程 r = as 中 的 这 种 分 支 为 一 阶 分 支 .不 能 够 时 ， 
则 表示 曲线 性 质 的 方程 ,或 者 为 パ = as’ ,或 者 为 广 = os" ,或 者 为 
天 = as?, -这 类 分 支 ,包括 前 面 讨论 过 的 下 = as3 ,都 叫 二 阶 分 支 . 
它们 中 的 每 一 个 都 相当 于 在 点 于 处 有 公 切 线 的 两 个 分 支 .二 阶 分 
支 的 形状 都 如 图 63 所 示 , 即 都 同 于 方程 = as 所 表示 的 , 在 点 
型 处 有 尖 点 .但 有 一 点 厅 同 , 形 点 处 的 密切 半径 ,方程 デニ = es? 的 
为 无 穷 小 ,而 其 余 的 方程 的 都 为 无 穷 大 .事实 上 ,从 方程 = as? 


得 ァ = VG, 从 而 点 形 处 的 密切 半径 为 一 一 ， 因 s =0, 这 密切 
[| 
半径 为 无 穷 大 . 
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如 果 变 于 点 型 的 三 个 分 支 的 切线 重合 ,那么 在 点 开 , 或 者 三 

个 一 阶 分 支 相 切 ,或 者 一 个 二 阶 分 支 与 一 个 一 阶 分 支 相 切 ,或 者 只 

有 一 个 三 阶 分 支 通 过 .表示 三 阶 分 支 的 方程 为 = us4,r3 = as5 rs 
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=as ,二 ast,…. 通 用 方程 为 "> = as",n 为 大 于 3 但 不 被 3 整除 
的 整数 . 这些 分 支 的 形状 , n 为 奇数 时 ,村 为 拐点 ;nm 为 偶数 时 ,如 
图 包 所 示 ,时 不 是 拐点 .此 外 ,这 些 曲 钱 在 点 三 处 的 密切 半径 ,nm 
<6 时 为 无 穷 小 ,n >6 时 为 无 窃 大 . 
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类 介 地 ,如 果 交 于 点 对 的 四 个 分 支 的 切线 相 重 会 ,那么 在 点 
果 , 或 者 四 个 一 阶 分 支 ,或 者 两 个 一 阶 分 支 和 一 个 二 阶 分 支 ,或 者 
两 个 二 阶 分 支 , 或 者 一 个 一 阶 分 支 和 一 个 三 阶 分 支 相 切 , 最 后 过 点 
前 的 或 者 只 是 一 个 四 阶 分 支 .四 阶 分 支 的 通用 方程 为 r+ = as”,n 
是 大 于 4 的 奇 整数 .这 些 方程 都 像 图 63 上 二 阶 分 支那 样 ,给 出 一 
个 尖 点 ,大 处 的 密切 半 么 ,nn <8 时 为 无 穷 小 ,n >8 时 为 无 穷 大 . 
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可 以 类 似 地 对 五 阶 和 更 高 阶 分 支 进 行 考察 .5 阶 ,7 阶 ,9 阶 ， 
和 一 切 奇 阶 分 支 ,其 形状 都 类 似 一 阶 分 支 , 或 者 有 一 个 拐点 ,或 者 
没有 拐点 .6 阶 ,8 阶 和 一 切 惕 阶 分 支 , 其 形状 都 跟 2 阶 和 4 阶 分 支 
一 样 ,如 图 63 所 示 ,在 哮 处 有 一 个 尖 点 .至 于 密切 半径 ,因为 这 些 
弧 的 方程 都 为 "= as", 其 中 > mm, 显 然 n<2m 时 为 无 穷 小 ,nm > 
2m 时 为 元 窃 大 . 
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这 样 我 们 可 以 把 曲线 分 为 三 种 类 型 .一 、 有 连续 曲率 , 径 无 拐 

点 ;也 无 尖 点 .首先 ,密切 半径 处 处 为 有 限 值 的 曲线 , 属 此 类 型 .其 

次 ,密切 半径 为 无 穷 大 或 无 穷 小 ,但 不 影响 曲率 连续 ,这 样 的 曲线 
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也 属 此 类 型 .例如 ,方程 wm = s" 表示 的 曲线 就 是 ,这 里 mm 为 奇 
数 ,n 为 大 于 mm 的 偶数 . 二 、 有 一 个 拐点 ,密切 半径 或 为 无 穷 大 ,或 
为 无 穷 小 ,方程 为 ar = "m,n 都 是 奇数 , 且 n> mw. 密切 半径 ,n 
>2m 时 为 无 穷 大 ,n <2m 时 为 无 穷 小 .三 有 一 个 尖 点 . 尖 点 处 两 
分 支 是 面相 向 ,会合 、 相 切 并 终止 ,方程 为 am = 記 , 其 中 m 为 侦 
数 ,n 为 奇数 ,密切 半径 或 为 无 穷 小 ,或 为 无 穷 大 . 
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曲线 连续 延伸 ,其 可 能 的 形状 不 外 这 三 种 类 型 ,首先 ,连续 曲 


1 


图 的 图 好 


线 的 一 个 分 支 不 能 构成 图 66 上 点 C 处 的 右 限 角 ACB. 其 次 ,由 于 
在 尖 点 处 两 个 分 支 凸 面相 向 ,所 以 不 能 有 图 67 样 的 尖 点 ,该 尖 点 
处 ,分 支 4C 和 BC 有 公 切 线 , 但 4C 的 凹面 迎 着 BC 的 凸 面 。 凹 面 
迎 鼎 面 表 明 曲 线 的 这 部 分 没 画 全 . 如 果 根 据 方 程 把 它 画 全 了 , 它 的 
形状 应 该 如 图 64 所 示 .L'Hospital 称 图 67 上 那样 的 尖 点 为 第 二 类 
尖 点 ,有 方法 画 出 具有 这 种 尖 点 的 曲线 . 应 该 指出 ,一 个 方程 所 搬 
述 的 曲线 ,用 工具 所 能 画 出 的 常常 只 是 它 的 一 部 分 , 面 不 是 整个 曲 
线 .指出 的 这 一 点 可 避 开 关于 第 二 类 尖 点 的 争论 . 
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尽管 像 是 有 理由 说 第 二 类 尖 点 不 存在 ,但 有 第 二 类 尖 点 的 代 
数 曲 线 ,我 们 可 以 举 出 无 穷 多 ,其 中 甚至 有 四 阶 线 .例如 方程 
y -2y x -4yx:— =0 
表示 的 就 是 .该 方程 产生 于 y =Yx + Mx, 员 然 第 一 项 为 /x ,但 它 
的 符号 是 确定 的 ,必须 为 正 ,否则 第 二 项 Y 22 =V x vx 为 虚数 .这 
个 例子 启示 我 们 ,应 该 对 前 面 举 过 的 一 些 例 子 作 认真 的 考察 
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如 果 两 个 分 支 于 点 有 于 处 有 公 切 线 , 则 如 § 327 图 64 所 示 ,从 
点 型 伸 出 四 段 驱 ,部 Wn ,和 ,Min, 胞 .两 分 支 由 不 同 的 方程 刻画 
时 ,显然 , 属 同一 方程 的 两 段 ,一 段 为 另 一 段 的 延伸 ;两 分 支 由 同一 
方程 刻画 时 , 弧 Mn 的 延伸 , 距 可 为 of, 亦 可 为 nlf .由 于 弧 Mm 和 
jo 的 延伸 都 可 以 为 哮 n ,所 以 Mn 与 希 互 为 对 方 的 延伸 . 因 面 ， 
与 任何 另外 两 对 弧 一 样 , mM , 帕 : 也 可 视 为 一 条 连续 曲线 . 这 时 点 
放 处 有 两 个 第 二 类 尖 点 ,ml 和 mit， 
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前 节 所 讨论 的 分 支 ,个 数 为 2, 它们 于 点 对 处 相 切 ,无 拐点 ， 
不 构成 尖 点 , 且 由 同一 方程 刻画 .这 分 支 个 数 可 以 更 多 ,只 要 它们 
相 切 于 点 笛 , 且 由 同一 方程 刻画 ,它们 中 的 每 一 个 就 都 可 视 为 其 
他 任何 一 个 的 延伸 . 当 r,s 间 方 程 为 
a ym ay + Fr =0 
时 ,情况 就 是 这 样 . 此 时 分 支 由 oem = Br 表示 ,从 点 尾山 央 的 四 
段 弧 中 ,任何 两 段 都 可 视 为 连续 曲线 .这 样 我 们 就 得 到 许多 第 二 类 
尖 点 .也 邵 对 延伸 的 讨 抬 ,有 时 联系 到 第 二 类 尖 点 ,但 考虑 的 不 是 
方程 表示 的 整个 曲线 , 面 只 是 一 个 或 几 个 分 支 . 
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我 们 讨论 过 ,二 阶 线 至 少 有 一 条 正 交 直径 , 它 分 整个 曲线 为 相 
似 且 相等 的 两 部 分 .抛物 线 只 有 一 条 这 样 的 直径 ,因而 它 由 相似 且 
相等 的 两 部 分 组 成 . 椭 史 和 双 曲 线 各 有 两 条 这 样 的 直 名 ,都 相交 于 
中 心 成 直角 , 因而 这 两 种 曲线 都 被 分 成 四 个 相等 且 相 似 的 玻 或 分 
支 .过 圆心 的 直线 都 分 较为 相等 日 相 似 的 两 部 分 ,又 等 纺 所 对 的 强 
相等 且 相 似 , 央 而 圆 有 无 穷 多 个 相等 且 相 似 的 部 分 . 
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现在 我 们 考察 一 个 曲线 的 两 个 或 更 多 个 部 分 的 相似 ,导出 这 

种 其 有 两 个 或 更 多 个 相似 部 分 的 曲线 的 通用 方程 .. 先 考 感 直角 上 坐 

标 *,y 周 的 方 程 , 垂 真相 次 隆 C 的 直线 4B, EF 将 整个 平面 分 为 

如 图 68 所 示 的 0 ,下 ,5S ,7 了 四 部 分 . 和 区， 都 取 正 值 时 得 曲线 的 0 中 

部 分 ;x 正 y 负 , 得 曲线 的 中 中 部 分 ;yx 负 y 正 ,得 曲线 的 3 中 部 
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图 68 
分 ;最 后 x ,y 都 负 时 ,得 曲线 的 了 中 部 分 . 
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如 归 换 y 为 - y 方程 不 变 , 则 曲线 的 0,R 中 部 分 相等 且 相 

似 .y 的 侦 次 禹 具有 这 种 性 质 . 可见, 如 果 方 程 不 合 y 的 奇 次 午 , 则 

曲线 的 ,RR 中 部 分 相等 且 相 似 . 横 标 CP = x 所 在 的 直线 AB 是 这 
种 曲线 的 直径 .具有 这 种 性 质 的 代数 曲线 ,其 通用 方程 为 

O=at+ tity + + er + Coy + m+ ey + ey + 


可 称 该 表达 式 为 x 和 入 的 有 理 函 数 .如 果 Z 为 x 和 六 的 有 理 消 
数 , 则 方程 Z=0 表示 的 曲线 被 直线 4B 分 成 相似 且 相 等 的 两 部 
分 ,这 种 曲线 的 5, 了 中 部 分 也 相等 且 相 似 ， 
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换 * 为 - x 方程 不 变 , 册 该 方程 表示 的 曲线 的 0,S 中 部 分 相 
等 县 相似 , 因而, 如果 Z 是 2 和 y 的 有 理 雷 数 ,由 方程 =0 表示 
的 曲线 被 直线 EF 分 成 相等 且 相 似 的 两 部 分 .这 种 曲线 ,其 方程 的 
形状 为 
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QO=g+By + yr + oy + ey +t H+ m+ Wy + ey + 


该 方程 表示 的 曲线 ,5 中 部 分 与 9 中 部 分 相似 且 相 等 ,了 中 部 
分 与 员 中 半分 也 相似 且 相 等 . 
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如 果 同 时 换 x 为 ~<f, 接 yy 为 -7 方程 不 变 , 则 曲线 的 9Q,R 
中 部 分 分 别 与 对 项 的 了 ,S 中 部 分 相似 且 相 等 . 设 Z =0 是 这 样 的 
曲线 的 方程 . 首先, 如果 2 对 x,Yy 都 是 偶 画数 , 或 者 2 是 zy 的 个 
次 齐 次 函数 的 和 , 则 方程 2 =0 具 有 上 述 性 质 .其 次 ,如 果 Z 是 x， 
y 的 奇 次 齐 次 函数 的 和 , 则 x,y 都 换 为 负 时 ,Z 变 为 - GZ. 于 是 由 
Z=0 得 -Z=0. 从 而 0 中 部 分 与 了 中 部 分 ,六 中 部 分 与 8 中 部 分 
相等 旦 相似 .这 样 ,本 节 曲 线 的 通用 方程 有 两 个 .一 个 为 

80=a+ 记 2+ Yry + Oy + ert + by 4 yt + Gry? + yt + mers 
+ 
另 一 个 为 
UO=art y+ yx + Or y+ er + ty + m+ My + er y+ 


$ 341 


因而 ,有 着 相 似 且 相等 两 部 分 的 这 种 曲线 分 为 两 类 ,一 类 是 这 
两 部 分 位 于 一 条 直线 的 两 侧 , 正 交 于 该 直线 的 艾 都 被 该 直线 平分 . 
该 直线 是 曲线 的 正 交 直径 ,§ 338 和 $ 339 讨论 的 是 这 种 曲线 . 另 
一 类 蚌 有 曲线 在 对 顶 的 口 和 了 或 丸和 3 中 的 部 分 相似 且 相等 ,过 点 
C 的 每 一 条 直线 都 将 曲线 务 成 错位 相等 的 两 部 分 . 上 节 讨 论 的 是 
这 种 曲线 . 为 区 别 这 两 类 相等 起 见 , 称 第 一 类 为 直径 相等 , 称 第 二 
类 为 错位 相等 .错位 相等 时 ,有 这 样 一 个 点 C, 过 它 的 弦 被 它 平 分 . 
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称 这 种 点 为 中 心 . 称 错位 相等 曲线 为 有 中 心 , 称 直径 相等 曲线 
为 有 直径 . 
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前 面 讲 了 , 却 数 Z 中 纵 标 y 的 次 数 都 为 偶数 时 ,方程 z=0 表 
示 的 曲线 以 直线 48 为 直径 ; 横 标 x 的 次 数 都 为 偶数 时 , 则 曲线 以 
EF 为 直径 ,如 果 函 数 Z 中 ,xy 两 者 的 次 数 都 为 偶数 , 则 直线 
4B, gr 者 是正 交 直径 .从 面 曲线 的 位 于 0,RR,S,T 中 的 这 四 部 分 
将 相等 旦 相似 .具有 此 种 性 质 的 曲线 ,其 通用 方程 为 

0O=a+ t+ yy + rt + er y+ ty + We + の リキ 
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含 于 该 方程 的 曲线 有 交 于 C 相 垂直 的 两 条 直径 ,4B 和 EF. 
这 些 直线 的 阶 数 ,必定 或 为 2, 或 为 4, 或 为 6,…. 奇 汾 线 不 能 有 相 
垂直 的 两 条 直径 . 再 则 ,由 于 该 方程 含 于 8 340 的 第 一 个 方程 之 
中 ,所 以 这 些 曲 线 也 都 有 中 心 ,这 中 心 为 C, 因 面 过 点 C 向 两 边 延 
利 到 曲线 的 线段 被 点 C 平分 .这 样 ,了 为 丰 和 他 的 有 理 函 数 柑 ， 
方程 Z =0 给 出 的 曲线 有 两 条 直径 . 
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前 面 讨论 了 有 两 条 直径 的 项 线 的 方程 , 现在 我 们 考察 有 多 条 
直径 的 曲线 的 方程 .首先 ,容易 证 明 ,如果 上 曲线 只 有 两 条 直径 , 则 这 
两 条 直径 互相 垂直 .这 是 因为 具有 两 条 直径 的 曲线 ,其 方程 都 含 于 
我 们 刚 求 得 的 方程 之 中 , 假定 某 条 曲线 有 两 条 直径 48. 和 EF, 交 
于 C, 但 不 垂直 ,如 图 的 所 示 . 因为 EC 是 直径 ,所 以 其 两 俩 的 曲 

= うう 14 于 


线 相同 , EC 的 一 全 有 直径 
AC , 另 一 市 必 有 直径 CC ,满足 
角 GCE = 4CP. 美 似 地 , 由 GC 
为 直径 , 知 必 有 性 质 如 EC 的 
直径 到 ,满足 角 CC7 = GCE. 
继而 , 角 ICL = CG 时 ,直线 
LC 次 直径 , 这样 地 继续 下 去 ， 
每 次 我 们 都 将 得 到 新 的 直径 ， 
直 诗 新 直径 与 第 一 直径 4C 重 
合 . 当 角 4CE 与 直角 的 比 为 有 
理 数 时 ,这 种 重合 必定 出 瑰 . 時 69 
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角 4Cg 与 直角 的 比 不 为 有 理 数 时 ,直径 的 数 卢 无 旁 ,此 时 曲 
线 为 圆 , 圆 的 过 中 心 的 每 条 直线 都 是 正 交 直径 . 正 交 直 径 , 指 它 分 
曲线 为 相似 上 且 相 等 的 机 部 分 . 由 前 面 讲 的 可 知 ,代数 曲 线 不 能 有 平 
行 的 两 条 直径 .否则 , 照 前 面 的 作法 将 得 到 间 虹 相等 的 无 数 条 相 平 
行 的 直径 .这 样 一 条 直线 有 天 和 才 个 变 点 | 这 是 代数 曲线 所 
不 能 具有 的 性 质 . 


$ 346 


如 果 一 曲线 有 几 条 直径 , 则 它们 必 相 交 于 同一 点 C, 且 被 等 角 
分 开 , 这 几 条 直径 分 为 两 类 ,交替 出 现 .直径 CG 的 性 和 质 同 于 直径 
C4 ,曲线 取 CC 为 轴 的 方程 , 同 于 取 C4 为 轴 的 方程 , 隔 一 取 一 的 
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直径 C4, C6, CL,… 对 曲线 的 关系 相同 . 同样 地 ,直径 CE, ,… 
对 曲线 的 关系 也 相同 .因此 ,如 果 直 径 条 数 有 限 , 则 角 4CC 除 得 尽 
四 个 直角 , 世 即 和 前 4ACE 除 得 尽 180F ,也 称 180F 为 半圆 , 记 为 x. 
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参见 图 70， 角 4CE = 90P = 廊 *， 这 是 我 们 讨论 过 的 、 有 两 


条 彬 垂直 的 直 衬 的 情形 ,我们 再 次 考察 这 A 
虹 曲 鍼 , 介 政 用 新 活 . 新法 可 用 手 考察 
し N_ 


有 多 条 盲 径 的 曲 銭 . 設 曲 銭 有 病 条 長径 ぁ 
妇 和 EP， 在 曲线 上 任 取 一 点 MM， 面 册 [NA 
这 页 与 中 心 C 的 连 线 CM, 令 CM = z， F 


今 角 ACM = "5， 我 们 求 z, s 间 的 方程 . 
首先 由 直线 4C 为 直径 知 , 换 8 为 -* 

时 ，; 的 范 数 * 应 该 不 变 ， 这 是 因为 取 对 

角 ACM = s 的 负 角 4Cm， 我 们 有 Cm 等 ば 
于 CM. 换 * 为 -=*，x* 的 函数 coss 不変 . 
因 此 , 如果 > 是 coes 的 某 个 有 理 函 数 ， 
则 前 面 的 要 求 将 满足 . 
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宣 横 标 CP = x, 纵 标 PM = y, 则 
了 二 x 者 coss = 


设 以 C4 为 直径 的 曲线 的 方程 为 Z =0, 则 Z 应 该 是 z 和 二 ,或 z 和 和 . 


万 的 有 理 隧 数 , 由 有 理性 ,2 也 应 该 是 x? + 入 和 * 的 有 理 函 数 .和 但 
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是 ;如 果 Z 是 z+ 和 x 的 函数 , 则 Z 就 也 是 六 和 的 函数 , 事 
实 上 , 令 x + y= ;由 Z 应 该 是 x 和 的 函数 , 令 二 =t+**, 则 : 
=y ,那么 ,2 就 是 : 和 x 的 函数 ,也 即 y 和 x% 的 洱 数 .只 要 Z 是 
六 各 x 的 沙 数 ,直线 C4 就 是 曲线 Z=0 的 直径 ,具有 一 条 直径 的 
曲线 的 这 条 性 质 .是 我 们 前 面 已 经 求 了 出 来 的 . 
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依 银 定 ,我 们 的 曲线 有 两 条 直径 4 和 E&F, 因 面 CB 是 性 质 同 
于 C4 的 直径 .如果 直 线 CM = z 以 直径 为 参数 , 则 由 角 BCM 
=XT-8, 措 5 为 x -ss 时 ,s 的 葡 数 z 应 不 变 . sins = sin(x - s), 因 
面 函 数 sins 具有 这 一 性 质 ,但 它 不 满足 前 面 提出 的 条 件 .要 求 我 
们 求 出 这 样 一 个 表达 式 , 对 于 s,s, x - 5, 其 值 相同 .cos2s 满足 
这 一 要 求 

cos2s = cos( — 25) = pose2(rー5). 

因 面 ,如 果 Z 是 z 和 cos2s 的 有 理沙 数 ,Z =0 就 是 具有 两 条 直径 


4B 和 EF 的 曲线 的 方程 .但 coe2s = 二 三 所 ,因而 Z 应 该 是 #2+ 7 
和 x? 72, 或 到 和 人 交 的 函数 ,和 前 面 求 得 的 一 致 
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现在 我 们 考察 具有 三 条 直径 48 ,EF 和 08 的 曲线 ,这 三 条 直 
径 交 于 同一 点 C ,交角 4CE ,ECC, GCB 都 为 60P = x/3, 如 图 71 所 
未 . 隐 一 取 一 和 的 直径 C4 ,C6, CF 有 相同 的 性 质 . 因而 ,如 果 令 CU 
= ャ 角 4CM =s, 则 由 6CM = 了 zx - s, 知 有 曲线 方程 2 =0 中 的 Z 


应 该 是 这 样 的 , Z 为 z 和 某 个 量 避 的 画数 .。 依赖 于 :, 自 换 ;为 
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- :或 子 * -5 时 不 变 , 我 们 取 w= 
cos35 ,因为 

cos3s = cost 一 3$) ニ cos(2rー3s). 
置 坐 标 CP =*, PH =Y, 得 

eds = 
因而 Z 应 该 是 x*?+ yy 和 x? -3xy? 的 有 
理 貴 数 . 
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加 果 人 x+ ォ ッ クニ 5 ー3xy ?= 4; 则 有 三 条 直径 的 曲线 ,其 通 
用 方程 为 
0=a+ 度 + Yu + A + et + Cu + M+, 
它 给 出 x,y 的 方程 
り =e 十 下 (3 十 yr) 十 Je 好 一 了 十 村 (六 十 y+ +， 
圆 的 方程 为 0= a + Br* + 久 ", 图 有 无 穷 多 条 直径 , 圆 也 满足 有 三 条 
直径 的 条 件 .因而 有 三 条 直径 的 最 简单 的 曲线 是 方程 
x = a ta + 
表示 的 三 阶 线 .这 种 三 阶 线 有 三 条 渐 近 线 ,这 三 条 渐 近 线 构成 以 


为 中 心 的 等 边 三 角形 , 旦 都 是 za = 分 状 的 ,属于 前 面 的 第 五 类 . 
$ 352 
如 果 曲 线 如 图 32 所 示 , 有 四 条 直径 ; 4B ,EF, GH, 天 ,它们 交 


・ 227 ・ 


于 一 点 C, 相 邻 两 条 的 交角 都 


为 半 直角 = 才 x, 则 直径 C4， 
CC ,CB ,CH 有 相同 的 性 质 . 令 
CM =z, 角 ACM = s ,我们 应 该 
确定 s 的 一 个 这 样 和 的 函数 , 换 4 
5 为 -。s 或 过 - s, 它 不 变 . 
cos4s 是 这 样 的 函数 .因而 ,如 
果 Z 是 z 和 cos4s 或 人 +7 和 
*4 6202+ 的 函数 , 则 方 
程 2 =0 就 给 出 有 四 条 直径 的 图 了 2 
曲线 , 令 

二 二 
则 了 是 上 和 zz 的 函数 . 令 y= 忆 -zz 则 了 2 是 上 和 9 也 即 达 + 天 和 
好几 的 函数 .也 可 以 确定 Z 为 w+ 和 w++ yy 的 函数 . 
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要 方程 Z=0 表 示 的 曲线 有 五 条 直径 , 则 2 应 该 是 x 和 coeSs 
的 函数 . 取 直 角 坐 标 x,y 时 ,由 
coe5。 = ~ — 10x y+ Syt 
= 5 


得 知 ,Z 应 该 是 
x :+ 和 x 10x y+ Sy 
的 函数 ,从 而 , 除 掉 圆 ,方程 
Oy Sy = og( tt y+ h(x + yh te 
表示 的 五 阶 线 就 是 最 简单 的 有 五 条 直径 的 曲线 ,最 高 次 部 分 的 因 
式 都 为 实 的 ,因而 该 线 有 五 条 浙 近 线 , 围 成 以 C 为 中 心 的 正 五 边 
円 に よい を 
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从 以 上 的 讨论 可 以 看 出 ,一 般 地 ,如 果 了 是 z 和 cosns 的 图 
数 ,或 者 在 查 前 坐标 下 ,了 是 和 + 和 -和 
nn の ュー て Aa ルー 4 


ルー ブ 2 
* 1・2・3・4 1 


的 一 个 有 理 函数 , 则 方程 Z = 0 表示 的 曲线 有 ヵ 条 直径 , 相 邻 直径 
的 夹 角 都 等 于 亚 .或 者 令 


ニタ オタ 
ーー を ntn—-l) pn-2 2 na( ぁ ー1)( ぁ ー2)( ぁ ー3) mー4 
ーー 12 イー チバ 1・2・3・4 5 


O=a++ ywt + e+ tu + + + 
给 出 的 曲线 有 nr 条 直径 . 这样, 我们 可 以 求 出 有 随便 多 少 条 直径 
的 曲线 ,这 些 直 径 交 于 一 点 , 且 相 邻 两 条 的 夹 角 都 相等 . 当然 ,直径 
条 数 确 定 的 代数 曲线 全 都 包含 在 我 们 的 方程 之 中 . 
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有 多 条 直径 的 曲线 ,必定 有 直径 条 数 两 售 那 么 多 相似 且 相 等 

的 部 分 ,例如 ,5 348 图 70, 有 两 条 直径 的 曲线 ,有 4 个 相似 且 相 等 

的 部 分 : 配 , BE ,AF, BF;$ 350 图 71, 有 三 条 直径 的 曲线 ,有 6 个 

相似 且 相 等 的 部 分 :起 , GE ,GB, 了 FB, FH,AH; #352 图 72, 有 四 条 

直径 的 曲线 ,有 8 个 相似 且 相 等 的 部 分 ; AE, AK, CE, G1, BI, BF, 
， 円 220 円 


HF , HK. 相 等 部 分 的 个 数 都 是 直径 条 数 的 两 倍 : 但 是 § 341 我 们 说 
过 ,有 这 样 的 曲线 ,它们 有 相似 的 两 个 部 分 但 无 直径 .下 面 我 们 来 
寻求 这 种 有 相似 且 相 等 部 分 ,但 无 直径 的 曲线 . 
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我 们 从 图 73 上 的 曲线 开始 , 它 的 位 于 对 顶 区 域 的 两 部 分 
AME 和 BKF 相等 .如 果 曲 线 只 有 两 
部 分 相等 , 则 这 两 部 分 必 对 顶 . 从 相 
等 部 分 的 个 数 多 于 2 的 情形 ,可 进 一 
步 看 清 这 一 点 . 像 做 过 的 那样 , 令 
CM =z, 攻 ACM = .显然 , 角 5 和 Fr 
+s 对 应 相同 的 z 值 .因为 角 4C = 
r+z 时 z= CK, 但 CK 应 等 于 CM. 
我 们 要 求 出 使 角 ;和 x + s 有 同 值 的 
表达 式 . ss 是 这 样 的 表达 式 ,因为 
声 5 二 二 (Xx + 5) 从 而 ,如 果 有 ZZ 是 x 和 


tgs' 也 即 2 ェ ア ン 和 和子 的 画数 , 那 人 画 
方程 4 = 0 表示 的 就 是 我 们 所 要 的 曲线 . 令 y = t+, 出 トク この 


(1+ 的 .从 面 了 是 上 和 拓 (1+ 吕 ) ,也 即 上 和 六 的 函数 .结果 与 我 
们 前 面 得 到 的 相同 ， 
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正切 是 分 数 ,为 避免 处 理 分 数 的 麻烦 ,我们 改 用 正弦 和 余弦 . 
由 于 
sin2s = sin2(x + s), cos2s = cos2( +s), 
"230 ・ 


取 了 为 zsin2s 和 oos2s ,也 即 妇 + 人 认 ,2 录 和 巡 - 玉 的 蓝 数 , 则 Z 

=0 即 为 所 求 . 这 里 应 该 指出 ,如 缺少 sin2s 和 cos2s 中 的 一 个 , 则 

曲线 有 直径 .我 们 得 到 Z 应 该 是 x*,y 和 wry 的 函数 ,方程 为 
0=o+ 店 て Py + + et bey + my + By + ey + 


如 果 方 程 中 不 含 > 的 项 ,那么 除 整个 方程 以 *, 得 
0O=Br+tYy+ er + Ey + py + Oy + rr’ + 
这 两 个 方程 都 是 我 们 前 面 已 经 求 了 出 来 的 - 
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现在 我 们 求 如 图 74 所 示 的 ， 
只 会 三 个 相似 且 相 等 部 分 4W， 
BN 和 DL 的 曲线 .从 点 达到 曲线 
作 邻 线 夹 角 相 等 的 三 条 直线 
CM, CN, CL, 则 这 三 条 直线 相 
等 . 因 面 , 令 角 4CM = ; ,直线 CM 


=:z, 那 么 由 角 MCN = CZ= そ 
f ;我们 求 由 * 确定 的 =, 使 前 
r+ 和子 + 
对 应 相间 的 z 和 值 .sin3s 和 cos3s 
对 这 三 个 角 都 有 相同 的 值 . 因此, 如果 2 是 刀 + 认 ,3x2y -人 和 季 
ー3zy* 这 三 个 量 的 有 理 函 数 ,那么 方程 Z=0 就 给 出 所 要 的 所 有 
曲线 . 从 面 这 种 曲线 的 通用 方程 为 
DO=a+RBfz + YF Yr Os ys) l(t 
タデ ォ を (2) yy y+ nC: + 
yr Sry + …。 
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这 样 , 具 有 这 种 性 质 的 三 阶 线 含 于 下 面 这 个 方程 之 中 
O=a+ Br +h + dr + Ir — 8 — yy 
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参见 图 3, 如果 曲 线 有 四 个 相等 的 部 分 4W, EN,BK 和 和 所, 那 : 
么 从 中 心 C 到 曲线 引 邻 线 夹 角 相 等 的 四 条 直线 ,例如 CW CV, 
CK 和 ( 江 , 则 这 四 条 直线 相等 . 令 角 4MC = ,直线 CM = z. 由 于 角 
MCN = NCK = KCL =90F = 六， 
用 』 表示 的 z 应 该 使 前 
1 3 
レシ ェ あま T+8,I T+ 
应 的 z 值 相同 .表达 式 sin4s 和 cos4s 具有 这 种 性 质 . 因而, 如果 
了 是 二 了 和 
x + y ,dx y 4803 yy 
的 某 个 医 煞 , 则 方程 Z=0 就 竺 出 具有 四 个 相等 部 分 的 曲线 ,从 而 
这 类 曲 线 的 通用 方程 为 
O=at+t tA + yr + y+ ery B+ Yr + 
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没有 直径 ,但 有 五 个 相等 且 相似 部 分 的 曲线 ,求法 类 似 . 这 时 
方程 z=0 中 的 Z 应 车 二 了 而 这 三 个 时 的 有 理 画 数 

wy Sx ry 0 1043 y+ Samy 
一 般 地 ,如果 相 等 部 分 的 个 数 为 n ,那么 2 应 该 是 下 而 这 三 个 表 
达 式 的 有 理 函 数 ,x2 + アッ, 


中 一 ー 1 ー タ 和 一 
me コー だ ) 3.3 4 
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テー ーー 
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如 果 后 两 个 表达 式 中 有 有 一 -个 不 在 方程 中 出 现 ,那么 明 线 将 有 n 条 
直径 ， 
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有 若干 个 相等 部 分 的 曲线 分 两 类 ,有 直径 的 和 没有 直径 的 .这 
两 类 包 合 了 有 两 个 或 更 包 个 相似 相等 部 分 的 一 切 代 数 曲 线 . 为 证 
实 这 一 点 ,我们 假定 一 连续 曲线 有 相似 且 相 等 的 两 部 分 O04a 和 
OBb ,如 图 75 所 示 . 作 点 4,8B 的 
连 线 轨 ,并 以 4B 为 底 作 顶 角 C 
等 于 角 O 的 等 寿 三 角形 4BC. 由 
于 角 の 4C, 0gC 相等 , 知 曲线 的 
Ca , CBb 这 两 部 分 相似 且 相 等 ， 
又 由 于 连续 规律 ,如 果 取 和 角 
BCD , DCE … 都 等 于 角 4CB , 且 
CD= CE = C4 = C8B, 则 曲线 的 
Dg, Ke ,… 部 分 都 相似 且 相 等 于 
Aa, 县. 这 样 ,只 要 角 ACB 与 
360? 之 比 不 是 无 理 数 , 相 等 部 分 的 个 数 就 是 有 限 的 ,否则 是 无 限 
的 ,从 而 曲线 不 是 代数 的 .这 是 我 们 前 而 讨论 过 的 没有 直径 的 曲 
线 . - 


图 75 
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如 果 相 似 且 相等 的 两 部 分 04a 和 0B5 在 直线 40 和 BO 的 内 
侧 , 如 图 76 所 示 , 我 们 引 相 平行 的 直线 4R 和 RS, 使 角 


OAR = OBS こう 408. 


76 
连 4, 玉 成 直线 44, 过 4 的 中 点 C 引 直 线 CY ,使 平行 于 外 和 
BS, 则 a4 和 8B 两 部 分 关于 直线 CY 相似 且 相 等 .只 要 ba 0, 那 么 
弛 可 从 5 移 到 a, 则 加 相似 且 相 等 于 另 一 侧 的 a4;a4 从 a 移 到 
,移动 距离 gg = ba , 则 md 相似 且 相 等 于 另 一 俩 的 昭 ; 继 而 eE 相 
做 且 相 等 于 另 一 币 的 dD. 这样 该 曲线 有 无 穷 多 个 相似 且 相 等 的 部 
分 ,它们 位 于 直线 CP 的 两 出, 也 郑 这 类 曲线 不 是 代数 曲线 . 
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上 节 讨 论 的 是 直线 45 倾斜 二 平行 直线 要 和 呈 , 或 者 三 角 
形 408 的 边 40, 8B0 不 相等 的 情形 .如 果 40 = B0 , 则 直线 垂直 于 
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平行 线 她, BS, 也 垂直 于 CY .这 时 的 CY 通过 0 ,二 而 此 时 点 a ,8 
重合 . 义 由 于 a4 和 8B 相等 日 相似 , 知 直线 CY 是 曲线 的 直径 ,这 
蝙 于 我 们 讨论 过 的 有 直径 的 曲线 .从 而 有 两 个 或 更 多 个 相似 有 旦 相 
等 部 分 的 代数 曲线 全 都 包含 在 本 章 讨论 的 曲线 之 中 . 
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第 十 六 章 


TT EE FJ | EE IB: 1 EF a a [下 和 | i 1 
人 
0 | 1 人 OO 0 
FF FH EEE FFP 
RR RAR 
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设 已 和 如 是 横 标 * 的 两 个 有 理 函 数 ,又 设 曲线 方程 为 刀 - Py 
+ 如 =0. 从 而 每 个 横 标 x 或 者 不 对 应 任何 纵 标 ,或 者 对 应 两 个 纵 
标 .对 应 的 这 两 个 纵 标 , 和 为 PP, 积 为 9. 因而 ,如 果 P 为 常数 , 则 
对 应 于 同一 个 模 标 的 两 个 纵 标 之 和 便 为 常数 , 即 曲 线 有 直径 .PP = 


a + mx 时 情况 同 于 为 常数 .此 时 直径 的 方程 为 == 二 e+ 至 mr， 


这 里 的 直径 是 广泛 意义 下 的 ,不 排除 匆 标 为 倾斜 的 . 如果 ひ 为 党 
量 , 则 曲线 与 轴 不 相交 , 如果 0 =a + a+ 7x?, 叉 如 果 这 右 端 表达 
式 有 两 个 实 央 式 , 则 曲线 与 轴 有 两 个 交点 ,0 是 轴 上 两 个 区 间 的 
积 , 纵 标的 积 与 这 两 个 区 间 的 积 的 比 为 常数 . 
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圆锥 曲线 的 性 质 , 别 的 很 多 曲线 也 具有 .例如 , 双 曲 线 取 渐 近 


线 为 轴 时 ,对 应 于 同一 个 横 标 的 两 个 纵 标 之 积 为 带 数 ,方程 "ーー 
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Py + a? =0 表示 的 曲线 都 具有 这 种 性 质 .又 如 ,$87 图 "19, 回 锥 曲 
线 , 取 交 曲 线 于 EE,F 的 直线 EF 为 轴 时 , 积 PM・ PN 与 积 开 ,PPF 
之 比 为 沉 数 .这 条 人 性质, 方程 
yi- Py+t+ax—nr:=0 
表示 的 每 一 条 曲线 也 都 具有 .Py = ax - x? 时 我 们 有 PM PN 
= PE' PF 或 pm pn = 序 " pF. 六 的 这 条 性 质 ,不 仅 无 数 的 高 阶 曲 
线 具有 ， 别 的 图 稚 晶 线 也 具有 事实 上 , 令 P=5+ ng, 则 方程 为 … 
y -ny + = art+ by. 
该 方程 表示 的 ;n=0 时 为 图 , 角 EPM 是 直角 ;， n2<4 时 ,是 椭圆 ; 
开 >4 时 ,是 双 曲 线 ;n?=4 时 ,是 抛物 线 . 


$ 366 


由 此 我 们 可 以 得 到 ,对 以 AB, EF 为 轴 或 主 直 径 的 任 一 圆 维 
曲线 4BBP ,参见 图 77, 任 画 两 条 与 主轴 成 半 直 角 、 交 于 ヵ 的 直线 
Pr 和 ma, 则 mh: nk = 下: 驴 .这 结论 可 

从 一 条 有 名 的 性 质 推出 .这 性 质 为 :过 
“中心 C 引 与 主轴 成 半 直 角 的 直线 PO 
和 MN, 则 MC NC = PC* OC, 且 平行 于 
这 两 条 直线 的 直线 都 满足 这 条 规律 , 因 
而 我 们 有 mh nh = 吏 : 驮 .应 该 指出 ， 
只 要 求 直线 MN 和 PD 对 同一 根 主 辖 
的 倾角 相同 , 即 PCA = NGC4 ,那么 由 CP 
= CN, 任 何平 行 于 这 两 条 直线 的 直线 
被 交点 分 成 的 两 段 之 积 都 相等 , 即 mk・ 
图 7 hn = ph* hg. 
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方程 アア - Py+ 0 =0 使 每 一 个 机 标 对 应 两 个 纵 标 .现在 我 们 
就 来 考虑 有 关 这 两 个 纵 标的 问题 . 设 横 标 AP = x 对 应 的 两 个 纵 标 
为 PM 和 PN. 参见 图 78. 首先 ,我 们 寻求 具有 这 样 一 种 性 质 的 所 有 
曲线 : 
PM? + PY2 = ロブ 。 
-好 为 常数 .由 
PM+ PN=P 和 和 PM:PN 


曲线 就 具有 所 要 的 性 质 .也 即 所 求 曲 线 的 方程 为 


4 一 py+ £3 =0. 


令 P=2nx ,得 到 的 基 具 有 所 要 性 质 的 贺 锥 曲线 
タテ ー2ey 十 了 mw ーー の = 耸 ， 
这 是 以 中 心 为 原点 的 椭 固 方程 . 
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由 此 得 到 椭圆 的 一 条 相当 河 学 的 性 质 .参见 图 79, IGHK 为 杭 


攻 的 外 切 平行 四 边 形 , 边 平行 于 椭圆 的 共 轧 直径 48B 和 EF, 切 点 
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为 4,B,E, 下 . MN 是 平行 于 直径 的 任何 一 根 纺 .平行 四 边 形 的 对 
角 线 (天 ,更 与 纺 My 的 交点 分 别 为 P 和 p. 我 们 有 平方 和 PM* + 
PN? 和 pM2 + pN? 都 全 为 常数 ,等 于 2CE?. 类 似 地 , 引 平 行 于 另 一 
直径 - 辐 的 芒种 , 则 
PR お 92 = aR + St = 
204°, 
我 们 进行 证 明 . 令 C4 = 
CB=a,CE= CF=b,00=1, 
と OM = 4&4, 则 
qu + bet = 人 
但 ai: ぁ 5= CO0(2): PO, 且 CP: 
CO 为 常数 , 记 为 m:1. 从而， 
令 CP=x,PM=y, 则 


图 如 
T= Mt, ァ = ャ + 導 
性 
或 
_ _ 想 
t= 4 ニア メー. 
代 人 ,得 
ys 2abay + 2 を 2p2 
令 辽 -nn, 得 


-2ny +212x2= b2. 
这 是 我 们 前 而 求 出 的 证 明 PM? + PY? 为 常数 的 那个 方程 、 
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现在 我 们 求 立 方 和 PH + PN 恒 为 常数 的 方程 , 参见 § 367 
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图 23, 由 PM + PN=P, 得 

PM + P=P-3P0. 
由 此 , 令 PM + PN = a3, 则 0 -= 六. 因而 所 求 曲线 的 通用 广 
程 为 


这 里 的 了 可 以 是 % 的 任何 有 理 函数 . 共有 这 种 性 质 的 最 简单 的 曲 
线 , 是 取 P=3ng,a=3nm 时 的 三 阶 线 

2 一 3mx2y 十 Sn2x3 3n pf ニ 0, 
它 属于 我 们 前 面 划分 的 第 二 类 . 
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类 似 地 ,我 们 求 + PN 为 常数 的 曲线 .由 
PMt+ PN = pt dP'01+20° 
得 


Pi-4PO+20 =a1, 从 而 ひ = Pr pt a. 


卫 为 严 和 吃 都 应 该 是 * 的 有 理 , 也 即 单 值 函 数 , 所 以 要 保证 y 对 


任何 模 标 * 都 最 多 有 两 个 值 , 量 / 了 P+ 地 a 必须 有 理 . 但 这 不 可 


能 ,所 以 函数 @ 恒 为 二 值 的 .从 而 纵 标 y 是 中 值 函数 . 由 方程 アー 
Py+ =0 得 


_1 |:_3 jl 1 4 
ニテ ア ェ ー イ デキ P+ a, 


可 见 f 广 P+ 广 a: 不 取 下 号,y 就 不 可 能 是 实 的 .这 样 一 来 ,虽然 
函数 0 是 二 值 的 ,但 纵 标 y 的 值 恒 不 多 于 二 个 , 且 其 四 次 宕 的 和 ， 
= 2 う 24 


如 问题 所 要 求 的 ,为 常数 . 
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如 果 要 求 曲 线 满足 对 应 于 同一 个 横 标 的 两 个 纵 标 的 五 次 者 之 
和 为 常数 , 即 PMP+ PN5 = 5, 则 应 该 有 
PS の の TPO7 = ao’. 
从 方程 六 -Pry+0=0 得 0= 一 产 + Py. 从 而 
PSpiy+10Py -10P y+ SPyt = a, 
或 
(PypP + = ea. 
如 果 要 求 PWS + PNV = a6, 那 么 用 同样 的 方法 我 们 求 得 方程 
(poy + y= a6， 
一 般 地 ,要 曲线 满足 PP + PV = a', 则 得 到 的 方程 为 
(Poy t=, 
P 本 以 为 x 的 任何 单 信 尊 数 .这 方程 的 售 义 是 显然 的 .因为 两 个 纵 
标的 和 为 P, 所 以 如 果 一 个 纵 标 为 y, 则 另 一 个 为 已 ~ y, 由 此 直接 
得 到 
(Poy "+= qa". 
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如 果 改 消去 0 为 消去 ,为 此 将 P - デキ の 代 人 表示 P、0 关 
系 的 方程 ,那么 当 PP + PN* = mm 时 ,得 方程 


V+. 


由 于 级 标的 积 为 0, 所 以 如 果 一 个 纵 标 为 7-, 则 另 一 个 为 *， 由 此 
市 241 站 


直接 得 到 所 求 方程 . 这样, 对 PM" + Pm = ga" 的 曲线 ,我 们 求 得 了 
两 个 方程 ， 

: (Pt 
从 后 一 个 方程 得 


Rn 中 3 1 。 1 n 
y=ay -0 和 y= Ft 4 
Tin, fa 
ター パラ の ォ Y オ の 0 


该 式 是 二 值 函数 ,并 且 只 要 の 是 有 理 的 ,也 即 只 要 @ 是 单 值 范 
数 ,对 于 每 一 个 横 标 * , 它 给 出 的 纵 标 个 数 都 不 多 于 2. 前 一 个 方程 


y+ (P-y)"= oar 的 优点 是 次 数 低 ， 


从 而 
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这 两 个 方程 不 仅 适 用 于 nr 为 正 整数 的 情形 ,也 适用 于 负 整数 
和 分 数 的 情形 .对 人 负 整 数 指数 


pr apy =P- y) 
或 0 0 
y+ tp y= rtpP- yy 
或 50 2 


"4 


对 分 数 指数 


要求 
PMI+V PN=Ya | マッ + ア アー ャ = ニア g 惑 タッ ニッ gy+ マ 0, 
作为 有 理 形式 ,为 
-P+i(a-Pp)=0 
或 ア ー(a-2Y0)y+0=0 
J PM+Y PN=# a ザッ ィ ヅ アー タニ yg 
或 PP- 六 + 可-(a- Pp) =0 
或 7 4%/ 2 < 
或 YY- (a-3Ya0)y+0=0 
等 等 ， 
可 见 , 照 上 面 的 方法 ,用 一 个 通用 方程 可 以 包含 所 有 满足 
PY" + PN = a” 
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前 面 考 虚 的 是 一 个 横 标 值 对 应 两 个 维 标 值 的 曲线 . 更 在 我 们 
考虑 一 个 构 标 值 对 应 三 个 维 标 值 的 曲线 . 这 种 曲线 的 通用 方程 为 
Yr-Pr+Qr-R=0, 
其 中 P,Q 和 丸 都 是 x 的 某 个 单 值 函数 . 设 对 应 于 同一 个 横 标 x 的 
三 个 维 标 值 为 p,q,r, 当然 其 中 必定 有 一 个 是 实 的 ,但 我 们 这 里 主 
要 考虑 曲线 上 这 三 个 纵 标 都 为 实数 的 部 分 .从 方程 的 性 质 我 们 有 
P=p+9g+r,0=mH+pr+o,R:= po. 
| ・ 243 ・ 


因而 如 果 要 曲线 满足 p+g+r, 或 pg + pr+ 六 ;或 pgr 为 常数 , 那 
么 要 铀 的 就 是 取 P, 或 0 ,或 RR 为 常数 ,而 保留 其 余 两 个 为 任意 . 
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我 们 也 可 以 求 出 p*?+ 中 +P 处 处 为 常数 的 曲线 .上 册 给 了 
Pp 二 9 キテ ニア 。 
の 7 ナ g デ "キア ニア 2ー20, 
prg ire P33P0+3R, 
PrtrrepP 4A4P0+20°+4PR, 
Prtrrtr=-P S50O+5PO0+5PR-50R 


等 等 .如 果 。 为 负数 ,我 们 置 == 二, 则 方程 化 为 


2 
3_ RR 1 
ーー 
它 的 三 个 根 为 ,二 ,此 时 我 们 有 
1 1 1 vv 
p 9 ァ 7 R’ 
1 1 1 の -2 が 5 
p” qz デー RR? * 
1 1 1 -3POR+3R? 
Pg 7 PE 
1 1 1 Ot -4POR + 40R: +2P?R? 
pt gq が pt * 


等 等 . 
每 令 一 个 这 种 表达 式 为 常数 ,我 们 就 得 到 涌 数 P,Q0, RR 之 间 
的 一 个 关系 ,利用 这 个 关系 ,我 们 可 以 消去 方程 ヴーP?+Qy-R 
=0 里 画数 P,0,R 中 的 一 个 ,得 到 所 求 曲 线 的 方程 . 例如, 求 清 
是 p+g+rm= a 的 曲线 ,得 关系 户 -3PO+3R=a;, 和 将 R= 
円 サコ 4 円 


- 玉 + 人 代入, 得 所 求 曲 线 的 方程 为 
3y Py +30r+P -3P0= g". 
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当 为 正 整 数 和 钠 整 数 时 ,利用 所 绍 公 式 , 问 题 都 容易 解决 . 
主要 困难 在 x 为 分 数 的 时 候 . 假定 我 们 求 满足 
Yp+ マ 9+ マ テニ マ Yg 
的 曲线 ,该 等 式 两 边 平方 ,利用 p+ gq+r=P, 得 
P+2V pg +2vV pr +2 gr=a 
或 
pg tv pr tv 
该 等 式 两 边 再 平方 ,利用 pg + pr+ qr= 8, 得 


_ 2 
(= 0+2v Pg +2v pg rt+2v pr = 


= 0+2(Yp+Y9 ォ マテ)Y pr =2v aR+0, 

由 此 得 

(a-P)=40+8Y aR, 
也 期 

0 だ 2 ソ 
因而 所 求 曲 线 的 方程 为 

-Pr+(3(e- Pp-2VaR)y- R=0, 
有 理化 ,并 利用 

pa (la?-2aP + どー40)2 

tla ? 


则 所 得 方程 成 为 
円 2d 5 村 


(2 2aP+ Pi_407 
ダーP2+ の ーー Bo =0. 
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但 对 更 高 次 的 根 ,这 过 程 极 为 繁 难 .我 们 来 寻求 另外 的 方法 ， 


这 可 以 从 下 面 的 例子 中 得 到 启发 .假定 我 们 求 满足 
ちょ な ュ あ = 


的 曲线 . 令 ; 
Le 
利用 Vpgr = ザ 只 , 得 
デュ アプ の ォ イ ロー ニア a - 25 
和 
p+o+r=a-3yda+3 才 站 = 忆 . 
因而 
PV ジュ ッ の パニ バー クア ah 


和 

| 呈す 玉 け すのこ ニ の = の ー3o ア aR+t3v RR. 
求 出 了 P 和 8 的 表达 式 之 后 , 取 v 为 4 的 某 个 函数 ,我 们 就 得 到 
所 求 曲 线 的 方程 


FP-(a-3f+39R)y+(P-30 aR+3y Ri)y- R=0. 
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斥 管 繁 难 ,但 是 可 以 得 到 问题 的 通用 解 .事实 上 ,方程 和 >- 
P+ Oy -R=0 中 的 函数 y 表示 三 个 纵 标 p,q 和 r, 令 PP=y, 则 
P=ytgqtr = tyt+gr, 
四 了 4 四 


gt+r=P-y,g=Q-y(gq+r)=Q- Py+y. 


gqg—-r=v Pi+2Py-3y -40, 
从 而 

9 = う (Pー タ の ォ テ ツ P+2Py 37 -40, 

r ェ ラテ (アー タ ) -FY P+2Py 37 ー40. 
因而 满足 p* + g"+ 小 =ar 的 曲线 ,其 方程 为 

y+ [二 (PP 人 + p+2y -37-40| + 

+ [Py) -BV P+2Py 37 -40] = ew, 

该 方程 把 ”为 整数 和 分 数 的 问题 都 解决 了 . 


$ 379 


利用 这 同一 种 方法 可 以 解决 有 关 三 个 纵 标的 大 量 的 其 他 问 
题 .例如 ,可 以 换 ar 为 x 的 某 个 函数 ,也 可 以 换 p,g,r 的 者 的 和 
为 p,qgyr 的 别 的 画 数 ,但 这 里 要 求 p,g,r 的 地 位 裕 同 , 即 画 数 不 
为 p,9,r 的 位 置 交换 而 改变 .比如 ,可 以 要 求 对 应 于 同一 个 纵 标 > 
的 这 三 个 纵 标 p,g, ァ 构成 的 三 角形 而 积 为 常数 .该 三 角形 的 面积 
为 


我 们 令 它 等 于 a?. 由 于 
p +9+r= Pt-4P0+4PR +202, 
prq tp r+ gr = 0 -2PR, , 
于 247 下 


我 们 有 
16g* =4 ア 2 の 8PRー の 
从 市 


得 所 求 方程 为 


PP EPO EP + 0. 
如 果 取 为 常数 28 ,我 们 就 还 得 到 这 些 三 角形 的 周 长 汐 常数 ,再 
取 の = mw? + nbs + ka’, 得 表示 三 阶 线 的 方程 

y+ my 2b + po — mba? + kha’y — nb? + SE ~ kha?b 
+ b=0. | 
这 三 阶 线 具 有 这 样 两 条 人 性质 ,一 是 对 应 于 同一 个 横 标 x 的 三 个 纵 
标 p,gyr, 和 为 常数 ,等 于 2, 二 是 以 这 三 个 纵 标 为 边 的 三 角 , 面 
积 为 常数 ,等 于 az. 
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对 应 于 同一 横 标 的 四 个 或 更 多 个 纵 标 的 类 似 问 题 ,也 可 以 用 
同样 的 方法 处 理 , 不 产生 新 的 困难 , 末 此 我 们 转向 另外 的 问题 . 转 
向 考虑 对 应 于 木 同 横 标的 纵 标 之 间 的 关系 .参见 图 名, 设 纵 标 PM 
和 ON 有 着 某 种 关系 ,PWM 和 QN 对 应 的 横 标 分 别 为 由 = > 和 40 
= -x%. 凡 设 y= 了 是 这 条 曲线 的 方程 ,了 是 x 的 一 个 函数 ,对 x 它 
给 出 纵 标 PH ,对 -x 它 给 出 纵 标 ON, 如果 区 是 x 的 偶 函 数 , 记 为 
P, 则 ON = PH; 如 果 天 是 zx 的 奇 图 数 , 记 为 0, 则 QON = - PM ;如 
果 所 条 兄 大 的 偶 際 数 . り 和 S 基 的 奇 爾 数 , 又 茹 乗 曲 銭 的 方 


程 为 y= 后 + 蔷 , 则 


・ 248 ・ 
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我 们 求 一 条 曲线 ,具有 性 质 Pif + ON 等 于 常数 ,等 于 24B = 
2 , 显然 0 为 奇 阴 数 时 ,方程 y = a + 98 满足 要 求 .此 时 我 们 有 
PM=a+t+0Q,0N=a- 0,PM+ON=24, 令 y-a=w, 即 w= 0., 
这 是 曲线 y= a + 0 在 直线 序 为 轴 , B 为 原点 之 下 对 学 标 画 = x， 
pM=u 的 方程 .该 曲线 以 点 旦 为 中 心 ,位 于 对 顶 象 眼中 的 两 部 分 
相等 . 照 下 面 这 样 画 出 的 曲线 ,JHBN 都 满 是 我 们 的 要 求 . 取 一 条 直 
线 PO 作 轴 ,其 中 心 8 向 轴 引 垂 线 B4 ,对 4 两 边 长 度 相 等 的 横 标 
4P= 40 ひ , 使 PM + QN 人 恒 为 常数 ,等 于 24g. 
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以 B 点 为 中 心 对 称 的 曲线 ,前 面 我 们 求 出 了 它 的 在 坐标 x,r 
之 下 的 两 个 方程 
I 
O=art+But yr + Or ut+ eu + tu + mW + M+ 
I 
O=at+fii + Yr t+ du + er + ut mu + be + 
令 这 两 个 方程 中 的 4 = y - a, 我 们 得 到 *,y 间 的 两 个 通用 方程 ， 
它们 表示 的 代数 曲线 都 满足 我 们 的 要 求 .首先 过 8 的 任何 一 条 直 
线 都 满足 要 求 .其 次 ,以 吾 为 中 心 的 圆锥 曲线 也 都 人 台 平 条 件 .此 时 
模 标 4P,40 都 对 应 了 两 个 纵 标 (曲线 为 双 曲 线 时 取 纵 标 线 平 行 于 
妨 一 条 渐 近 线 ) ,我 们 有 和 相等 的 两 对 纵 标 . 
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将 纵 标 PM, ON 之 和 换 为 同 次 宕 的 和 ,求法 也 类 似 . 记 这 条 件 
为 PM" + 0 の =2g7. 量 然 只 要 0 为 x 的 一 个 奇 旺 数 ,方程 y* = 
ge の + 阳 就 满足 要 求 .因为 
PM"=ar+Q 时 ON =a'- 0, 
从 面 PP + ON = 2g7、 信 アーg の ニョ 。 る ゅ = 0 就 把 以 B 为 中 心 
对 称 的 曲线 用 坐标 x 和 表示 了 出 来 . 换 上 节 方 程 中 的 z， 为 各- 
a” 就 得 到 满足 所 提 条 件 的 曲线 的 通用 方程 ， 
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这 类 问题 不 产生 件 么 困难 ,我 们 转向 求 这 样 的 曲线 MBN, 使 
・ 230 ・ 


轴 上 与 点 4 等 距 处 的 横 标 4P 和 40 所 对 应 的 纵 标 PM 和 CN 的 乘 
积 PM・QN 为 常数 , 设 为 a?. 这 个 问题 有 很 多 特殊 的 解 ,讨论 通用 
解 之 前 , 先 给 出 一 个 最 重要 的 特殊 解 . 设 P 和 0 分 别 为 横 标 4P = 
x 的 偶 函 数 和 奇 函 数 , 令 级 标 PM = y= P+0, 则 x 为 负 时 得 ON 
= P - 0. 依 要 求 应 该 有 

PM・0W = アー07=g2 或 ニア +, 
0? 是 ヶ 的 偶 函 数 ,因而 Va? + 0 是 偶 函数 ,可 作为 P, 因 而 y= 9 
+V 到 + の 是 所 求 曲 銭 的 方 程 ,0 是 一 个 奇 函 数 . 
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根 叶 有 两 值 , 因 而 每 个 横 标 x 都 对 应 两 个 纵 标 ,一 正 一 人 负 , 横 
标 4P 对 应 纵 标 


QV の + の 和 0- マ の + の 7。 
横 本 40 对 应 纵 标 
-0+ ア の + ォ の 和 - の -Y の + の , 
可 见 曲 线 以 4 点 为 中 心 对 称 . 根 号 不 能 只 取 一 种 符号 .例如 , 取 印 


-x 作 奇 函数 Q, 则 a2+ 02 是 完全 平方 ,得 到 ET の = を ュ 4， 


古奇 辫 数 ,不 能 作 P,P 应 为 偶 函 数 .我们 取 的 奇 函 数 8, 必须 使 
e+ の 不 是 完全 平方 . 
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类 似 地 ,如 果 令 7= (P+ 0)", 则 ON = (P- 0)", 应 该 (Pp? 


02 う "= a2. 愉 而 
” 231 ・ 


2 -62 + O°, P= es + 02, 
只 要 它 是 无 理 的 就 为 偶 函 数 .此 时 满足 变 求 的 曲线 ,其 方程 为 
y= {rv al + の ・ 
易于 列 册 这 样 的 曲线 的 方程 . 画 一 条 曲线 , 它 有 以 4 为 中 心 对 称 ， 
也 即 有 相似 且 相 等 的 丙 段 . 记 该 曲线 对 应 于 横 标 4P = x 的 纵 标 为 
z, 则 xz 是 4 的 奇 画 数 ,因而 可 以 作为 我 们 的 &. 从 求 得 的 方程 得 


ysー0=Y ar+ の 。 


2 2 
Tr on 
Y=z= 1 


了 Yan 
令 二 =m, 代 z= 全 3 人 zx 间 的 给 定 方程, 就 得 到 所 求 曲线 
的 x,y 间 方程 .我 们 求 出 了 *,x 间 的 两 个 方程 
0=e+ 记 "+ Ye + Br + Ext + Er?z+ e+ es” + 


从 而 


和 
O=axt+ + yr + Ors +er + bo + mm + Mrs + 

由 z 的 任何 倍数 都 可 作 0 ,我 们 略 去 除数 2, 将 z= 普 - 5 代 人 这 

两 个 方程 ,就 得 到 符合 条 件 的 曲线 的 两 个 通用 方程 . 
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设 屎 同 于 已 也 是 偶 画 数 ,3 同 于 C 也 是 奇 医 数 , 又 设 所 求 晶 
线 的 方程 为 


ニア + ォ 9「 
TA+ 5 の 


则 の W = 2 yp 取 y= ちと o, 或 者 取 す = 
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(お 8 a 都 易于 满足 这 条 件 .这 取 法 可 避 兔 原来 的 每 个 模 标 对 
应 两 个 或 更 多 个 纵 标的 不 便 , 求 出 每 个 横 标 只 对 应 一 个 纵 标的 曲 


线 .满足 这 条 件 的 最 简单 的 线 是 方程 y = 了 + 名表 示 的 二 阶 线 ,这 


是 双 曲 线 . 又 , 令 0 = nx, 代 入 前 面 求 得 的 方程 y= OO+w ez+02， 
得 产 - 2my = a?, 是 双 曲 线 .两 种 方法 都 得 到 双 曲 线 是 我 们 的 问 
题 的 解 ， 
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从 前 面 所 讲 可 见 , 换 为 - 4, 换 y 为 本 时 所 求 曲线 的 方程 应 


该 不 变 . 表 达 式 
2n 了 nm 
[Pa 人 
都 具有 这 种 性 质 ,其 中 P 和 0 分别 为 x 的 偶 画 数 和 奇 画数 . 用 任 
何 多 个 这 种 表达 式 构 成 的 方程 ,它们 表示 的 曲线 者 满足 要 求 . 因 
面 , 如 時 冲 ,P,R,T,… 为 x 的 任何 侦 晒 数 ,N,0,S,V,… 为 x 的 
在 何 奇 函 数 ,那么 我 们 在 道 用 方程 
っ 2 2 村 3 
ELSE 
2 。2 3 
rs 
如 梁 乘 这 通用 方程 以 x 的 奇 函 数 , 则 侦 消 数 变 奇 孙 数 , 奇 函 数 变 
侦 函数 ,因而 下 面 这 样 的 方程 也 满足 要 求 


2 2 + 3 
るり FPP V+ 


入 a タッ 
2 3 3 
和 g rT Ya ， 


去 分 母 ,得 下 面 两 个 ぁ 阶 有 理 方程 ,mn 不 确定 
1 
O=ayM+rar yi(P+O ra HR + SS) + a 
V+ 
+ artlyr-l(P-— のり) + art2y -2aR- S) + art3y 3 
(T- V+ 
I 
0= ay N+ a (P+O) a yi(R+S)+a"’ 
PTH V+ 
-artiy-l(P- 0)- Gat+24 2(R 一 S) - ant 
(アー ヤ ゼ )-… 
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表达 式 
2m 了 
(w+ 所 jp 和 (7 -所 Je 

中 的 n 可 以 为 分 数 .特别 地 将 前 节 未 去 分 母 公式 中 的 指数 1,2,3， 

,… 依 次 换 为 广 , 闻 ,了 , 子 ,… 时 得 到 的 通用 方程 ,其 无 理性 可 消 
去 .事实 上 ,此 时 我 们 有 方 和 

+a ,+a + + 
0 = Jo oy Va sa PV 

Ey 

rT 


0= +Y+an+ tS + 
VT yD gg 
aap 了 -ER gr 
Vay ay vay アマ w 
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去 分 母 ,得 
i 
0= + a Pro ra rR+S) ra yy (rT 
+ V+ 
+ n+ 有 一 个) + iy I(R- S)+artiy 2 アー V+ 
N 
0= tay (P+O ra yy (R+S) ra (7 
+ V) + 
ー grT1 LAC アー 0) 加 a tn (RR- $) ーー タ (アー ) 一 …. 
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前 面 导出 了 四 个 方程 ,从 每 阶 方程 都 可 求 出 满足 要 求 的 线 . 首 
先 ,从 一 阶 方程 得 过 点 B 平行 于 轴 AP 的 直线 .对 二 阶 ,n =1 时 从 
前 两 个 方程 得 aaay + ya =0, 这 是 令 和 N=ax,P=1,0Q=0 时 从 
第 二 个 方程 得 到 的 ,第 一 个 方程 不 给 出 任何 曲线 ma =0 时 从 后 两 
个 方程 得 到 
yta+ ft)+ata- AB)=0. 
对 三 阶 ,从 前 两 个 方程 ,n = 1 时 得 
0O=ay(at+ AB) + yy +O)+a (yy- 6x) 
和 
0=aax + YY + 6x) - a(y - 6x), 
太后 两 个 方程 ,n = 和 n=1 时 得 
0= ytat+AM+ Yr + (a Br + yx) 
和 
0= gy(e+ 貞 ) う キア ツェ g7y(o 一 Hr) +r a. 
类 似 地 ,可 以 求 出 满足 要 求 的 各 阶 线 . 


+ .了 村 与 村 


第 十 七 章 
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前 章 依 纵 标 性 质 
求 曲 线 的 直角 或 斜 角 
坐标 间 方 程 . 本 章 求 
曲线 方程 ,不 直接 依 
据 平 行 纵 标 , 而 是 依 

所 其 他 性 质 . 例如 , 依 
据 从 一 点 向 曲线 所 引 
i 直线 的 性 质 . 参见 图 
81, 设 这 一 点 为 C ,从 
它 向 曲线 引 直线 CM 和 C ,使 这 两 条 直线 具有 某 种 性 质 ,我 们 就 
依 这 两 条 直线 的 性 质 来 求 曲 线 的 方程 
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用 二 元 方程 表示 曲线 的 方法 有 很 多 种 .这 里 我 们 取 从 给 定点 
和 到 曲线 的 直线 CM 的 长 作为 一 个 变 元 ,当然 另 一 个 变 元 应 能 确 
定 直 线 CM 的 位 置 . 为 此 我 们 取 过 C 点 的 一 条 直线 C4 作 轴 , 取 角 
ACM 或 这 个 角 的 某 个 函数 作 另 一 个 变 元 . 记 直 线 CM = z, 记 和 角 
4CM = 9p ,使 方程 含有 9 的 正 落 或 正切 .显然 ,如 果 有 了 z 与 sing 
或 gg 之 间 的 方程 ,曲线 AMN 也 就 完全 确定 ,因为 对 任何 一 个 角 
ACM 我 们 都 有 直线 CM 的 长 ,因而 也 就 决定 曲线 上 一 点 . 
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我 们 对 曲线 的 这 一 表示 方法 做 更 详细 些 的 考察 . 先 设 长 度 z 

〆 等 于 角 p 的 正弦 的 某 个 函数 . 如 

少 。 果 这 个 函数 是 单 值 的 , 则 指明 直线 

の CM 与 曲线 只 交 于 一 点 ,因为 和 

ACM = 9 对 应 直线 CM 的 唯一 的 

人 4 值 .但 是 如 果 角 w 增加 两 个 直角 ， 

则 过 点 如 的 直线 CU 位 置 不 变 , 只 

是 方向 相反 . 这 样 ,虽然 z 是 角 q 

的 正 弦 的 单 秆 函数 ,但 我 们 得 到 了 直线 CM 与 曲线 的 男 一 个 交点 . 

假设 已 是 角 9 的 正 弱 的 这 样 的 函数 , 即 z= P, 并 由 它 得 到 了 

出 线 .上 的 点 对 ,如 图 82 所 示 . 现 在 我 们 使 角 p 增加 两 个 直角 ,也 

即 这 个 角 的 芷 芯 变 负 ,从 而 P 变 为 ,得 z=0. 取 Cm = 0, 得 CW 
的 延长 线 与 曲线 的 另 一 个 交点 m. 


图 红 
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这 样 ,虽然 P 蚌 和 角 9q 的 正弦 的 单 值 函 数 , 但 是 只 要 0 - PP， 
过 点 CC. 倾角 4C = w 的 直线 CM 就 交 曲 线 于 好 和 m 两 点 .因而 ， 
如 果 每 条 直线 CM 与 暴 线 者 只 变 于 一 点 , 则 必 梢 数 P 为 sing 的 奇 
画 数 ,为 ecosp 的 奇 国 数 也 可 以 .也 半 , 严 为 角 4CW = 9p 的 正 荡 或 余 
弦 的 奇 函 数 时 ,曲线 *= 己 与 过 C 点 的 每 条 直线 都 只 交 于 一 点 . 
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与 过 点 C 的 十 线 都 上 只 相 交 于 一 点 的 曲线 ,其 方程 为 z = P,P 
为 角 9p 的 正弦 和 余 蕊 的 奇 画 数 , 也 即 这 因数 P, 当 角 ゅ 的 正 蓄 和 
余弦 的 值 都 反 号 时 , 柄 数值 也 反 号 .这 种 曲线 的 直 关 举 标 方程 易于 
求 出 .参见 图 81, 如 果 自 点 が 向 轴 C4 引 垂 线 MP, 又 如 果 取 CP = 
x PM =7, 则 一 = sing , = cosp ,因而 ,如 果 P 是 > 和 的 奇 画 
数 ,方程 z = P 就 包含 满足 要 求 的 所 有 曲线 .这 种 方程 中 最 简单 的 


2 二 号 4+ 应 站. 交 
总 妆 这 Y 
更 高 次 数 的 为 
3 2 2 3 2 
rz 号 + 应 + 和 旋 + 让 + 下 + 名 + 人 + 全 
る ¥ を Zz ys 
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除 该 方程 以 z, 则 方程 中 z 的 次 数 全 为 个 数 , 而 z=v x?+ YY， 
因而 摘 2 为 区 十 y ,消去 で 得 到 的 是 x,Y 间 的 有 理 方 程 .这 有 理 
方程 是 x,y 的 -1 次 多 数 ,等 于 1 或 等 于 一 个 常数 C. 设 P 为 这 样 


的 函数 , 即 c= 己 , 从 而 -= 六 ,但 六 为 *,y 的 一 次 函数 .这 样 我 们 


得 到 ,如 时 x,y 的 一 个 一 次 函数 等 于 带 数 ,那么 这 个 方程 表示 的 
曲线 与 过 C 点 的 直线 就 只 有 一 个 交点 . 
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设 己 和 0 分别 为 *,y 的 n 次 和 n+1 次 函数 , 则 孔 为 一 次 画 


数 .这 样 , 我 们 这 里 讨论 的 腥 线 就 都 含 于 方程 上 = 或 0= cP 之 


中 .也 即 我 们 的 曲线 ,其 通用 方程 为 
ox fy + Yar 4 Be ey 
=e(Ax+ Br y+ Cx y+ D+}, 

n 为 任何 数 .由 此 得 与 过 点 て 的 直线 只 有 一 个 交点 的 各 汾 线 ,其 
方程 依次 为 

【 

ax 十 和 = 
I 
x + fry + yy = el Ax + By) 
中 
ax + fe y+ Yr + アニ c( Ax? + Bry + Cy の) 
N 
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ort + By + yr y+ Be tey = ce(Ar + Bety + C+ かのう) 
等 等 . 
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I 是 直线 通用 方程 ,直线 与 过 给 定点 的 直线 最 多 都 只 有 一 个 
交点 . 是 圆锥 曲线 通用 方程 . 贺 锥 曲线 天 过 点 C 时 ,这 点 C 是 通 
过 点 C 的 所 有 直线 与 圆锥 曲线 的 共同 交点 ,因而 不 作为 交点 计 
算 . 圆 锥 曲线 与 直线 的 交点 不 多 于 两 个 ,所 以 过 圆锥 曲线 上 点 C 
的 直线 与 圆 曲线 的 交点 不 多 于 一 个 .类 偶 地 ,过 点 C 的 更 高 阶 曲 
线 与 过 点 C 的 所 有 直线 也 都 以 C 为 共同 交点 ,我 们 也 不 把 它 作为 
交点 计算 ,因而 上 节 方 程 所 表示 的 曲线 与 过 自身 的 点 C 的 直线 的 
交点 都 不 多 于 一 个 . 这 样 我 们 就 列 出 了 与 过 点 C 的 直线 的 交点 不 
多 于 一 个 的 所 有 代数 曲线 的 方程 
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下 面 我 们 考官 与 过 点 C 的 直线 或 者 有 两 个 交点 或 者 没有 交 
点 的 曲线 ,没有 交点 时 ,决定 交点 的 方程 的 根 为 囊 数 . 由 于 对 插 何 
一 个 角 4CM = ぁ 直线 CM = z 都 应 该 有 两 个 秆 , 所 以 它 由 二 次 方程 
确定 . 设 
+-P+0=0, 
P,Q 是 角 g, 或 者 角 gq 的 正弦 或 余弦 的 函数 . 直线 CM 与 曲线 应 
该 只 相交 于 两 点 ,为 风 和 六 ,所 以 不 只 P,0 应 该 是 角 g 的 单 值 函 
数 ,并 且 角 gq 增加 两 个 直角 时 也 不 应 该 得 到 任何 新 的 交点 .事情 
将 是 这 样 的 ,如 果 P 是 角 g 的 正弦 和 余弦 的 奇 函 数 ,也 邯 计 正 纺 
和 余弦 取 负 值 , 则 P 也 取 负 值 , 且 此 时 0 应 该 是 同一 正弦 和 余 驴 
的 侦 函 数 . 
县 200 円 
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记 直 角 坐 标 CP = x, PM =7y, 划 
T=sing, 7 =009, 

因而 基 和子 的 韻 画数, の 是 二 和 蕊 的 偶 画 数 . 由 此 得 二 是 x， 

y 的 有 理 本 数 ,是 -1 次 齐 次 函数 .类 似 地 , 义 是 x,y 前 有理 画数 , 

是 -2 次 齐 次 函数 .因而 ,如 果 工 ,型 ,六 依次 是 yy 的 n+2 次 ,nn 


+ 次 和 nm 次 齐 次 函数 , 则 分 数 益 和 各 分 别 可 代替 二 和 各 .由 邓 - 


Pz+0=0 得 1 -二 + 复 =0, 从 而 与 过 点 C 的 直线 交 于 两 点 的 直 


线 ,其 通用 方程 为 


MN = 
i- 了 + 荆 =0 或 1- M+N=0， 


其 中 
_ Mz _ MW’: 下 (和 十 
P= ， の = = ， 


ル と 
由 z=Y 天 + 认 知 , 忆 是 xz,y 的 无 理 函 数 ,O 是 零 次 有 理 函 数 . 
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现在 容易 求 出 与 过 给 定点 で 的 直线 有 两 个 交点 或 没有 交点 
的 任何 阶 线 .例如 , 求 二 阶 线 ,此 时 应 置 n =0, 得 圆锥 曲线 的 通用 
方程 
ey“ + Bey + ~ Or- eyt+ と =0. 
因而 过 任何 一 点 で 的 任何 一 条 直线 与 图 锥 曲线 都 或 者 有 两 个 交 
・ 261 ・ 


点 ,或 者 没有 交点 .然而 有 这 样 的 情形 , 某 条 直线 与 这 曲线 只 交 于 
一 点 ,但 在 过 点 C 的 无 穷 多 条 直线 中 这 样 的 直线 只 有 一 条 或 两 
条 ,所 以 这 种 例外 无 关 紧要 .也 可 以 把 这 种 例外 解释 为 男 一 个 交点 
在 无 穷 远 处 ,这样 这 例外 就 完全 不 影响 我 们 结论 的 普遍 性 . 
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为 了 腻 清 这 种 例外 究竟 什么 时 候 发 生 ,我们 化 x 和 y 间 的 方 
程 为 > 和 角 ACM = g 同 方 程 . 由 子 y= zsing 和 x = zcoap,* 和 间 
的 方程 化 为 

x talcop): + Beingeosp + Y (sing)?) - z(Bcosp + 
ssinp) + て =0. 
由 此 可 见 ,下 的 系数 等 于 零 时 就 只 有 一 个 交点 . 

a+Bigp + yg =0 
时 有 * 的 系数 为 零 . 如果 该 方程 有 两 个 实 根 , 列 这 曲线 与 两 条 过 C 
点 的 直线 只 有 一 个 交点 ,但 该 方程 的 根 决定 我 们 曲线 的 新 近 线 .可 
见 , 双 曲线 与 平行 于 渐 近 线 的 直线 只 交 于 一 点 ,过 C 点 的 这 样 的 
直线 只 有 两 条 .在 抛物 线 时 只 有 一 根 平行 于 其 轴 的 直线 是 这 种 便 
外 .但 是 如 果 轩 锥 曲线 是 椭圆 ,那么 过 任何 一 点 的 任何 一 条 直线 就 
都 或 者 与 椭圆 不 相交 , 或 者 只 交 于 一 点 ， 
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置 n=1, 得 满足 要 求 的 三 阶 线 的 通用 方程 
ox + Bry + Ya + OP ter + Err- p++ =0. 
该 方程 包含 的 每 一 条 三 阶 线 ,只 要 点 C 在 它 上 面 , 它 就 满足 要 求 . 
如 果 x =0, 则 y=0. 类 似 地 ,满足 要 求 的 四 阶 线 ,点 C 不 仅 要 在 四 
阶 线 上 ,还 必须 是 四 阶 线 的 二 重点 .也 即 , 有 二 重点 的 四 阶 线 , 取 二 
二 2062 时 


重点 为 C 时 就 满足 要 求 .但 是 如 果 点 C 是 四 阶 线 的 三 重点 ,那么 
过 它 的 直线 与 四 阶 线 的 交点 就 只 有 一 个 .这 属于 开始 时 考虑 过 的 
那 类 曲线 .同样 地 ,如 果 C 是 三 重点 ,五 阶 线 也 可 满足 要 求 ,类 推 . 
但 要 记 住 ,如 果 过 点 C 的 直线 平行 于 渐 近 直线 ,或 平行 于 抛物 渐 
近 线 的 轴 , 则 都 将 只 有 一 个 交点 , 另 一 个 交点 在 无 穷 远 处 . 
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各 阶 线 与 直线 的 交点 的 个 数 (包括 虚 交 点 和 无 穷 远 交点 ) 都 等 
于 阶 数 .我 们 前 面 所 讲 跟 这 条 性 质 是 相符 合 的 . mn 阶 线 与 过 点 で 的 
直线 的 交点 个 数 ,包括 实 交 点 、. 虚 交点 、 无 穷 远 交点 和 C 点 本 身 、 
总 数 也 是 n. 因而 x 阶 线 与 过 CC 点 的 直线 在 C 点 之 外 的 交点 个 数 
为 2, 则 必 蕊 点 为 n -2 重点 ， 
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有 了 以 上 结果 ,对 于 z 的 两 个 值 CM , CN 之 间 的 关系 问题 ,我 
们 融 容 易 或 者 给 出 解答 ,或 者 证 明 给 不 出 解答 .由 于 z 的 两 个 值 
CM 和 CN 是 方程 上 *- Pz + 0 =0 的 两 个 根 ,所 以 它们 的 和 CM + 
CN=P, 积 CM' CN = 器. 首先 ,我 们 求 和 CM + CN 为 常数 的 曲线 ， 
此 时 函数 P 应 该 为 常数 .从 与 过 点 で 的 直线 交 于 两 点 的 曲线 的 讨 
论 我 们 有 
. 有 

一 了 一 L 1! 

(見 § 400). 该 表达 式 中 含有 无 理 量 , 木 能 是 带 数 ,因而 在 我 们 的 曙 
线 中 设 有 C+ CN 恒 为 常数 的 . 
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但 是 如 果 把 与 过 点 C 的 直线 只 交 于 两 点 的 曲线 , 换 成 与 过 点 

C 的 直线 的 交点 多 于 两 个 的 曲线 ,要 求 这 交点 中 和 恒 有 满 是 CM + 
CN 为 常数 的 是 和 NN 这 样 两 个 点 .这 样 的 曲线 有 无 穷 多 . 令 PP 等 
于 所 说 的 常数 CH + CN = e, 则 22- as+ 0 =0,0 为 西数 和 ,该 方 
程 中 含有 无 理 量 , 有 理化 ,得 
a = (+ 人 0) 或 efi 
= (it (+2IN + WN), 
其 中 工 为 x 和 y 的 n+2 深 齐 次 函数 ,NN 为 x 和 y 的 n 次 齐 次 函 
数 . 令 

L=x+y, N= tb?, 
代入 得 

e+ ェ ア ) = (x + +) 
它 表 示 的 是 满足 要 求 的 最 简单 的 曲线 ,是 以 2 为 圆心 的 两 个 同心 
画 ,是 四 和 阶 复合 线 . 令 

L=a +byt+yy’, N=+, 
得 

a ta + fy + yy = (a+ アナ (gz + y+ YY + が)。 
它 表 示 的 是 六 阶 线 ,是 满足 要 求 的 最 简单 的 连续 线 . 令 a=1,8= 
0, ア =0, 得 


a 


人 2 3 
和 ”十 于 一 
キト ブ フル デル 2 b1 


或 
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如 果 从 满足 要 求 的 曲线 中 ,把 与 过 C 点 的 直线 的 交点 多 于 两 
个 的 曲线 去 掉 , 屠 就 没有 满足 要 求 的 曲线 . 也 即 没有 这 样 的 连续 则 
线 ,过 C 点 的 直线 与 它 只 相交 于 沙 点 村 和 NN, 且 CM + CN 为 党 
数 .但 是 ,如 果 我 们 改 为 要 求 CH . CN 为 常数 ,那么 一 个 显然 的 解 
是 加 ,圆心 位 置 任 意 .具有 这 种 性 质 的 曲线 有 无 穷 多 .这 时 的 0 应 
该 为 常数 , 它 应 该 等 于 CM CN, 记 为 の 、0 = 各 是 x 和 y 的 有 理 


国 数 ,不 矛盾 ， 


$ 408 


る 人 或 -局 = ニン , 则 满足 要 求 的 曲线 的 方 
程 为 


Me + -+N=0 或 Ma?= N(x?2+ y+ a2), 
其 中 于 和 六 都 是 x 和 yy 的 齐 次 浮 数 ,次 数 为 n+ 1 和 nn. 由 此 得 
M +r +a? 
NM a* 
为 x 和 y 的 一 次 函数 .这 是 与 过 点 C 的 直线 只 相交 于 两 点 村 和 
N, 且 乘积 CM・CN 恒 为 常数 @ 这 样 的 曲线 的 通用 方程 . 
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由 于 于 是 4 和 y 的 一 次 齐 次 耳 数 ,所 以 最 简 情况 是 子 


号 士 售 ,由 此 得 方程 


x+ 一 Gaxr+ 房 ]+ea2=0,， 
这 是 圆 的 方程 ,是 直角 上 坐标 下 贺 的 通用 方程 .显然 对 任何 一 点 C 
它 都 满足 要 求 .这 是 从 欧 几 里 得 的 《原本 ?中 ,也 即 从 初等 几何 中 已 
经 知道 了 的 .区 以 外 的 贺 锥 曲线 都 不 满足 要 求 . 阶 数 更 高 的 各 阶 曲 
线 中 都 有 满足 这 种 要 求 的 曲线 ,因而 这 样 的 曲线 有 无穷 多 条 .满足 

ax + Bey + ry x +r + a 

gtew 二 eyJ) | a 
或 
(Bx + ey) (x t+ 7) otor + pry + yy ) + oat +ery)=0. 

类 和 似 地 , 阶 数 更 高 的 各 阶 曲 线 中 都 有 满足 这 种 要 求 的 曲线 . 


$ 410 


现在 我 们 求 与 过 点 C 的 直线 相交 于 两 点 , 且 这 两 点 到 ご 的 距 
离 的 平方 和 为 常数 , 即 CM + CN =2a 的 曲线 ,由 CM+CN=P 
和 CM・CW= の , 得 だ + CN = P20 ,因而 应 该 有 
2a“ 


-20= 20? 或 0= 人 520. 
pe 我 人 有 2 站 = 人 ー a. 从 而 六 = 站 - 
,由 于 天 
・ 266 ・ 


方程 是 没有 问题 的 , 取 L 和 贱 为 这 样 的 区 数 时 得 


由 此 得 所 求 曲 线 的 通用 方程 为 
HE aL 
ーー 
或 ， 
Diy) My + M(x + 72) 26:12 =0. 
用 =0 时 该 方程 给 出 的 是 以 C 为 圆心 的 阅 . 显然 它 满足 我 们 的 要 
求 . 


$ 411 


n+1=0 时 ,六 为 常数 , 记 为 25; 工 为 一 次 函数 , 记 为 上 = eas 
+ 序 .这 样 我 们 得 到 四 阶 方程 
(ox + Pr) {w+ ya) 2b (ox + By) (x? + y) 十 了 
(+y =0. 


令 


L=x +y,M=2(0r +P) a, 
代入 通用 方 程 , 再 際 以 2x* + 2 和 ,得 四 阶 线 的 另 一 个 方程 
(+ yt Zalax + Bt yt) +2a (ar + Br) a? 
(x + y=0. 
只 要 该 方程 不 被 x? + 六 除 得 尽 , 换 时 为 2 时, 它 化 为 
L(x ty ) 2M Cr +) + 2MI(x? I - gL =0, 
这 是 2n+65 次 方程 .也 即 对 任何 偶数 阶 我 们 都 得 到 了 满足 要 求 的 
曲线 的 方程 . 又 ,如 果 工 被 x2+ y? 除 得 尽 , 即 エニ (+ y2)N, 其 中 
NN 为 x 和 和 y 的 任何 n 次 齐 次 鲜 数 ,我 们 得 到 另 一 个 通用 方程 
NC ty 2MNCGx エイ) +2M? a Ng + y=0, 
・ 267 ・ 


阶 数 为 2m + 4. 这 样 对 每 个 为 偶数 的 和 阶 ,我 们 都 得 到 两 个 方程 , 它 
人 科 表 示 的 曲线 都 满足 要 求 . 对 阶 数 6 这 两 个 方程 为 

(ex2+ fey + Y(t yt a) -2al(dr + ey sd 人) 
Lax + Bey + Yy? - aléx + ery) =0 
种 

(Bx +ey} (x + y (r+ ya)= 
28(ox2+ fy + yy Gx + ey) x2 + 7) alar +t By + YY 
奇 阶 线 都 不 满足 这 里 的 要 求 . 
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把 平方 和 CM? + CN?2 为 常数 改 为 
CAT CM CN + CON? | 
或 更 一 般 地 
CH + nCM: CN + CN 
为 常数 ,曲线 的 求法 类 似 . 由 于 
CM + nCM: CN + CN = P+(n-2)0, 


我 们 令 P+ (n -2)Q = a?, 得 0 シー アデ ,该 方程 并 不 带 来 什么 
困难 .由 


本 中: 
P= L > り = L 
得 
Ms: (n-2)Ne > 
2 L 
解 出 六 得 


Na Me 
fm-2)z2 (rn-2}L 
出 方程 为 -村 + N=0 的 曲线 满足 CM + nCM' CN + CN? 为 常 
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数 , 得 
(nD (rn-2 M+ oar- Mr =0, 
或 者 由 z*=x*+Yy 得 
a + (e+ Ye)[(』ー2) 子 テー ( ヵ ー2) ル 7 - 対人 1 ニ 0。 
其 中 了 和 型 都 是 x 和 和 y 的 函数 ,次 数 分 别 为 到 +2 和 下 +1. 令 站 
为 任何 mm 次 齐 次 函数 ,并 令 工 = (x*+ y)NN, 得 另 一 个 通用 方程 
af rN ln 2 (x + PN Cn-2) (r+ アク) 
MN- M:=0. 
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n=2 时 ,条 件 成 为 (CM + CN)* = 时 ,方程 为 

a = MM し を ”) 2. 
这 两 个 方程 都 最 齐 次 的 ,因而 都 至 少 包 含 两 个 gy = 应 状 的 方程 
如 此 ,要 满足 要 求 ,过 点 C 的 直线 的 条 数 也 必须 至 少 为 2. 即 问题 
无 解 .( CM + CN = ,也 即 CM + CN = a, 此 时 间 题 元 解 ,这 是 我 
们 前 面 已 经 指 了 出 来 的 .如果 取 r= ~2, 则 成 了 要 求 差 的 平方 
(CM - CN)? 为 常数 ,也 即 要 求 差 MN 本 身 为 常数 .此 时 得 到 两 个 
方程 

a = x+) (2L -MY 
和 

gz yA = [C+ yAN -M. 
mw=1l,i=2ix 时 得 到 最 简单 的 解 ,这 时 方程 为 

yy br), 
或 者 令 o = So ,得 

(Cry eb + yt) br. 
从 而 

ty =e tbhtieve+2b, 
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进而 


y= c+ bet a teve t+2ab. 
$ 414 


因而 与 过 点 C 的 直线 交 于 两 点 用 和 NN, 有 目 MN 重 为 常数 ,这 

样 的 曲线 有 无 穷 多 条 .显然 以 C 为 圆心 的 贺 都 满足 这 里 的 要 求 ， 
线段 MN 为 涛 的 直径 , 癸 是 时 =0 时 从 通用 方程 得 到 药 . 继 敬之 
后 ,满足 要 求 的 方程 为 

(ee キイ) =4(x2 ォ ッ ー dx), 
利 

a x = {x+y ) 2x 2p). 
的 四 阶 线 .为 便于 考察 这 些 曲 线 的 形状 ,我 们 回 到 z 和 前 p 之 间 的 
方程 .由 于 * デ + ェ アニ ダァ タニ zoosp ,Y= zsinp, 青 令 ga =2c, 则 第 一 
个 方程 化 为 

c222 ェ (2ー 到 cosp) ,或 bcosp +c=z, 
第 二 个 方程 化 为 

etcosp)* = (zo0sgp - 8}, 或 z= ws 
利用 这 两 个 表达 式 可 以 容易 地 得 到 这 些 曲线 的 形状 . 


二 で 
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訪 画 出 方 程 = bcosp + c 所 表示 的 曲线 (图 83,84,85), 引 过 

点 的 直线 4CB8 ,于 4CB 上 先取 CD = ヵ , 再 在 的 両側 取 4, ぢ , 

使 M = PB = c, 则 这 4 ,8B 都 是 所 求 曲 线 上 的 点 .过 C 任意 地 加 

一 条 直线 RCH ,并 从 也 向 WCMH 引 垂 线 开 ,在 NCM 上 と 的 両側 取 

局 和 前 和 入 ,使 LM = LN =c, 则 这 点 村 ,NN 在 所 求 曲线 上 ,线段 MN 
・ 370 ・ 


的 长 为 2c, 符 合 子 同感 的 要求 . 


图 83 
应 该 措 出 , 如果 CD = ぁ <=, 期 曲 鐵 在 点 ど 外 有 共 範 点 
($ 277) ,如 图 83 所 示 . 
如果 ぁ =c, 列 曲 銭 在 已 点 处 有 尖 点 .线段 4C 的 长 为 零 ,如 图 
84 所 示 . 


最 后 ,如 果 pa > ec, 则 点 4 在 点 妇 点 吾 之 间 , 曲 钱 在 点 如 处 有 
结 点 ,或 二 重点 ,如 图 85 所 示 . 这 三 条 线 都 以 4CB 为 直径 , 且 垂 有 
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于 4CB 的 ECF 的 长 为 2c. 
$ 416 


上 上 节 所 作 四 阶 线 是 封闭 的 ,有 界 的 ,现在 作 满 足 同样 条 件 的 必 


问 无 穷 的 四 阶 线 ,方程 为 x = ーー + .参见 图 86. 过 点 C 画 直 线 
C48 , 取 CD =6, 取 D4 = DB =c, 则 点 4,8 在 所 求 曲 线 上 .过 DD 引 


图 85 


垂直 于 48 的 直线 EDFP. 任 画 直 线 CL, 则 CL = 9 为 角 DCL. 
在 CL 上 上 两 侗 取 点 村 ,使 LM = LN =c, 则 上 时 ,VW 在 所 求 曲线 
上 .这 样 画 出 的 是 古 希腊 尼 科 梅 德 斯 ( Nicomedes ) 的 星人 銭 、C 为 极 
点 ,EF 为 渐 近 线 , 四 个 分 枝 在 无 穷 远 处 与 该 渐 近 线 重合 . 称 hBh. 
部 分 为 蚌 线 的 外 线 , gdg 部 分 为 是 线 的 内 线 .这 两 部 分 之 外 还 有 一 


介 共 和幸 点 C. 
$ 417 
前 两 节 画 出 的 是 四 阶 线 .具有 这 种 性 质 的 更 高 阶 线 ,需要 多 少 


条 ,都 容易 求 得 出 .只 要 ア 是 角 ぁ 的 正 下 和 余弦 的 奇 陣 数 , 方 程 ヶ 
・ 272 ・ 


= jiP+tre 所 表示 的 曲线 就 与 过 C 点 的 直线 相交 于 两 点 , 记 这 两 点 
为 可,NN, 线 段 MN 就 必定 恒 等 于 2c. 这 些 曲线 都 属于 蚌 线 类 ,并 

.县 代 替 直 线 EF 可 以 取 方 程 z = 5P 表示 的 任何 曲线 作 淮 线 . 前 面 
我 们 看 到 了 这 个 方程 所 表示 的 曲线 与 过 C 点 的 直线 都 只 有 一 个 
交点 .因此 ,由 于 长 度 C 任意 ,对 一 条 曲线 z= 5P 我 们 就 可 以 画 出 
无 穷 多 条 具有 所 要 性 质 的 曲线 . 


$ 418 
参见 图 87 ,作为 例子 , 任 画 一 条 曲线 CEDLF ,使 过 点 C 的 直线 
A 与 它 都 相交 于 一 点 ,如 五 ,如 工 ,那么 
在 每 一 条 这 样 的 直线 ,例如 CL 上 于 
wy 变 点 工 的 两 侧 取 线 帮 1M = LIN = ec， 
则 ,NW 为 所 求 曲 线 上 的 点 .让 CL 
保持 这 C 连续 移动 ,可 使 点 对, 六 画 
> , 出 曲线 AMPCOBNRC. 这 曲线 当然 满 
2 是 与 过 て 的 每 一 条 直线 的 交点 守 , NN 
都 具有 性 原 MN 恒 为 常数 . 这 里 应 该 
指出 , 如果 曲 线 CEDF 是 过 人 C 点 的 
圆 , 则 画 出 的 曲线 为 上 414 求 出 的 四 


四 7 阶 线 . 


$ 419 


前 面 我 们 解决 了 求 这 样 的 曲线 ANN 的 问题 , 它 与 过 で 点 的 
直线 必 相 交 于 两 点 村 ,入 ,使 得 CN - CM 或 CM? -2CM: CN4 CM2 
恒 为 常数 .我 们 再 简单 地 考虑 -- 下 CM2+ CM: CN + CNZ 为 常数 的 

・ 273 ・ 


情形 . 今 8 412 方程 中 的 n=1, 得 
a ty TINM+M), 

其 中 sx 和 y 的 吨 数 了 ,时 分 别 为 mm+1, 严 次 冰 数 .我 们 也 得 到 方程 
a PN C+ rN (tt MN + MM, 

其 中 太 ,N 都 为 x,y 的 斉 次 政 数 , 且 村 的 次 数 比 N 大 1. 


$ 420 


首先 , 令 财 =0 得 到 的 是 以 C 为 圆心 的 圆 .此 时 过 圆心 C 到 
曲线 的 直线 都 相等 ,满足 要 求 .其 次 , 令 第 一 个 方程 中 的 = 656, 上 
= zx, 得 

a x = (x + ye) x 放す の) 
或 

a +b — 2 

r= Bt 
这 种 曲线 中 , 除 掉 回 ,这 是 最 简单 的 . 再次, 令 第 二 个 方程 中 的 が 
=1, 肝 = 婦 , 得 

ty = て (ウォッ)2 ー bla ty + bx? 
或 


z+ 2= 才 下 十 方 o2+ e+ Fa be -了 到 人 2， 


4 
也 为 四 阶 线 ,也 满足 要 求 . 
$ 421 


上 面 讨论 的 是 z 的 两 个 值 CM , CV 的 次 数 不 商 于 2 的 问题 . 现 
在 我 们 讨论 次 数 更 高 的 问题 . * 的 两 个 值 依 热 从 方程 22- P+ 0 
= 人 0 得 到 ,其 中 
・ 274 ・ 


Me Ne 
= テッ の = LL” 


;时 ,NN 都 是 x 和 y 的 竟 次 函数 ,次 数 依 次 为 n+2,n+1 和 ,x 
为 横 标 CP,y 为 纵 标 PM .这 里 要 讨论 的 第 一 个 问题 是 ,交点 村 ,站 
満足 CM? + CMW = a3. 由 方程 -Pz + 0 =0 的 性 质 得 GM + GCN? 
= 户 -3PO, 因 而 应 该 有 户 -3PO = a?. 由 于 PP 和 Po 都 是 无 理 
量 , 该 等 式 不 能 成 立 .也 即 , 没 有 满足 CM3 + CN = 本 的 曲线 .这 结 
论 是 在 只 有 两 个 交点 的 前 提 下 推出 的 .如 果 允 许 交 点 个 数 多 于 2, 


那么 令 0= 5, 取 了 为 角 g 的 正弦 和 余弦 的 任何 函数 ,就 可 


以 求 出 满足 要 求 的 无 穷 多 条 曲线 . 


$ 422 


如 果 要 曲线 满足 
CM + CN = a4， 
则 应 该 有 
Pi-4P0 +207= g 
该 方程 不 会 无 理 量 ,求解 可 以 进行 .应 该 得 到 


の = Pi P+ Tat, 


该 函数 虽 含 根 号 ,但 可 视 为 单 值 函 数 , 因为 ,二 P4+ 二 as 取 加 号 
时 所 得 z 值 为 虚数 .这 样 我 们 有 


Ne Me MA 1 4 
= 一 + 一 
L 区 277 2 「 


由 天 -时 + 交 =0 或 
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有 理化 得 


の M+ M2)? = 学 


村 + 
或 

{x + PD M+ MI MI) = a 
这 是 满足 要 求 的 曲线 的 通用 方程 . 


§ 423 
§ 372 中 那个 更 为 容易 的 方法 也 可 以 用 来 解决 这 类 问题 ,由 
于 CM*CN=0 和 0 = 和, 如果 记 CM, CN 中 的 一 个 为 z, 则 另 一 


カマ = 笔 ,因而 ,条 件 为 
CH + CM = a", 
时 得 


该 方程 ,nm 为 偶数 时 有 理 , 满 足 所 提 条 件 ; rm 为 奇数 时 ,应 两 边 平 
方 ,使 有 理化 ,这 使 交点 个 数 加 倍 , 不 符合 只 交 于 两 点 的 要 求 ,也 即 
无 解 ， a 条 件 为 
M+ CN = 
得 
rs 

タモ タオ y= A 
由 开间 + 入 = 浊 知 ,这 结果 与 410 所 得 
x + 2 

CL- M+ Le 
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是 一 致 的 ,一 般 地 ,对 偶数 ヵ 、 休 件 CM" + CN" = a* 时 得 
4 a ol 
tp PrM 
其 中 上, M,N 都 是 x 和 Y 的 沙 数 ,次 数 依 次 为 m+2,mt1l1 和 im. 
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送 同 欄 的 稲 也 可以 利用 CM + CW=P 得 弄 . 吉 果 信 CM, CV 


中 的 一 个 为 z, 则 田 一 个 为 PP-z. 因 而 Cr+ CV 应 该 为 常数 时 ， 
ーー ,出 | 


也 即 


n 为 个 数 时 ,这些 方程 都 给 出 满足 要 求 的 曲线 . n 为 奇数 时 ,当然 
有 两 个 交点 7 和 Ni, 满足 CW* + CNV" = om, 但 是 还 有 另外 两 个 点 也 
具有 这 一 性 质 .也 即 每 条 过 C 的 直线 都 双 倍 地 满足 要 求 


$S 425 


存 了 这 些 讨 论 , 我 们 就 可 以 比较 容易 地 来 解决 一 些 相 当 困难 
的 问题 ,比如 , 求 一 条 曲线 ,过 で 点 的 每 条 直线 都 与 它 交 于 两 点 ， 
・277 ・ 


记 为 有 各 入 ,这 两 点 满足 
CM" + CN" + aCM CN( CM ?+ CT う + 
+ BOM CM CM 4+ CN 4) + = a", 
设 两 个 值 中 的 一 个 CM = z, 则 另 一 个 


ooN -了 -到 
CV ニテ ェ テ 


将 这 两 个 值 代入 上 式 , 得 所 求 曲 线 的 方程 

mt N+talN ?+N 2) + BN d+ うう + 
“二 
册 了 工 - 型 + 六 =0, 及 工 ,时 ,上 都 是 x 各 Y 的 齐 次 函数 ,次数 依次 为 
m+2,m+1 和 和 m, 得 L= 有 -NN, 或 N= MM- 上 .这 样 ,在 所 给 情况 
下 我 们 可 以 得 到 无 穷 多 个 解 . 
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现在 我 们 把 考察 对 象 改 为 与 过 定点 《 的 直线 都 有 三 个 交点 

的 曲线 . 这 类 曲线 的 通用 方程 为 
-P+ -R=0, 

其 中 z 是 曲线 上 任何 一 点 到 C 的 只 离 ,P,Q,R 是 角 ACM = gp, 或 
者 它 的 正 台 和 余 蕴 的 函数 .由 于 前 面 讲 过 的 原因 ,为 保证 交点 个 数 
不 多 于 3,P 积 情 应 该 是 sing 和 cosg 的 奇 函 数 , 曽 0 应 该 是 sing 
和 cosg 的 侦 函 数 . 取 直 和 角 坐 标 CP=x,PH=y, 则 + y= 万. 如 
果 玉 ,LL, 时 和 NN 都 表示 x 和 Y 的 齐 次 蜀 数 ,次 数 焦 次 为 n +3,n+ 
2,n+1 和 各, 则 


p- な っ 
KY kK Kk 
这 样 得 所 求 曲线 的 直角 坐标 通用 方程 


K~L+M-N=0. 
这 方程 清楚 地 告诉 我 们 , C 点 是 曲线 的 n 重点 . 
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首先 ,该 方程 包含 所 有 的 三 阶 线 , 这 里 要 求 所 CC 不 在 曲线 上 . 
其 次 ,该 方程 包含 所 有 的 四 阶 线 ,这 里 要 求 点 局 在 曲线 上 ,再 次 ， 
具有 一 个 二 重点 的 五 阶 线 属于 该 方程 ,这 里 要 求 点 C 为 重点 .类 
似 地 ,更 高 阶 线 属于 该 方程 , 则 必 n +3 阶 线 上 共有 一 个 & 重点 ， 
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设 p,g,r 是 从 方程 

2 P+ R=0 
得 到 的 三 个 z 值 ,这 里 角 C4M = p 为 任何 值 ,那么 由 方程 的 性 质 
我 们 有 

P=pt+gtr =pgtprt+ gr,R=pgr. 
由 P,Q 不 能 用 x 和 y 有 理 表 示 , 显 见 , 谈 不 上 p+gq+t+r 或 pgqr 为 
常数 的 曲线 ,也 求 不 出 p,q,r 的 奇 函 数 为 常数 的 曲线 ,但 可 以 僵 
它们 的 偶 函 数 为 常数 .例如 ,使 


也 即 条 ( 巡 + 入 ) = aa? 下. 代 这 个 上 值 入 方程 六 -上 + 村 -N=0, 得 
满足 要 求 的 所 有 曲线 的 通用 方程 

My -a L+oa NM- aN=0. 
消去 好 得 

(x + yOK- (ta Kk (x +y)N=0. 
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用 同样 的 方式 可 以 解决 田 外 :一 些 类 似 的 问题 .例如 , 求 与 过 点 
C 的 直线 变 于 三 点 , 且 
p+g+ri=a 


的 曲线 .由 


1 


アピ + ォ の ォ ビ ュー20。 ア =, 

和 
Ma’ 

QQ = K ? 
得 

D2 2M ， 

K?2 一 大 二 村。 
志 即 


(x + yD (+ KM = g デ 7 
与 过 点 的 直线 交 于 三 点 的 曲线 有 通用 方程 -LL+ 旷 -N=0， 
这 里 重要 的 一 点 是 x 和 7 的 最 禹 次 数 比 最 低 次 数 高 3, 为 从 这 两 
个 方程 得 到 我 们 所 要 的 方程 , 先 苇 KK-L+-N=0 以 2tx7+ 
y)KK, 再 与 刚 得 到 的 方程 

(ナタ つう) デー2( x + KM = oR 
相 加 ,得 消去 了 的 方 各 | 

2( Rt RE + (xy) a K(x? 
+ 72) KW =0. 
其 中 次 数 最 高 项 24xz + y*) 户 的 次 数 为 2p+8, 疾 数 最 抵 項 2(x? 
+ y?) KN 的 次 数 为 n+ 5. 最 高 最 低 之 差 为 3, 具 有 重要 的 那 一 点 ， 
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由 于 最 高 次 项 最 低 次 项 都 不 能 为 零 , 为 求 最 简单 的 曲线 ,我 
们 令 rt =0, N= ,kK 三 (メテオ rr) =0, 得 方 租 
a yx ー ga( タ キッ クー2 の xt(x2+ ッ クツ )2 =0。 
除 以 2x(x + YY, 得 
a+ ye っ の ー が ニ 0,。 
阶 数 为 3. 改 工 =0 为 
L=2c(x + y), 
得 四 阶 方程 
(ry) Zl + y+ ocr + アダ ) a -bx=0 
或 
x + De ty a lx +2bx, 
用 类 似 的 方法 可 得 到 很 多 满足 条 件 的 更 高 阶 的 曲线 . 
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也 可 以 求 出 pt+ q++ rt 为 常数 的 曲线 ,由 于 
pt+qg+tr= p+4P0+20+4PR, 
我 们 令 
Pi_4PQ +20° +4PR = ce4. 
这 样 我 们 有 
于 (于 一 4 有 十 2 天 2 + AKIN) = ot Kt 
或 
MT A AKI2M +2K2M?), 
解 出 入 ,代入 下 -上 + WM- N=0, 得 到 的 就 是 所 要 曲线 的 通用 方 
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条 件 玉 + 有 天 = 人 和 天 + 关 + 天 = 对 可 以 同时 被 满足. 为 
此 ,应 该 有 
2 KM = a kK, 


I KM = 2272 kK. 
AR LN = CR gt dR Mt RM 
4 Lat pt Di 2 天 27222 RM gt 


4K’ Mr m2 KD 2 ー 2a7 Ki I?, 
将 好 和 六 的 这 值 代 人 方程 入 -+ 时 -~- 阁 =0, 也 即 
A Le AR D2 FAK MG -4 天 27W4 =0, 
得 所 求 曲 线 的 方程 
と すす チチ です ルー ます た と る シル て です チン だす Kt 
-Lz +2a RD + 2K: Mz =0. 


由 

KM = LY - GR, 
我 们 有 

RM = TD PR + っ KT. 
这 就 是 说 ,所 求 上 曲线 的 通用 方程 为 


BK Lt — 8R DD + AR a RI TAK 
a RK Dak =0. 
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由 于 x 和 y 的 斉 次 画数 的 次 数 比 と 大 1。 取 表 = デ と = 
可 求 出 同时 满足 p+ +r = 本 が + す の 7 ォ デニ cg 的 三 交点 最 
简 曲 线 .所 得 方程 为 

Bh — Bh + 4 — da bt — eet a 十 

Da baa + a =0. 
由 z= x*+ YY 知 该 方程 有 理 , 表 示 的 是 七 阶 线 ,C 是 它 的 轩 重 点 . 
令 下 =x, 上 = 45, 可 以 得 到 满足 条 件 的 为 一 个 七 阶 线 .得 到 的 方程 
为 . 
Bh zt — Bh ix lzt + dp — 4al hy a -2c444 一 hist + 
a + oixt =0, 
也 即 
4 
Bh 8 が +4 が z- と 


, 所 

由 此 得 
っ 22 bt a (2 拓 一 だ)[26( が 2 陸士 42) 一 二 452 一 2] 
(2 ェ テー)(4 2 本 + が ) 
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可 以 进一步 考察 与 过 点 で 的 直线 交 于 更 点 的 曲线 ,并 从 中 求 
出 满足 某 些 条 件 的 曲线 . 但 从 前 面 的 讨论 中 可 知 这 不 会 遇 到 什么 
困难 ,这 类 问题 的 各 种 结 浊 都 可 立即 得 到 .如果 解 不 存在 也 能 立即 
判明 ,因而 于 此 我 们 不 再 停留 .下 面 转向 关于 曲线 的 男 一 个 题目 . 
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第 十 八 章 
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毎 介 曲 銭 方 程 中 , 頁 角 浴 大 *,y 之 外 ,还 应 包含 一 个 或 几 个 
常量 (8 437 称 常量 为 参数 一 一 中 译 者 ), 比 如 。, ヵ ,c 等 ,也 称 常 量 
为 线 常 量 .曲线 方程 中 常量 变量 次 数 之 和 ,各 项 相等 . 如果 一 项 为 
pn 个 量 ( 常 量 和 变量 ) 的 积 , 则 必 其 他 各 项 都 为 个 量 相 乘 .否则 ， 
不 同类 的 量 相 比较 ,是 无 法 进行 的 .因此 ,在 每 个 曲线 方程 中 ,常量 
与 变量 一 起 , 次数 的 和 各 项 相等 .常量 可 以 取 1 或 别 的 数 .按照 以 
上 说 法 ,一 个 方程 中 ,如 果 没 有 常量 , 则 必 变 量 x,y 次 数 的 和 ,各 
项 相同 ,也 即 必 为 齐 次 方程 ,我 们 讲 了 , 齐 次 方程 表示 的 不 是 曲线 ， 
而 是 交 于 一 点 的 几 条 直线 . 
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我 们 先 考虑 变量 x 和 yy 之 外 只 含 一 个 常量 ua 的 方程 ,x,y 和 


4 这 三 个 量 的 次 数 之 和 ,各 项 相同 .常量 g 不 同 的 值 给 出 不 同 的 曲 
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线 ,这 样 的 曲线 有 无 穷 多 条 , 它们 不 同 的 只 是 大 小 ,形状 完全 相似 . 
我 们 称 同 一 个 方程 所 表示 的 这 种 曲线 为 彼此 相似 .它们 之 间 的 不 
同 ,不 多 于 半径 不 同 的 阁 之 间 的 不 同 . 
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为 了 清楚 地 认识 这 种 相似 ,我 们 考 韦 一 个 完全 确定 的 方程 
这 一 2x3 + ay -axz+2a2y =0. 
如 


A 4 “ a 
图 88 图 89 

在 变量 x 和 7y 之 外 , 它 具 会 一 个 常量 a. 我 们 称 这 个 a 为 参数 .图 

88 上 ,直线 45 为 轴 , 坐 标 4P = x, PH = y. 设 参数 。 的 值 为 4C ,又 

设 4C = a 时 方程 给 出 的 曲线 为 AMB. 现在 我 们 给 参数 a 以 另外 

一 个 值 ac ,此 时 方程 给 出 的 曲线 为 am ,如 图 89 所 示 , 我 们 称 这 里 

的 曲线 4MB 和 az 彼此 相似 .保持 4C = o,4P = x, PM = y, 如 果 


1 1 
= 4C= 二 , 興 取 p=、 = 二 ,pm = 一、PM = 工 . 依 次 代 
oz, 以 训 ， 衬 , 详 , 则 所 得 方程 等 于 原 方程 各 项 都 除 以 ぷ 。 弟 方 
・ ?85 ・ 


程 不 变 . 
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相似 曲线 具有 一 条 极 能 说 明 其 相似 性 的 性 质 :如 果 横 标 AP 

与 ap 之 比 等 子 参 数 4C 与 ec 之 比 , 则 纵 标 PM 与 pm 之 比 也 等 于 
参数 AC 与 ae 之 比 .也 冯 ,如 果 取 

AP:op = AC:ac, 
则 

PM: pm = AC: ac. 
由 此 得 

AP: PM = ap: pm, 
这 上 告诉 我 们 ,相似 曲线 之 间 , 除 了 大 小 ,其 它 性 质 都 相同 .例如 ,如 
果 取 横 标 4P,ap 同调 , 即 其 比 等 于 参数 AC, ac 之 比 , 则 不 只 是 纵 
标 PM ,pm ,而 是 用 类 似 方式 画 出 的 一 切 对 应 线 ,其 至 弧 4AM, am 
之 比 ,也 都 等 于 参数 AC , ac 之 比 . 且 对 应 面积 APM ,apm 之 比 等 于 
参数 平方 4Cz, ac* 之 比 .如 果 任 取 两 个 同调 点 D.o, 即 4A0: ao = 
4C: ac ,并 从 这 两 点 分 别 向 曲线 画 直线 OM , om ,使 角 40M, aom 
相等 , 则 

ON : om = AC: ac. 
最 后 ,由 于 相似 ,同调 点 时, m 处 切线 与 轴 所 成 前 相等 , 且 密 切 半 
径 之 比 等 于 参数 4C 与 ee 之 比 . 
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由 此 可 见 ,方程 和 = 2ax - x? 表示 的 一 切 園 彼 此 相似 . 同样 ， 
方程 * = ax 表示 的 全 体 曲线 ,也 即 全 体 抛物 线 彼此 相似 .由 于 在 
表示 相似 曲线 的 这 些 方 程 中 ,x,y,a 次 数 的 和 ,各 项 相等 ,因而 从 
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方程 解 出 的 y 是 量 a 和 x 的 一 次 齐 次 隔 数 ,反之 ,如 果 P 忆 是 量 a 
和 x 的 一 次 阻 数 , 则 方程 y = P 合 有 无 数 条 彼此 相似 的 曲线 .参数 
a 每 取 定 一 个 值 ,就 得 到 其 中 一 条 ,同样 地 ,从 相似 曲线 的 这 类 方 
程 可 以 得 到 , 横 标 x 是 a 和 y 的 一 次 齐 次 函数 ,参数 ma 是 x 和 的 
一 次 齐 次 阻 数 . 
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任 给 一 条 曲线 48MB ,都 可 另外 画 出 无 数 条 曲线 amwb 与 它 相 
似 . 任 取 一 个 数 ,例如 二 ,作为 同调 部 分 则 的 比值 . 如 果 所 给 曲线 
AMB 是 对 轴 4B 和 直角 坐标 4P, PW 画 出 的 ,那么 在 相似 轴 gp 上 
我 们 联 横 标 ap ,使 A4P:qp=1:n, 再 自 点 p 作 垂 銭 pm, 使 PM : pm 
= 1:n. 这 样 得 到 的 m 就 在 相似 线 amb 上 .点 盯 和 im 是 同调 的 .也 
可 以 从 一 个 选 定 的 点 0 出 发 来 画 相 似 线 . 取 一 个 点 o 作 点 上 0 的 对 
应 点 . 作 角 gom = 40M ,截取 线段 om ,使 

DOM:om=1:n, 

这 点 m 就 在 相似 线 amb 上 .用 这 种 方法 ,对 取 定 的 任 一 个 比 1:n 
都 可 画 出 相似 线 . 人 们 制作 了 工具 ,用 它 可 以 画 出 与 苔 定 曲线 以 任 
比 相似 的 曲线 . 
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不 难 从 给 定 曲线 的 方程 求 出 与 它 相似 的 曲线 的 方程 . 设 给 定 
曲线 4M 的 方程 是 坐标 4P = x 和 PM = y 间 的 .我 们 来 求 与 它 相 似 


的 曲线 am 的 方程 . 设 相 似 曲 线 的 横 标 四 = 大, 纵 标 pm = 了 , 则 从 
xX 于 二 1l:n,yY:Y 了 =1l:n 得 
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代 这 两 个 值 和 x,y 间 方 程 ,得 到 的 就 是 相似 曲线 的 X,Y 同 方 程 . 
如 果 在 新 方程 中 只 考虑 坐标 了 ,了 和 字母 n, 则 各 项 次 数 都 为 零 . 
如 果 用 n 的 适当 的 千 鳞 方程 ,以 便 去 掉 分 母 , 则 得 到 的 方程 中 ,XX， 
Y,n 的 次 数 的 和 各 项 相等 .前 面 我 们 讲 了 ,相似 曲线 的 方程 中 ,两 
个 坐标 和 由 它 的 变化 而 得 到 不 同 相似 曲线 的 那个 常量 ,这 三 个 量 
的 次 数 的 和 ,各 项 相等 .这 是 判断 一 个 方程 所 表示 药 是 否 为 相似 曲 
线 的 一 个 准则 . 
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相似 曲线 ,同调 的 模 标 和 维 标 按 相 同 的 比 促 长 或 编 短 . 如果 横 
标 按 一 个 比 伸缩 , 纵 标 按 另 一 个 比 ,这 两 个 曲线 就 不 是 相似 的 .这 
样 的 两 个 曲线 虽 不 相似 ,但 有 着 某 种 关系 ,我 们 称 它们 为 仿 射 . 仿 
射 包含 相似 ,相似 是 仿 射 的 特殊 情形 . 纵 标 比 、 横 标 比 相等 的 仿 射 
是 相似 .任何 曲线 4MB , 我 们 都 可 以 求 出 它 无 穷 多 个 仿 射线 amp 
(参见 图 88,89). 求 法 是 , 先 取 横 标 ap ,使 AP:ap = 1:m, 再 引 纵 标 
Pn, 使 PM: pm = 1:n. 比 不 同 ,所 得 仿 射线 不 同 .同时 改变 比 1:m 
和 1:n ,或 只 改变 其 中 一 个 ,我 们 就 得 到 无 穷 兆 个 仿 射 于 原 曲线 
AMB 的 曲线 . 
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假定 所 给 曲线 4MB 由 直角 坐标 4P = *, PM = y 间 的 方程 表 
示 . 根 据 上 节 所 讲 , 其 仿 射 线 amb 由 坐标 op = XX, pm = 了 间 方 间 方 
程 表示 .由 两 坐标 间 的 关系 
=ln, yi YF=lin. 
得 
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代 这 两 个 值 和 人 x,y 间 方 程 ,得 到 的 就 是 仿 射 线 的 ,了 之 间 的 通 
用 方程 .为 进一步 考察 所 得 方程 的 性 质 ,我 们 假定 所 给 曲线 AMB 
的 方程 中 ,y 是 x 的 函数 , 记 为 P, 即 y= P. 这 样 ,如 果 换 P 中 x 为 


考 , 则 P 成 为 X 和 m 的 等 次 函数 . 即 仿 射线 的 通用 方程 中 十 是 X 


和 mm 的 零 次 函数 ,也 即 了 和 nn 的 零 次 隙 数 等 于 基 和 m 的 等 次 孙 
数 . 
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相似 曲线 与 仿 射 曲线 的 主要 差别 是 :对 一 根 轴 或 一 个 团 征 的 
点 相似 的 曲线 ,对 任何 另外 的 间 调 轴 ,或 任何 另外 的 赔 调 点 ,依然 
相似 . 而 仿 射 曲线 ,对 两 根 轴 仿 射 , 对 另外 的 轴 或 另外 的 同调 点 ,可 
以 不 仿 射 .还 应 该 指出 , 跟 彼 此 相似 的 曲线 一 样 ,彼此 仿 射 的 曲线 
也 同 阶 同类 .下 而 我 们 用 几 种 大 家 熟悉 的 曲线 作 例 子 , 对 所 说 进行 
解释 . 
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设 所 给 曲线 为 图 ,方程 为 アア =2cx - 好 .为 求 相似 于 所 给 圈 的 
曲线 ,将 
了 


電王 一 “人 
nn 


代入 方程 ,得 全 体 相似 于 图 的 曲线 的 X,Y 间 通 用 方程 


也 即 
”289 ， 


2 ニク mc アー イヤ"。 
由 此 显 见 ,相似 于 圆 的 曲线 都 是 圆 ,直径 2zz 取 值 不 同 , 圆 不 同 . 为 
求 仿 射 于 圆 的 曲线 , 找 
イ Y 
Sm 
和 人 圆 的 方程 ,得 


了 _ 2k 到 
2 mm 


或 

mY =2mn ek — nx. 
这 是 椭圆 的 关于 一 根 主轴 的 通用 方程 .由 此 可 见 , 凡 椭圆 都 与 图 仿 
射 ,进而 椭圆 彼此 仿 射 .用 同样 的 方法 可 以 得 到 , 凡 双 有 曲线 徙 此 仿 
射 , 椭 国 有 两 根 主 轴 , 主 轴 之 比 相 等 的 椭圆 相似 .同样 ,主轴 之 比 相 
等 的 双 曲 线 也 相似 . 
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至 于 抛物 线 , 方 程 为 が = 必 , 最 然 相 似 于 它 的 曲线 是 扼 物 线 ， 
抛物 线 彼 此 相似 .我 们 来 求 仿 射 于 抛物 线 的 曲线 . 令 


三 ~ 二 
ザー mm? 


得 方程 内 = 二 2X. 这 也 是 拆 物 线 方程 . 可 见 , 仿 射 于 挑 物 线 的 曲线 
同时 也 相似 于 抛物 线 .也 邮 , 对 抛物 线 ,相似 与 仿 射 范围 相同 .方程 
只 有 两 项 的 曲线 ,如 = cr ,= ex? ,yw = es 等 ,情况 都 是 这 
样 .我 们 得 到 , 双 曲 线 之 间 , 擅 物 线 之 间 , 仿 射 与 相似 都 是 同时 的 . 
别 的 曲线 则 不 然 .我 们 看 到 了 ,加 和 楷 因 ,它们 之 间 可 以 仿 射 而 不 
相似 . 
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从 x,r 的 方程 ,不 管 它 含 有 多 少 个 常量 a,5,c,…, 只 要 使 每 
-个 常量 都 取 确 定 的 值 ,我 们 就 得 到 一 条 确定 的 曲线 . 如果 只 让 常 
量 中 的 一 个 ,比如 a 变动 ,那么 对 每 一 个 不 同 的 a 值得 到 一 条 不 
同 的 曲线 ,总 数 是 无 穷 多 条 , 且 它 们 都 相似 . 这 是 在 别 的 常量 都 为 
确定 值 都 不 变动 的 前 提 之 下 ,否则 ,这 里 的 曲线 就 不 相似 . 如果 g 
之 外 ,允许 所 也 变动 ,那么 对 每 一 个 国定 的 w, 由 点 的 变动 又 得 到 
无 穷 多 个 曲线 .a ,5 都 变动 时 ,我们 得 到 的 不 同 曲线 的 数目 是 无 穷 
多 个 无 穷 多 .如 果 a, ヵ 之 外 ,常量 c 再 变动 ,那么 对 每 一 对 闻 定 的 
a 和 8, 我 们 就 又 得 到 无 穷 多 个 曲线 .这 样 允 许 变动 的 常量 个 数 越 
多 ,我 们 得 到 的 不 同 曲线 的 数目 ,其 无 窃 的 宕 次 就 越 高 . 
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对 只 让 一 个 常量 变动 时 ,一 个 方程 所 产生 的 那 无 穷 多 个 曲线 ， 
我 们 再 作 些 考察 . 当 轴 和 原点 固定 ,这 时 方程 给 出 的 不 只 是 无 穷 个 
曲线 ,还 给 出 这 每 条 曲线 的 位 置 .这 无 穷 多 曲线 充满 某 个 区 域 ,也 
即 这 区 域 中 每 一 点 都 有 这 无 穷 多 曲线 中 的 线 通过 .这 无 穷 多 曲线 
相似 与 否 ,可 据 前 面 上 所 讲 作 出 判断 ,可 以 有 这 样 的 情 帝 ,这 无 穷 多 
曲线 不 只 相似 且 相 等 ,不 同 的 只 是 位 置 .例如 ,a 变动 时 方程 

y=a+ 2ex— x 

给 出 的 无 穷 多 个 半径 为 c, 图 心 在 垂直 于 轴 的 一 条 直线 上 的 图 就 
是 . 
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反之 ,如 果 依 闫 菏 种 规律 ,把 一 个 曲线 带 在 一 个 平面 的 无 穹 条 
个 不 同位 置 上 ,我 们 也 可 以 求 出 
一 个 方程 ,使 得 让 方程 中 的 一 个 
常量 变化 ,就 得 到 画 出 的 这 无 穷 
多 个 曲线 ,假定 如 国 90 所 示 , 画 
在 无 穷 移 位 置 上 的 册 线 是 半径 
为 的 圆 . 圆 这 无 穷 和 多 个 圆 的 规 
律 是 ,让 顶点 4,a 都 在 称 为 准 线 
的 一 条 给 定 其 线 Aad 上 , 且 直 径 
ab 都 平行 于 轴 4B. 为 了 求 出 会 
这 无 穷 多 个 圆 的 方程 , 取 准 线 上 
任 一 点 a,; 从 它 向 主轴 画 垂 线 
aK. 记 AK = ga. 由 于 淮 线 已 给 ， 
我 们 有 Kn 过 a&. 记 Ka =A, 则 4 
是 ea 的 一 个 确定 的 函数 .再 从 g 
引 圆 的 直径 o6 ,使 平行 于 主轴 ,这 新 圆 的 顶点 a 在 准 线 上 .从 新 加 
上 任 取 一 点 到, 通 纵 标 mP = ,对 应 模 标 为 4P = x*. 这 样 我 们 得 到 
m=x—4,m=7- 4A. 
如 果 令 p=t,pm = &, 那 么 由 圆 的 性 质 我 们 有 ww*=2c ~ 将 
=*ーgg = ニャー 代入 , 得 
(y— A)=2c(x- a)- (1- a), 

这 是 我 们 所 说 意义 下 沿 准 线 Aad 的 圆 的 通用 方程 .让 4 所 依赖 的 
a 变化 ,从 该 方程 即 可 得 所 有 的 贺 . 


图 0 
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类 似 地 ,如果 把 沿 准 线 4gg 画 的 图 , 换 为 舅 一 种 曲线 anw ,也 
使 顶点 或 横 标 原点 在 准 线 上 , 轴 保 持平 行 , 那 就 也 可 以 求 出 包含 画 
出 的 无 穷 多 个 这 男 一 种 曲线 的 方程 . 设 这 另 一 种 曲线 的 方程 是 坐 
标 ap = t ,pm = & 闻 的 ,并 取 平 行 于 gg 的 直线 AB 作 所 有 曲线 的 主 
轴 , 也 作 淮 线 4ad 的 主轴 . 照 用 过 的 方法 , 令 AK=a,Ka=A, 则 4 
是 & 的 阔 数 , 记 模 标 4P = x, 纵 标 Pm = y, 得 t= ャ ーa,u=yー4. 
将 这 两 个 值 代 人 给 定 的 方程 ,就 得 到 包含 所 有 曲线 anw 的 通用 方 
程 .对 & 的 每 一 个 确定 的 值 ,我 们 得 到 通用 方程 所 表示 的 无 穷 多 
个 曲线 gamb 中 的 一 个 .例如 ,如 果 曲 线 am5 是 方程 为 w= ct 前 撤 
物 线 , 则 顶点 在 淮 线 4ag 上 , 轴 平 行 于 直线 4g 的 这 无 穷 多 个 相等 
的 抛物 线 的 方程 为 | 

(y- AY=e(x- 0). 
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前 面 我 们 让 曲线 项 点 河 着 作为 准 线 的 曲线 移动 时 ,保持 曲线 
的 轴 相 平行 .如果 顶点 依旧 在 淮 线 上 ,但 轴 不 是 相 平 行 ,而 是 恢 另 
外 的 规律 移动 ,那么 会 无 穷 多 个 这 种 曲线 的 方程 ,要 更 为 一 般 .为 
说 得 更 清楚 一 些 , 先 假定 曲线 的 顶点 4 沿 圆 弛 ha 移动 时 轴 gb 伍 
指向 圆心 0, 如 图 91 所 示 , 这 里 是 曲线 AMB 跟 它 的 轴 B40 一 起 绕 
点 总 所 作 的 转动 给 出 无 穷 多 个 曲线 4MB .无穷 多 个 这 种 曲线 ,也 
可 用 含有 一 个 常数 的 方程 表示 . 
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设 不 变 的 半径 40 = 90 = c, 可 变动 的 角 40a =a. 从 我 们 的 一 
条 曲线 az 的 任 一 点 m, 向 主轴 048 引 垂 线 mP, 则 OP =x, Pm = 
y. 再 从 这 回 amb 的 轴 gp 引 垂 线 mp , 记 ap 二 了 Pr 一 g. 恨 定 
amb 的 ta 间 方 程 已 给 . 自 P 引 平 行 于 06 的 直线 Ps, 交 纵 标 mp 
的 延长 线 于 s, 则 


ps ニル mimc 。 Op — Ps = woosg 


叉 由 角 
ーー ms = AOa=a, 
得 
hs=ysinge HH ms = rod. 
由 此 得 


Op=c+i= rcose + ysina, mp=u= yO 一 tsineg. 
这 样 , 代 
t= X0080 + TFSine — ce; UU= Yo00 一 xsinag 
+ うり 4 円 


人 所 给 tw 闻 方程 ,就 得 *,y 间 的 通用 方程 ,变动 角 a 就 得 到 所 
有 的 曲线 amb. “ 
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设 曲 线 AMB 的 顶点 沿 任 何 一 条 准 线 haL 移动 . 此 时 轴 gg 的 
移动 使 角 ADa 以 某 种 方式 依赖 
于 点 a .参见 图 %. 例如 顶点 为 
g 時, AK=a,Ka = 4, 记 前 
40a = ua. 由 于 准 线 已 给 ,所 以 才 
是 a 的 某 个 已 知 函 数 , 角 。 的 正 
弦 和 余 蓄 也 基 g 的 消 数 .在 这 


里 的 记号 之 下 我 们 有 
A _4 
KO = iga 0a = = 


从 am5 的 任 一 点 m 先 向 主轴 
40 引 重 銭 mP, 再 向 amb 的 轴 
引 垂 仁 pp, 人 錠 4P =x, Pm = ys 

图 92 本 = ,pm = ,假定 原 曲 线 坐 标 
t,u 他 方程 已 给 ,从 它 我 们 可 以 求 出 变动 曲线 的 x,Y 间 通 用 方 
程 . 
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为 此 , 自 P 向 mp 的 延长 线 引 秋 线 Ps, 它 平行 于 曲线 的 轴 
abh0. 由 Pins = 40a =a, 知 
Ps= ysing, ms = Yoosa, 


又 由 
" 295 ・ 


4 


OP = tg 
得 

ps = asine 十 过 cosa — xsime , 
和 

Op — Ps = acose + 人 eosg ー を COS . 

tg 

从 而 

Op = go0sa + LE . rco0s0 + Ysina -4 —£, 

ga Sng 

进而 

t= Asina — qdosa + XCosa — Ysing, 

B= — ine ~ Acose + xsine + yeose. 
或 


# ニ (を 一 gwJcoac — {(y — A)sina, 

は ニ (【 を ー gwJaing キ ( ャ ー 基 )cose , 
将 这 两 个 表达 式 代 人 ょ 4, 间 方 程 ,就 得 到 所 求 的 x,y 间 方 程 .不 
管 依 什么 规律 将 曲线 am5 在 平面 上 画 出 无 穷 委 次 ,用 这 里 的 方法 
都 可 以 求 出 这 无 穷 多 个 曲线 的 通用 方程 ， 
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这 样 我 们 就 做 到 了 ,用 一 个 方程 表示 只 是 位 置 不 同 的 无 穷 多 
个 相同 曲线 ,这 里 原 曲 线 的 1,w 闻 方 程 不 含 可 变化 的 常数 a. 如果 
ちゅ 间 方 程 含有 一 个 或 几 个 依赖 于 a 的 常数 ,那么 所 得 通用 方程 
所 包 售 的 无 穷 多 条 曲线 ,就 不 一 定 全 都 相似 . 如果 +, 同 方 程 中 
的 uw 是 上 和 /的 一 次 齐 次 函数 ,f 依赖 于 a, 那 么 这 无 穷 针 个 曲线 全 
都 相似 ,否则 ,将 不 全 相似 ， 
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作为 其 体 说 明 ,我 们 举 个 例子 .如 图 93 所 示 , AB,aB, amB,… 
妊 是 过 点 了 ,图 心 在 机上 
的 无 穷 多 个 加 ,这 些 圆 闫 
似 于 地 图 上 的 经 线 . 从 点 
8 向 直线 AC 引 垂 线 , 记 
BC=e 这 ae 是 不 变 的 . 
现在 我 们 对 这 无 穷 多 个 
图 中 的 一 个 amB 进行 考 
gg の ど の > 引 雏 标 プー 
* ぅ Pm = y. 对 选 定 的 一 个 
图 93 圆 , 这 半径 是 常量 ,但 对 
， 所 有 的 图 来 说 ,这 半径 就 
是 一 个 变 基 .所 aE= 并 =a, 则 
CE=V ai-c, PE=x+V oa-e. 
由 PE2 + Pm? = oa, 得 
y+ tx Va -+a = 0!, 
也 县 
I a 0 
如 果 把 方程 中 应 变化 的 常量 取 为 线段 CE = e, 则 得 到 更 为 简单 的 
方程 
六 = co 一 2ax — x, 
使 a 变化 ,就 得 到 过 点 B, 圆 心 在 直线 4E 上 的 所 有 的 圆 .类 似 地 ， 
可 以 用 一 个 方程 表示 遵守 某 种 规律 的 所 有 曲线 ,只 要 使 本 来 不 变 
化 的 常量 适当 地 进行 变化 ， 
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第 十 九 章 


UE NB 人 Wb 4 
OGA 0 i ON 


A ER 和 EE tts 
RMR hdd EA Wa 
机 BR Ae 2 tt 4 


i 证 如 并 


S 457 


曲线 与 直线 的 交点 ,前 儿 章 我 们 讨论 过 不 只 一 次 了 ,还 证 明了 
曲线 与 直线 的 交点 个 数 ,二 阶 线 不 能 多 于 2, 三 阶 线 不 能 宪 于 3, 四 
阶 线 不 能 多 于 4, 类 推 . 本 章 我 们 讨论 两 条 曲线 的 交点 个 数 . 我们 
还 是 从 直线 开始 , 先 讨论 任 -一 直线 与 已 给 曲线 的 交点 ,并 拿 这 一 讨 
论 作 为 曲线 交点 讨论 的 准备 .曲线 交点 的 讨论 广泛 用 于 询 高 阶 方 
程 , 列 高 阶 方程 是 下 一 章 的 肉 容 . 
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设 4Mm 为 任 给 的 一 条 曲线 ,其 性 质 用 直角 坐标 4P = x, Pm 

= 了 的 方程 表示 ,现在 任 画 一 条 直线 Bi (图 94). 我 们 来 确定 这 

直线 与 曲线 4Mgx 的 交点 个 数 , 并 求 出 交点 .为 此 ,首先 我 们 应 求 

出 这 直线 关于 曲线 所 用 坐标 的 方程 ,也 即 关于 以 4P 为 辅 、4 为 原 

战 的 直角 坐标 sx,y 的 方程 .直线 方程 的 形状 为 w+ 房 =?y. 令 x= 
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0 得 7= 包 = 广 , 令 7=0 得 zx= - 4B= 六 ,由 此 得 该 直线 与 轴 的 


mT 


に 
六 


图 4 
交点 B 处 ,交角 的 正切 = 24 = - 各 .这 样 我 们 就 把 曲线 和 直线 用 
相同 的 坐标 x 和 y 表示 了 出 来 


$ 439 


对 模 标 x 的 同一 个 值 ,从 两 个 方程 得 到 的 y 值 ,差别 越 小 , 表 
明 在 该 x 处 两 条 线 离 得 越 近 . 如果 得 到 的 y 值 相同 , 则 表明 册 线 
与 直线 在 该 x 处 重合 , 即 得 到 了 一 个 交点 .可 见 交 点 是 其 横 标 纵 
标 同 时 满足 这 两 个 方程 的 点 , 求 交 点 就 是 求 同 时 满足 这 两 个 方程 
的 模 标 x 和 织 标 y. 如 果 从 两 个 方程 中 消去 ,我 们 就 得 到 一 个 变 
元 x 的 方程 . 它 的 解 就 是 模 标 4P 和 4 加， 从 这 商 个 模 标 得 到 纵 标 
PM 和 pm, 也 就 得 到 了 交点 几 各 ， 
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直线 Mm 的 方程 为 ar + 序 = y, 解 出 y, 得 y= 于. 将 这 
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个 y 牧人 曲线 方程 ,得 不 会 y 只 含 * 的 方程 .这 新 方程 的 实 根 为 交 


点 的 模 标 ,交点 个 数 等 于 实 根 个 数 .表达 式 = て ー 守 中 = 的 次 数 
为 1, 因而 我 它 人 以 x,y 为 变量 的 曲线 方程 时 ,不 会 增加 方程 的 次 
数 , 即 新 方程 中 * 的 次 数 等 于 或 小 于 原 方程 的 次 数 .代入 时 x 的 
最 高 次 者 可 以 消失 . 
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有 了 交点 的 模 标 4P 和 如 ,利用 它 即 可 求 出 交点 村 和 m. 画 
出 点 了 和 jp 处 的 纵 标 线 , 这 两 条 纵 标 线 与 直线 Mm 的 交点 即 所 
求 交点 弄 和 严 . 当然 也 可 以 通过 求 纵 标 线 与 曲线 AMim 的 交点 得 
到 所 求 交 点 用 和 m. 但 纵 标 线 与 曲线 的 交点 可 以 不 具 一 个 ,因而 
还 去 进 一 步 判 新 哪 一 个 是 交点 , 直线 到 fm 则 不 存在 这 个 问题 , 它 
与 纵 标 线 的 交点 只 有 一 个 ,如 果 两 个 x 值 相等 , 则 交点 对 和 mm 合 
为 一 点 .此 时 直线 BMm 或 者 为 曲线 的 切线 ,或 者 交 曲 线 于 二 重 
点 . 
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消去 了 y 得 到 的 那个 新 的 x 的 方程 ,如 果 它 没有 实 根 , 则 直线 
BMm 与 曲线 弃 不 相交 也 不 相 切 .新 方程 的 实 根 ( 可 以 不 只 一 个 ) 给 
出 所 有 的 交点 .这 每 一 个 实 根 ( 横 标 ) 只 对 应 直线 Bin 的 一 个 实 
纵 标 ,这 实 维 标 也 是 曲线 的 对 应 织 标 .因而 得 到 的 必定 是 交点 .应 
该 指出 ,对 于 两 条 曲线 ,新 方程 的 实 根 不 一 定 都 给 出 交点 . 待 后 面 
考察 了 两 条 曲线 的 交点 ,我 们 就 会 明白 这 原因 . 
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参见 图 号 , 任 纵 两 条 相交 曲线 MEm 和 MFm. 方 求 変 点 , 先 列 
出 它们 的 直角 坐标 x 和 y 的 方 
程 ,这 里 轴 为 个 ,原点 为 4, 交点 
处 ,两 条 曲线 的 横 标 纵 标 都 相同 . 
以 两 个 方程 消去 y, 得 到 单个 变 元 
x 的 新 方程 ,不管 有 多 少 个 交点 
计 ,m,m, 它 们 的 横 标 者 由 新 方程 

5 给 出 .也 即 效 点 于 , m,m,… 的 横 
标 是 新 方程 的 根 . 
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有 了 交点 的 横 标 AP, 因 等 ,还 不 是 那么 容易 地 就 可 以 求 出 交 
点 ,两 条 曲线 的 y 都 是 x 的 多 值 函 数 时 ,对 同一 个 模 标 4P, 每 条 曲 
线 都 有 名 个 纵 标 与 之 对 应 .因而 得 从 两 组 纵 标 中 选 出 相等 的 , 纵 标 
的 个 数 越 多 ,挑选 就 越 麻烦 ,但 这 麻烦 可 以 避 开 .方法 是 利用 从 两 
个 方程 消去 y 时 那个 用 x 表示 y 的 表达 式 .对 求 得 的 每 一 个 x 值 ， 
从 这 个 表达 式 都 可 求 出 从 点 已 到 交点 的 纵 标 值 , 而 不 涉及 两 条 曲 
线 中 任何 一 条 的 性 质 ,也 不 涉及 它们 的 共有 性 质 . 


§ 465 


* 30] ・ 


ャ テー2% エ ナッ ャ ーー2gx =0, 

另 一 条 曲线 为 圆 ,方程 为 
y+ c=0. 

为 消去 y, 从 第 二 个 方程 减 去 第 一 个 ,得 
2xy + 2ax ~ e+ =0. 

内 而 


Cc — 2 0x 
YY ' 
由 该 式 知 ,对 得 到 的 每 一 个 x 值 ,相应 地 都 能 得 到 一 个 实 y 值 .将 
求 得 的 y 的 这 个 表达 式 代 人 第 二 个 方程 ,得 
c4 da +4( ーー ct td =0. 
该 方程 的 每 一 个 实 根 都 确实 地 给 出 一 个 交点 . 令 c= 2a ,得 
4o4 -4a3x — Ia + x4=0. 
该 方程 的 一 个 根 为 x =2a. 消去 这 个 根 所 对 应 的 因 式 ,得 
x+2atz+a2x -2 =0, 


该 方程 也 有 一 个 实 根 . 对 应 于 第 一 个 和 第 二 个 实 根 的 纵 标 都 可 从 


2 
方程 y= “和 二 全 求 出 .对 应 于 第 一 个 实 根 , 即 x =26 的 级 标 为 y 
= 0. 也 即 交 点 在 轴 上 。 
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由 此 清楚 地 看 出 ,在 消去 y 的 过 程 中 ,只 要 从 x 和 y 的 两 个 方 
程 ,能 将 y 用 x 有 理 表 出 ,那么 消去 了 y 的 方程 的 每 一 个 实 根 *， 
就 都 对 应 一 个 真实 交点 .如 果 在 消去 y 的 过 程 中 做 不 到 将 y 用 sx 
有 理 地 表 出 ,那么 消去 了 y 的 方程 的 有 的 实 根 可 能 不 对 应 真实 的 
交 各 .此 时 可 以 得 到 这 样 的 x« 值 ,从 哪 根 曲 线 上 都 求 不 出 对 应 于 
它 的 实 级 标 .这 种 情况 发 生 时 ,不 要 怀疑 为 计算 上 有 错 , 对 应 于 这 
种 横 标 ,两 条 曲线 的 维 标 都 为 虚数 . 两 个 虚数 跟 两 个 实数 一 样 ,也 
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可 以 相等 或 不 等 . 即使 两 个 虚 纵 标 相等 ,也 得 不 到 真实 的 交点 ， 
$ 467 


为 了 解释 得 更 清楚 ,如 图 % 所 示 , 在 同一 条 轴 B4E 上 , 先 画 
出 以 2a 为 参数 的 抛物 线 
EM , 表 在 这 撒 物 线 EM 的 外 
面 面 一 个 半径 为 e 的 图 .这 

5 两 条 曲线 完全 不 相交 , 记 它 
们 局 的 三 离 4P=d. 取 4 
原点 , 自 4 向 忆 为 正 ,向 8 
为 负 . 此 时 抛物 线 的 方程 为 
y=2ax -20b, 贺 的 方程 为 

= -2ex 一 x. 为 了 求 出 交点 ,消去 y, 得 

+2latcels-Zab=0, 

从 它 得 到 x 的 两 个 实 值 ， 


を エーgwーc エ (pg Tc だ +26 の 。 
一 正 一 负 . 虽 然 如 此 ,但 这 两 条 曲线 却 完全 地 没有 交点 .这 蛙 的 抛 
物 线 和 贺 对 应 于 这 两 个 横 标的 缴 标 都 是 虚数 ,但 相等 . 将 求 得 的 x 
值 代 人 ,得 


Y= ツ -2a -2ac -20b +20 va +2a¢ + ¢° 265 。 


这 个 表达 式 当 然 是 虚数 ， 


图 9%6 
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上 节 的 例子 表明 ,两 条 曲线 可 以 具有 虚 交 点 . 它 不 是 真实 的 交 
点 :但 可 以 按 计算 真实 交点 的 算法 把 它 求 出 来 ,因此 交点 个 数 可 以 
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少 于 消去 了 y 的 新 方程 的 根 的 个 数 ,其 至 可 以 新 方程 有 两 个 或 更 
多 个 实 根 , 而 曲线 完全 惟有 交点 .反之 则 不 然 ,每 一 个 交点 必 对 应 
于 新 方程 的 一 个 实 根 x. 也 即 新 方程 的 实 根 个 数 绝对 地 不 会 少 于 
交点 个 数 , 但 可 以 多 于 交点 个 数 , 一 个 实 根 是 知 对 应 于 真实 的 交 
点 ,由 对 应 y 值 的 实 建 决定 .y 实则 交点 真实 ,y 虚 则 交点 虚 . 
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”这 样 交点 数 少 于 消去 了 y 的 新 方程 实 根 x 的 个 数 ,只 发 生 于 
两 种 情况 之 下 .一 种 情况 是 ,两 个 曲线 方程 中 y 的 次 数 都 全 为 偶 
数 , 因 评 主轴 同时 是 两 条 曲线 的 直径 .再 一 种 情况 是 ,从 两 个 方程 
消去 六 时 ,同时 也 消去 了 y, 即 y 不 能 用 x 有 理 表示 .例如 ,一 个 
方程 为 


ry =a, 
另 一 个 方程 为 

アリ ー 2 ビエ タデ アニ °°, 
从 第 一 个 方程 得 

(了 一 录放 = a 或 ye 2xy = a ry 
代 人 第 二 个 方程 ,得 

ルン + wy = bx? 或 -xy = a ge? 
从 而 ' 

2 a 

e+ が” 

进而 


这 里 看 上 去 像 是 有 两 个 交点 ,但 这 两 个 交点 是 否 为 真实 交点 ,由 从 
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方程 yy ~ ws=g* 得 到 的 y 值 决 定 .我 们 有 
2 まま ay 
ar 
它 的 根 都 为 实数 ,因而 有 四 个 交点 ,也 即 模 标 
ュー ま a 
中 的 每 一 个 都 对 应 两 个 真实 的 交点 . 
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轴 同 时 为 两 条 曲线 的 直径 ,或 者 消去 y 的 高 次 磊 时 y 的 一 次 
上 带 也 被 消去 .只 要 不 是 这 两 种 情况 ,我 们 就 都 可 以 把 y 表示 成 x 的 
有 理 函 数 . 从 而 消去 了 y 的 新 方程 的 每 一 个 实 根 就 都 对 应 一 个 真 
实 的 交点 . 当然 也 就 无 涡 特 别 的 注意 , 如 我 们 看 到 的 , 当 一 条 线 为 
直线 时 和 纵 标 为 横 标的 单 值 阔 数 时 ,就 都 不 需 特别 注意 .这 两 种 情 
况 下 横 标 都 不 对 应 虚 纵 标 ,从 而 新 方程 的 实 根 都 给 出 真实 交点 .在 
多 数 情况 下 , 昌 然 两 个 方程 都 含有 y 的 高 于 一 次 的 塞 ,但 在 消去 y 
时 都 可 以 得 到 y 的 有 理 函 数 ,也 部 y 的 用 * 表示 的 单 值 函 数 . 
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我 们 举 过 的 抛物 线 和 加 的 那个 例子 ,对 应 于 求 得 的 模 标 ,两 条 
曲线 的 织 标 都 是 虚数 .当然 交点 也 就 都 是 虚 的 .对 应 于 求 得 的 模 
标 ,即使 一 条 曲线 的 纵 标 都 是 实数 ,交点 也 可 以 是 虚 的 .例如 ,三 阶 
线 ーー 

30 +2a’y-bar’ =0, 
对 所 有 的 横 标 ,其 织 标 都 为 实数 , 且 x < &/ 工时 纵 标 有 三 个 信 
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考虑 该 三 阶 线 与 抛物 线 y -2ar =0 的 交点 , 模 标 为 负 时 ,这 抛物 
线 的 纵 标 为 虚数 , 妈 横 标 为 灸 时 它 与 所 给 三 阶 线 不 相交 . 
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现在 我 们 消去 .由 抛物 线 方程 得 六 = 2ar , 代 人 三 阶 线 方程 ， 

得 

2axy -6a2z +2a2y ~ Gar’ =0, 
从 而 

6a’x + Oar’ -3x 
2g7+ 2ax 

即 所 得 方程 被 y - 3x 除 得 尽 . 做 除法 得 消去 了 y 的 方程 2g* + 2ax 
=0, 由 此 得 x= -a.x= -a 时 抛物 线 的 纵 标 为 虚数 . 代 x= -ea 
人 三 阶 线 方程 ,得 

yr -3ay +2a2r -60=0, 
由 该 方程 得 实 纵 标 y = 3a, 男 外 商 个 纵 标 由 方程 yy + 2a2=0 给 
出 ,是 虚数 .这 两 个 虚 纵 标 等 于 抛物 线 的 对 应 庶 纵 标 ,得 到 两 个 虚 
交点 .但 由 因 式 y ~3x =0 得 到 两 个 真实 交点 . 代 y = 3x 人 抛物 线 
方程 ,得 9x* -2ax =0. 从 而 ,一 个 真实 交点 为 原点 ,zx =0,y =0. 男 


2 2 
-个 为 x= 写 ,Y=3x= 气 ， 
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这 样 , 明 然 消去 y 时 得 到 的 方程 
2axy — 6a:x +2a°y—6ax’ =0 . 
内 含 ヶ 的 一 次 赛 ,可 以 将 y 表示 为 x 的 有 理 函 数 ,但 我 们 得 到 了 违 
交点 ,前面 我 们 是 把 y 由 x 有 理 表示 作为 没有 虚 交 点 的 判别 准则 
时 306 円 


的 ,矛盾 吗 ? 不 .实际 上 ,如果 消 去 y 时 得 到 的 方程 没有 因 式 ,也 
就 会 有 虚 交 点 .去 掉 因 式 得 到 的 方程 就 不 再 含 y,y 也 就 不 能 用 x 
有 理 表 出 . 当 消 去 过 程 中 得 到 的 方程 能 分 解 成 因 式 时 ,我 们 就 应 该 
分 别 对 每 个 因 式 进行 考虑 .可 以 一 个 因 式 有 虚 交 点 ,而 男 一 个 设 
有 . 
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进行 了 上 而 的 讨论 之 后 ,于 面 我 们 讲 两 条 给 定 曲 线 交 点 的 具 
体 求法 . 因为 这 求法 涉及 坐标 y 的 消去 ,x 的 次 数 不 影 响 消去 过 
程 ,所 以 我 们 只 考 碟 两 个 方程 中 y 的 次 数 , 设 P,Q0,R,S,T,… 和 
有 ,… 都 是 トコ 的 有理 頭数 . 首先 假定 我 们 求 其 交点 的 那 两 
条 曲线 的 方程 为 

1 
ア P+ Or =0, 
了 
p+ gy=0. 
分 别 怨 工 , 卫 以 p 和 PP, 相 减 ,再 除 以 y, 得 
pe- Py=0. 
该 方程 只 会 变量 x 和 常数 . 它 的 实 根 为 交点 的 横 标 ,对 应 的 纵 标 
可 从 


か P 
\ー ーー 一 一 六 3 
9 0 
求 出 .因而 ,如 果 两 条 曲线 的 纵 标 y 都 能 表示 成 x 的 有理 , 也 即 単 


值 范 数 , 则 没有 虚 交 点 . 
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设 -条 曲线 的 7, 跟前 而 一 样 ,可 表示 成 x 的 单 值 函数 ,而 另 
・ 307 ・ 


一 条 的 y 可 表示 成 x 的 二 值 画 数 . 即 
I 
ア + =0, 
| 
+gr + ry =0. 
分 别 飞 工 , 卫 以 p 和 P, 相 减 ,再 除 以 y, 得 
由 
pO- Py~ Pry=0 或 (Pg - p00) + Pry =0. 
分 别 乘 工 , 耻 以 Pr 和 0, 相 减 得 不 含 y 的 方程 


Pir — POg + p の "=0. 
该 方程 的 每 一 个 根 都 给 出 对 应 交点 的 横 标 . 对 应 的 纵 标 为 
ニー Pp Po 
= = 


都 是 实数 ,交点 是 真实 的 . 
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保持 一 条 曲线 的 纵 标 为 x 的 单 值 沙 数 , 设 另 一 曲线 的 纵 标 由 
一 个 三 次 方程 表示 ,也 即 设 它 为 x 的 三 值 函数 .这 两 个 方程 为 
1 
P+ =0, 
I 
pto+t+m +sy =0. 
分 别 乘 工 , 工 以 p 和 也 , 相 贱 ,再 除 以 yy, 得 
川 
(Pg—pQ) + Pry + Py =0. 
将 从 工 求 出 的 了 = - 广 代 人 ,去 分 母 ,得 
PO7g ナー アデ O+ アニ 0 
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或 

Op ー PD20 十 P:Or ー Ps=0, 
代 y= - 5 へ [也 得 到 这 一 结果 . 求 出 这 最 后 方程 的 所 有 实 根 ,并 
依 y*= - 广 求 出 对 应 的 实 织 标 ,得 到 实 根 个 数 那 么 多 真实 交点 ， 
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类 似 地 ,保持 工 的 纵 标 为 x 的 单 值 函数 , 换 卫 为 y 的 四 次 或 
更 高 次 方程 ,y 也 是 容易 消去 的 . 设 方程 为 
1 
ど + Or =0, 
开 
pint ty =0. 


从 I 得 y= -可 ,代入 了 得 只 全 x 和 已 知 量 的 方程 


Op Pogt Pr PO + の を =0. 
从 该 方程 的 每 一 个 实 根 都 得 到 -- 个 实 纵 标 y = - 5- 因而 实 根 给 
出 闻 样 数目 的 真实 交点 . 
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设 两 条 曲线 的 方程 都 是 y 的 纯 二 次 方程 , 即 不 会 y 的 一 次 
项 ,其 形状 为 
P+ =0, 
I 
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p+ ry = 0. 
消去 好 ,得 
Pr- Rp=0. 
该 方程 的 实 根 中 使 - 元 和 - 卫 都 为 正 数 的 ,给 出 真实 交点 .对 每 一 


个 这 样 的 实 根 ,72 = - 去 = - 卫 给 出 y 的 一 正 一 负 琴 个 实 值 . 因而 
Pr - Rp =0 的 每 一 个 这 样 的 根 对 应 两 个 交点 ,这 两 个 交点 至 轴 的 


距离 相等 , 因为 轴 是 这 两 条 曲线 的 直径 . 户 - ps0 的 根 中 使 
-去 = -三 为 负数 的 ,对 应 的 y 为 虚数 ,因而 给 出 的 交点 为 虚 的 ， 
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設 y 的 两 个 二 次 方程 都 具有 含 y 的 项 , 即 其 形状 为 
I 
P+roO+B=0, 
I 
p+grt+ ry’=0. 
为 消去 y, 分 别 困 工 和 了 以 p 和 三, 相 减 ,再 除 以 y, 得 
亚 
(Py- Qp + {Pr- Ro)y=0. 
再 分 别 乘 工 和 开 以 > 和 中 , 相 减 ,得 
Ny 
(Pr- Bp)+ (Or- Ry)y=0. 
由 正和 和 丈 得 
y= BF 
人 なー Or-Ry 
从 而 
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(Op - Pg)( Or- Ro) + {Pr- Rp) =0, 
展开 ,得 
Pr 2PRpr + Rp + O2 pr — POgr — ORpg + PR =0. 
该 方程 的 每 个 实 根 都 对 应 一 个 真实 交点 ,因为 对 x 的 每 个 实 值 都 
可以 从 下 和 下 得 到 y 的 一 个 实 信 .但 是 当下 和 下 有 因 式 , 除 以 因 
式 得 到 不 含 y 的 方程 时 , 求 出 这 个 不 含 y 的 方程 的 根 ,再 求 出 这 
个 根 对 应 的 y 值 , 如 果 这 个 y 值 为 虚数 ,那么 我 们 就 得 到 虚 交 点 ， 
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设 两 条 曲线 的 y 分 别 是 x 的 二 值 和 三 值 函数 , 即 方程 为 
1 
P+ Or+Ry:=0, 
I 
p+ogytm :+s =0. 
分 别 乘 和 以 p 和 P, 相 减 ,再 除 以 y, 得 
HI 
(Py ~ Qp) + (Pr- Rp)y+ Poy =0. 
依次 记 Po- 0p,Pr 到 ,Ps 为 p,q,r, 则 再 成 为 上 节 的 卫 , 均 而 我 
们 有 
_ PoOg の ター アテ + PRp 
”Pls- PRg+ ORp 
和 
_ PRg - ORp — Ps 
"Ps — PRr + Rp 
从 而 
0= (PRg ~ QRp — Ps) + (PQs — PRr + Rip)( POg -02p 
ー Pr + Php), 
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展开 ,得 
Ps -2P’ Rgs + 3P° QRps - PORPpg + O°R*p* 
ー 2 Ors + PR? 2 PO ps — O02 Rp? 
+ PR + Pl Of gs + PO Rr =0. 
- Pr ORgr + PR p* 
2P Re pr 
删 去 0 Rp アー Rp =0, 除 其 余 各 项 以 公 因 式 P, 得 
Ps 2P' Rgs - POrs + PY Rr’ + 3PORps + PRlg? + PO gs ~ 
ー PORgr ~2PR’pr ~ QR pg - Ops + O° Rpr + Rp" =0. 
该 方程 的 实 根 对 应 的 y 值 也 为 实数 时 ,得 到 的 就 是 真实 交点 ， 
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现在 讨论 曲线 方程 的 次 数 都 为 3 的 情形 , 即 
I 
P+O+ Ri+ Sr =0, 
I 
pt+gy+ ry + sy =0. 
先 分 别 乘 工 和 开 以 p 和 P, 相 减 ,得 
焉 
(Pg— Op)+ (Pr- Rp)y+ {Ps Sp)y =0. 
再 分 劉 乗 ] 和 征 以 : 和 S, 相 減 , 得 
KR 
(Sp—- Ps)+(Sg— OO)y+ (Sr- Re)y? =0. 
将 这 里 的 下 和 下 与 8 479 的 两 个 方程 相 比 较 ,得 
P=Pp- Qp, |p=5p- Ps, 
如 = 站 -起 ， 9= 9 — Os, 
R= Ps-Sp, | r= Sr- Rs. 
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民 这 些 秆 人 $479 的 最 后 一 个 方程 ,得 
(Pg- OpP (Sr- Ry) -2 Py- Qo)( Ps - Sp)(Sp — Ps)( Sr — Rs) 
+ (Pe Sp (Sp — PY + (Pr Rp} (Sp — Pe)( Sr— Rs) 
- (Py Qn)(Pr- Re) Sg — Os)( Sr — Rs) 
-CPr- Rp}( PB - Sp){ Sp - PB)(Sg — Qs) 
+(Pg- Qop)( Ps - Sp) (Sg — Os =0. 
该 方程 共 七 项 ,第 一 第 五 两 项 之 外 ,各 项 都 有 因 式 . 旬 - 产 .一 .五 
两 项 的 和 可 分 解 为 两 个 因 式 ,一 个 为 (Py - Qp) (Sr -- Rs), 另 一 个 
为 

(Pg — Op)(Sr ~- Re) ~ (Pr - Rp)(Sg - の). 
展开 这 另 一 个 因 式 ,得 

Prs + RSpg — PRgs - QSpr, 
它 等 于 (Sp - Pe)(Ry -Wr), 也 即 一 、 五 两 项 的 和 为 

(Py— Op) (Sr— Re)( Sp — Pi)( Rg — Or), 
也 含有 因 式 5p - 户 . 约 去 这 个 因 式 , 则 本 节 的 结果 方程 成 为 

0= {Py - Op)(Sr- RCCRg— Or) +2 Pg —- pt - 

Ps)(Sr-Rs) + (Sp— Pi + (Pr —- Ro)(Sr— Rs) + 
(Pr+Bp)(Sp -PB)(Sg- の) -(Pa—- Op)(Sg - 0 の 7。 
展开 成 为 

33p3 一 3PS2p25 + PS +2PR prs — PRrs + P? Ors? 

+ Rg テー Pi + 3P Sps? — ps - 2PRSpr? 

+ R*Sp’r — RS pg — O° Rprs ~ PRO- PQSgr’ 

+ PQRgrs + 3PS° pgr — 3P’ Sgrs + POSprs + OQ Spr? 

+ QRipgs - QRSpgr — 3 PORps? + 3QRSp’s - PRSpgs 

+2P Rgs® + 2POSg:s — PI — PO gs? — 0 pr 
20° Spgr + Op + OS pg° = 0. 
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为 了 把 从 两 个 高 次 方程 中 消去 y 这 一 方法 解释 得 更 清楚 ,我 
们 假定 两 个 方程 的 次 数 都 为 4, 即 
1 
P+Oy+ AT Sy + Ty*=0, 
Hi 
ptotrmy + +iy =0. 
先 分 别 乘 工 和 开 以 和 呈 , 相 减 ,得 
I 
(Py- Qp + Rp}y+(Pe— Sp)y + (Pr Ty =0. 
骨 分 别 乘 工 和 工 以 :和 和 了 T, 相 减 ,得 
NV 
(Pi Tp)+(Q- Ta) + (RT)y + (St - Tay =0. 
为 简 使 起 见 , 令 
Pq- tp=A,| PR-Ph=a,|l -=a, 
な 一 = | QO-T9=6b,| Ro- Or=8. 
Pr—- Sp=C, |R- T=e, 
-Tp=D, | -T=d, 
这 里 应 该 指出 ,不 仅 有 a = DD, 并 生还 有 
Ad- Ch= (Pr Tp)(Sg ~ Qs) = Da, 
Ac- Be=(P~ TD) Rg Or)= DP. 
换 成 简单 表示 , 则 三 和 办 成 为 
亚 
A+ By+ Cy + 用 =0， 
athy+ey +dy =0. 
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先 分 別 乗 送 皿 和 N 以 dg 和 カ , 相 就 , 得 
Y 
(Ad- Da) +{Bd— Do)y + (Cd — be)y =0. 
再 分 別 乗 送 四 和 了 N 以 «a 和 4 , 相 碱 ,得 
三 
(45ー Ba} + (Ac— Ca)y + (Ad ~ Doa)y’ =0. 
也 为 简便 起 见 , 青 令 


Ab— Ba=E,| Ad- Dea=e, 
Ac- Ca=F, | Bd MW=f, | Cb- Be=E, 
dg i=, (ヴー アル ニテ g, 


这 里 G6=e 且 -= 人 人心 , 即 下 是 瑟 - 开 的 因 式 . 搞 成 简单 表 
示 , 则 VW ,网 成 为 
V 
E+Fy+ の =0, 
Mi 
e+ ル + gy =0. 
对 这 丽 个 方程 进行 前 面 做 过 的 运算 ,得 
证 
(Ef- Fe)j+tke— Ge)y=0, 
| [ 
(Fe- Ge)+ttFe- ONy=0. 
最 后 ,为 简单 起 见 , 令 
Ef- Fe=H, kg- Ge=bh, 
Fg- Ge=1, Fe-G=i, 
这 里 7= ぁ , 并 和 古 成 为 
害 ” 
H+ ル =0, 
Wl 
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あす デニ 0。 
由 这 两 个 方程 得 不 含 的 方 程 

i-h=0. 
向 后 ,逐次 将 简 记 符号 复原 ,最 终 我 们 将 得 到 只 会 P,Q,R,*…,p， 
gr:… 的 方程 , 含 字母 EE Fe, fg 的 方程 该 = e 除 得 尽 ,而 
会 字母 4,8,C,D,a,b,c,d 的 方程 被 DP? = ga* 除 得 尽 , 结 果 方 程 
的 每 一 项 上 只 含 8 个 字母 ,大 小 写 各 4 个 .一 般 地 ,不 管 两 个 方程 中 
y 的 次 数 为 几 , 用 这 个 方法 都 可 消去 y, 得 到 只 含 一 个 变量 % 的 方 
程 . 
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从 两 个 方程 中 消去 一 个 未 知 数 ,虽然 讲 过 的 这 种 方法 有 着 足 
够 的 通用 性 ,我 们 还 是 要 青 讲 一 种 方法 , 它 不 要 求 那么 多 屋 的 代 
人 ,假定 两 个 方程 的 次 数 都 任意 ， 

1 
Pr"+ Om + R22 + Sy? + =0, 
了 
P+ + + + =0. 
我 们 要 从 这 两 个 方程 推出 一 个 不 含 y 的 方 程 . 妨 此 乗 本 以 
DP 
其 中 待定 字母 4,5, C,… 的 不 数 泡 - ヵ . 乗 丁 以 
pi a pp my 
其 中 待定 字母 ,5,c,… 的 个 数 为 天 一 到 然后 使 两 个 恬 积 相等 ， 
计 vy 的 同 次 一 的 又 数 相 等 ,从 而 相抵 消 . 最 后 翻 下 的 不 含 y 的 项 
就 给 出 我 们 所 要 的 方程 .两 个 屠 积 的 次 数 最 高 项 相同 ,者 为 Ppy*， 
相抵 消 , 式 中 剩 下 应 该 对 应 相等 的 系数 ,每 边 上 ~ 1 个, 共 给 出 
一 1 个 用 来 确定 待定 字母 的 方程 . 待定 字母 的 个 数 为 2k -mn， 
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它 应 该 等 于 大 -1 因而 我 们 令 天 = m+p-1. 
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分 别 乘 了 和 开 以 系数 待定 表达 式 

PT 
和 

Py A By 
使 岡 梨 税 中 y 的 同 次 备 的 系数 相等 ,得 

Pp = Pp, 
Pat+Op=pd+agP, 
hit+tatihp=pBt+qgd+rP, 

PetObht+hat+t Sp=pO+gB t+ rd+ iP, 
等 等 .连同 Pp = Pp, 这 组 等 式 的 个 数 为 m+ n. 从 这 组 等 式 确定 出 
待定 字母 4, B,C,…,a,8,c,… ,结果 方程 将 如 我 们 所 要 求 的 ,只 
含 P,0,R,, p,qrr,, 
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引进 新 的 待定 量 ,8,7Y,…, 可 以 使 待定 字母 的 确定 大 为 篇 
化 .我 们 用 重子 对 此 作 说 明 . 
设 给 定 的 两 个 方程 为 
【 
Pr +Oy+R=0, 
I 
p+o+myt+s=0. 
分 别 科 工 和 T 以 py*?+ay+& 和 Py+4, 得 
p=m. 
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Pa+ Op= pA+ gqgP=0, 
の + 0Og ナ = オデ テア ガ , 
Qt+ Ra = rA+t sp, 


Rb = s4. 
去 掉 恒 等 的 第 一 个 方程 ,由 第 二 个 方程 得 
-< 
Pp 里 
4 = 人 二 人 
p 
由 第 三 个 方程 得 
=8 oa Rp_B egO の p Rp 
Pp P PP PP Pp: P’ 


2 
8= -Et rp. 


Pp 
将 8 的 这 个 值 代入 8 的 表达 式 ,得 


_ag の 0 Op Ro 
bp Pp 


或 
= ^ー ア 2 ? Pr-Rp 
2 P 
代 ， 的 这 个 玫 达 文大 证 四 个 方 各 得 
aQ(Pg-Qp) QO(Pg- Qp)(Qp+ Pa) 
Pip Pp 
OPr- Rp) oR RQ rlo ~ aqP) p 
P P P77 pp 7s 


aQ( Pg - OQp)+aP(Rp— Pr}- OtPg— Op)(Pg+ Op) + 
+ POp( Pr -2Rp)+ Pgr- Pips=0. 
从 而 
・ 318 ・ 


第 五 个 方程 给 出 

aR(Py- Op) RiPrg -Op), R(Pr- Ro) es Pgs 
Pip Pp Pr .pp pp’ 

从 而 


PR Rp PR + PR ps -~ Pigs 
PRg - ORp — Ps . 
a 的 这 两 个 表达 式 给 出 我 们 所 要 的 方程 ,形状 同 于 $ 480 所 得 . 


d= 
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第 二 十 章 


et eo Ra は HH ME 
人 00008 0 i MM 0 0 0 0 000 が 

が ne as aoa 
a 证 0 上 1) 『。 0 上 1 1 ei pt \ fi 由 et 


， 1 [J 
PR tt ee oe ti dn pia 
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前 章 讨论 曲线 的 交点 ,主要 的 一 环 是 列 出 高 次 方程 .那里 是 从 
两 条 曲线 列 出 一 个 方程 ,所 得 方程 的 根 指 出 这 两 条 曲线 的 交点 . 反 
之 ,可 以 从 两 条 曲线 的 交点 求 出 方程 的 根 , 当 一 个 方程 的 根 应 该 用 
线 表示 的 时 候 , 用 曲线 交点 求 模 这 个 方法 特别 有 用 ,因为 画 出 了 适 
用 于 这 一 目的 两 条 曲线 ,就 可 以 指出 其 交点 ,从 交点 向 轴 引 垂 线 ， 
者 足 处 的 横 标 就 是 方程 的 根 .用 这 种 方法 求 出 的 横 标 都 是 根 ,但 方 
程 可 以 有 求 出 模 标 以 外 的 根 . 这 是 该 方法 的 不 足 . 
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如 果 给 了 未 知 量 x 的 代数 方程 ,要 得 到 它 的 根 , 那 就 先 求 出 

两 条 曲线 的 变量 x ,y 间 的 两 个 方程 ,使 得 从 这 两 个 方程 消去 纵 标 

7 就 得 到 所 给 代数 方程 .然后 在 同 轴 同 原点 之 下 夯 求 得 的 两 条 曲 

线 ,当然 也 就 有 了 这 两 条 有 曲线 的 交点 .从 交点 向 轴 画 垂 线 , 垂 足 处 
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横 标 都 为 所 纵 方 程 的 根 .只 要 方程 不 含 交点 以 外 的 根 , 用 这 个 方法 
就 可 以 把 它 的 根 都 求 出 来 . 
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我 们 要 讲 的 是 求 两 条 曲线 ,并 从 求 得 的 两 条 曲线 列 出 给 定 方 

£ 程 .我 们 先 看 看 求 得 了 两 条 曲线 

之 后 怎样 列 方 程 .假定 求 得 的 两 

が 条 线 为 直线 EM 和 FH, 交 点 为 

2 村 ,如 图 97 所 示 . 取 直线 到 必 

轴 , 取 点 4 作 原 点 ,从 4 引 轴 的 

王强 ADC , 交 EM 于 B, 交 FM 于 

A の ‘Cc. 记 AE = @,AF=b,AB=¢, 

图 97 4C = d, 记 横 标 4P = x, 纵 标 

PM = 7y. 这样 从 直线 5 得 ai:ec 

={at+x):y;) 或 ay=cla+x), 从 直线 FM 得 b:d=(b—x):y, 
或 妇 =d(b -x), 从 得 到 的 这 两 个 方程 消去 y, 得 

belot+x)=ad(b—x) 


或 
= dale - ab(d —.) 
7 ptad™ btad 
这 样 根据 疝 条 才 维 的 交点 可 列 册 线性 方 和 
_ wd-e) 
ター petad ’ 
线性 方程 都 可 以 化 为 这 种 形式 ， 
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除了 直线 ,最 容易 画 出 来 的 线 是 圆 .因而 接 下 去 我 们 假定 求 得 
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的 两 条 线 为 直线 和 图 , 青 着 从 它们 的 交点 如 何 列 出 方程 . 取 4P 作 
轴 ,4 作 原 点 , 画 直 线 EM 如 
图 98. 记 AE =a,AB=5. 记 
坐标 4P = x ,PM = y. 这样 我 
们 有 :b= (atx):y, 或 gy 
=b(a + x). 这 是 直线 方程 . 
投 剛 的 半径 CM=c, 从 图 心 
图 98 C 阿 轴 商 垂 钱 CD, 记 AD = 

CD= gDP = x -fF,PM 


一 C り = ニャーg. 
由 图 的 性 质 我 们 有 
CM? = DP? + (PM - CDY, 
由 此 得 兽 的 方程 
c= -2+F+ 2a +e -xf +(y- gy). 
从 直线 方程 得 了 = 二 攻 ,从 而 


alb-g)+bs_, ,be 


Y 一 点 三 
代入 图 的 方程 ,得 
Ih tf rb gb gx ーー x bs 


+ 
a 97 。 


或 

@ の * ォ 2g あ (5ー gz+g lb gi Za fi ta alc=0. 
该 方程 的 根 可 从 直线 与 圆 的 交点 对 和 m 求 出 .从 并 和 各 向 轴 画 
垂 会 MP 各 号 ,4 名 和 各 者 是 所 求 的 * 值 . 
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二 节 求 得 的 方程 包 禽 所 有 的 二 次 方程 ,因而 从 它 可 以 推出 二 
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次 方程 的 一 般 列 法 , 设 给 定 的 二 次 方程 为 
A+ Br+C=0. 


* a + 8 2 計上 4 
乗 以 4 ,使 x 的 系数 与 前 节 同 ,得 
(Da BIE, C+ 


令 x 的 系数 与 前 节 方 程 的 相等 ,得 
2Aab(b — g) 一 24g2 チ = B(g2 + の 2) 


从 而 
_ー h(a’ + b*) 
f=bb-8)- oa 「 
代 人 令 常 数 项 相等 所 得 等 式 
(bg ta a = Cea + + が ， 
得 


Bolb—- gg-+ の ) Ba + pe)? 
(g2+ 52)( _ a) 8068-gKe+6) + 

Aa 4A a 
202 - Ct a + 动 


一 在 


A 
从 页 
py) +) er Ge 
da 44262 2 2 A 
进而 


,i /rc EF 
e “24a ot 「 4 4A7 
QB, 尚未 确定 ,应 取 这 三 个 量 使 得 
a pz .¢ BB Hb 
a tb A 442 4A20: 
为 正 . 否 则 ,5- eg, 也 即 CD 为 虚数 . 


・ 823 ・ 
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无 妨 令 5 =0, 这 样 则 


| B+ 44 B 
ー 2 一生 TRA -上 
= 十 442 > f= っ 4・ 


方程 4x: + Bx + C=0 应 该 有 实 根 ,因而 >44C, 
令 这 正 数 等 于 c, 则 由 


型 -44C 
442 为 正 ， 


得 g =0,a 不 再 需要 计算 .因而 直线 EW 与 轴 4P 重合 .在 


B 
40= -34 


的 条 件 下 ,圆心 与 点 の 重合 . 以 这 个 圆心 为 鸭 心 ,以 
为 半径 的 贺 与 轴 的 交点 ,就 是 我 们 的 方程 的 根 ,为 避免 列 出 的 方程 
中 出 现 无 理 式 , 令 g=。 -~ 十, 则 


3 4 
i AA, 


从 而 


ErB-4AC . Br-4AC-k 
A BAA 
这 样 还 有 一 个 量 天 任 我 们 选 定 .不 管 天 取 什 么 值 ,由 于 CM 在 轴 


上 ,所 以 图 的 画 法 都 应 如 下 : 取 4 の = - 芝 。 作 垂 袋 CD = 


2 了 2 _ 2 ー 
以 5 为 心 , 生 =44C 二 大 为 半径 画图 .这 个 图 与 轴 
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| 的 交点 就 是 我 们 的 方程 的 根 . 如 果 令 = -8B8, 取 4D = -者 , 则 


CD = と C 为 心 所 画图 的 半径 为 
-B+24C_ B,C 
2A8 ”24 8: 
| 等 于 4D + CD. 这 个 方法 在 实用 上 是 很 方便 的 . 
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| 现在 考虑 相交 的 两 个 圆 ,如 图 99 所 示 . 对 第 一 个 国 , 记 4D = 
oCD = 上, 记 半 径 CM = ce. 那 么 如 单 今 4p 
=%, PM = y, 则 
DP=a-x,CD- PM=b—y. . 
从 而 由 贺 的 性 质 得 
sort+aty -2by+b=e. 
类 似 地 ,对 第 二 个 圆 , 记 4d = f, dc = g, 记 半 
径 c 导 = 有 ,得 
ター2 な だ ェ アク +2gy+ p= 
这 两 个 方程 相 减 ,得 
2f-a)xta -fF-2b+g)y+ 
本 一 于 = 人 一 下 2， = 


图 9 


进而 
ょ ーッ ゲキ 2 大 の の すす だ + gt 2+2(g- の を 
ァ ー 2(b+g) ] 
区 
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リー ター 2( ぁ +g) 
代入 巳 知 等 式 (g - *)^+(5ー ィ = ェ と 7, 得 
+4(a- fx ーー4(g+ す の (8+g) ァ + (5+ gg 
+2ta -cb ras) + 


2a(b+g)- EE 


4(5+g ゲ ター4(g la Ps + hb + gy 
+4l a ー (ce*ー hi)x+ (a — c+ 』2)2 =0 
可 见 , 用 上 面 导 出 的 方程 列 出 方程 

A + Br+t+C=0 
的 页 式 有 无 穷 儿 种 ,但 要 记 往 ,次 数 高 于 2 的 方程 不 能 用 两 个 圆 的 
变 点 列 出 ,因为 两 个 圆 的 交点 最 多 为 两 个 .同一 个 二 次 方程 , 既 可 
用 直线 与 贺 相 交 列 出 , 亦 可 用 两 贺 相 交 列 出 . 当然 ,除非 两 圆 情况 
下 的 a,b,f,g,c,h 极 易 确定 ,人 们 更 喜欢 的 是 用 直线 与 圆 . 
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现在 我 们 考虑 圆 与 抛物 线 的 相交 ,参见 图 100, 从 圆心 5 向 

と 4P 引 垂 銭 CD, 记 4 ゆり = gz, CD の =5, 

记 圆 的 半径 CM = c, 那 么 在 直角 

坐标 AP = x, PH =y 之 下 ,该 图 的 

方程 为 (x -ea) +(y -= ec. 设 

抛物 线 的 轴 FB 垂直 于 轴 4P, 记 

AE=f, EF = g, 记 抛物 线 参 数 为 

W 2h ,那么 由 抛物 线 的 性 质 得 EP? = 

リザ 2A(EF + PH), 或 者 使 我 们 的 记号 
为 (x 一 了 =2h(g+y); 从 而 
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(*ー の < 


y= Hp 8: アー5= 
代 这 个 值 信 贺 的 方程 ,y 消去 ,得 
ーー に (2 の rr (ee) = 


tz (5+g). 


或 
x — 41 + OF x -4Px + が =0. 
dhlbtg} +8f(b+g) -4Fh(tb+g) 
+ 4h? - gah? +4h2(b + g) 
- + 42 あ < 
ー4e hs 


横柄 AP, Ap,Ap > Ap 就 是 这 个 方程 的 要 , 纵 标 过 交点 NM,m, n,n. 
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该 方程 会 六 个 常数 ,a,5,c,f,g,h, 但 5,8 以 b+g 形式 出 
现 , 视 85+g 为 一 个 常数 , 那 就 咸 了 五 个 常数 . 令 CD+EF=b+g 
=*, 員 方 程 成 訪 ' 

ーー 4 な 2+ 6 アー4 ア ォ + だ 
~ dk + Bhk — 4F hk 
十 4 天 2 一 Boh +4h° kk :=0. 
+4a’h” 
-deh? 
凡 四 次 方程 都 可 化 威 这 种 形式 ,事实 上 , 设 给 定 的 方程 为 
A + Br Cx+D=0, 
比较 系数 ,从 
4f= 4, 得 f= 二 4， 


从 
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Gf ahk +42=B, 得 4?ー4hk +4° = 8B 


进而 
A* B 
k= 3 + h -Ah 
从 
4 だ —8fhh + Bah’=€, 
得 
1 3 A LAB+8ah’= C 
16 16 2 
进而 


4 4 48. で 
Ah: 4 16 記 8 が 
最 后 ,使 常数 项 相等 得 


(fF -2hk): + doh 一 4c282 = D. 


杯 二 


但 
2 
话 -2 居 = 沼 -2 有 -全 


4 由 AB C 

2 ニュ テキ ーーー84 Tt ap? 
将 这 两 个 值 代 人 上 式 , 得 c,h 间 方 程 .从 所 得 方程 易于 解 出 c, ヵ , 
到 它们 的 实 值 ， 


£2 
2 
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四 次 方程 的 第 二 项 都 可 消去 .下 面 我 们 讨论 消去 了 第 二 项 的 
方程 
x + Bx- Cr+D=0. 


B 
此 时 我 们 有 1. f=0， 2 3.g = sh 
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pz 8 _C 
2 -=2h -a 2ah= a 
得 
4 2 pe CG 2,2 
4f 2Bk + 8 + Top3 4c"h“=D, 
去 分 母 , 得 


64c214 = C2+485282 —32Bh* + 64h° 16 の 7 
开 方 ,得 
a A CA C2 16 が 2 
应 保证 c, 都 为 实数 , 令 c= 一 の 4 得 
C2 16Dh? - 8Bh?g + 32hg -4h2g =0. 
为 满足 所 提要 求 ,分 也 为 正 为 负 琴 种 情形 进行 考虑 . 
1 


り 为 正 , 设 D = 本 , 则 要 列 出 的 方程 为 
cy Br? — G+ 


人 A -4 一 2 _ 
ee 
4CE 
且 


4k 2E2 
k=c=™ ACE 94= 。 :f=0. 


I 
DD 为 负 , 设 D= -下 ,要 列 出 的 方程 为 
«i+ Bel- Cx- E°=0, 
我 们 有 
ルー Co +4 (dh — BY + 16E2h?, 
出 


"3420 :， 


VC2+4 が (4 が ーー BY 十 16 有 2 天 
号 下 < 
知 ,不 竺 取 什么 值 ,该 方程 给 出 的 c 都 为 实数 ,因而 天 可 以 任 
到 ,这样 在 每 种 情况 下 我 们 都 取 ヵ , 使 得 c 最 容易 求 得 . 
这 样 做 了 之 后 , 跟 过 去 一 样 , 我 们 有 


i 
AB=f=0,CD+ EF 


t 
AD=a= gp ] 
如果 五 =0, 则 要 列 出 的 方程 为 
を Br+i+C=0. 
该 方程 的 列 出 依赖 有 名 的 Bocker 规则 . 
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任 到 两 条 二 阶 线 , 也 妈 两 条 六 锥 曲线 ,它们 关于 同一 根 轴 \ 同 

一 个 横 标 原点 的 方程 可 写成 

ay + bry + c+ dy+ect+f=0, 

ay + Bx+ Ya + By + ey+ と =0. 
我 们 用 前 面 讲 过 的 方法 来 消去 y ,为 此 将 这 两 个 方程 与 § 479 的 两 
个 方程 

P+ の y+ Ry =0, 

p+qgy+rm =0, 
相 比 较 .我 们 看 到 , Pp 是 x 的 二 次 画 数 ,0,9g 是 x 的 - -次 函数 ， 
Rr 是 常数 .可见 作为 结果 的 那个 方程 将 是 双 二 次 的 . 这样, 从 两 
条 留 狼 曲线 的 交 就 列 不 出 次 数 高 于 双 二 次 的 方程 .前面 讲 了 从 巍 
和 和 招 物 线 的 交 列 出 的 是 双 二 次 方程 . 二 阶 线 与 一 条 直线 可 以 有 两 
个 变 点 ,与 两 条 直线 可 以 有 四 个 交点 .两 条 直线 作为 整体 可 看 成 为 
一 条 二 上 阶 线 .由 此 可 见 ,两 条 二 阶 线 可 以 有 四 个 交点 . 
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现在 我 们 考虑 一 条 二 阶 线 和 一 条 三 阶 线 的 交 . 这 两 条 线 的 方 

程 为 

P+Oy+ By =0 

ptgy+ ry + sy =0. 
这 里 P,Q 依次 是 x 的 二 次 和 一 次 函数 , 尺 是 常数 ;pyr 依 次 是 
* 的 三 ,二 ,一 次 配 数 ,* 是 常数 .从 了 480 的 讨论 我 们 看 到 ,从 这 两 
个 方程 消去 y, 所 得 方程 是 六 阶 的 .可 多 从 圆锥 曲线 与 三 舱 线 的 交 
列 不 出 次 数 高 于 6 的 方程 ,这 一 结论 也 可 以 从 三 阶 线 的 性 质 推 出 ， 
三 阶 线 与 一 条 直线 有 三 个 交点 ,两 条 直线 作为 整体 可 袖 为 一 条 二 
阶 线 ,这 二 阶 线 与 三 阶 线 的 交点 是 6 个 ， 
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将 前 面 讲 的 消去 y 的 方法 或 与 直线 相交 的 方法 应 用 到 更 高 
阶 方程 上 去 ,显然 地 我 们 得 到 ,从 两 条 三 内 线 的 交 可 列 出 9 崔 方 
程 ,从 两 条 四 阶 线 的 交 可 列 出 不 高 于 16 阶 的 方程 .一 般 地 ,从 阶 数 
分 别 为 m 和 有 的 两 条 曲线 的 交 可 列 出 阶 数 不 高 于 mn 的 各 阶 方 
程 .例如 ,我 们 要 烈 出 100 阶 方程 ,这 时 的 两 条 曲线 ,可 以 都 是 10 
阶 的 ,可 以 一 个 20 阶 的 和 一 个 $ 阶 的 ,等 等 .只 要 这 两 个 阶 数 的 乘 
积 等 于 100, 就 都 可 以 . 如 果 要 列 出 的 方程 的 阶 数 是 崇 数 ,或 者 是 
没有 方便 因数 的 数 ,那么 利用 共 列 出 的 方程 可 列 出 阶 数 比 它 低 的 
各 阶 方程 这 一 点 ,可 取 两 个 方便 的 ,但 积 大 于 要 烈 出 的 方程 的 阶 数 
大 的 因数 ,并 列 出 相应 揭 方 程 .例如 ,对 39 阶 方程 ,可 以 取 阶 数 为 
6 和 和 ?7 的 两 条 曲线 ,从 这 两 条 则 线 可 列 出 科 阶 方程 ,这 比 从 3 阶 和 
13 阶 曲线 列 出 39 阶 方 程 要 简单 . 
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可 见 ,从 交点 模 标 为 所 给 方程 实 根 的 两 条 曲线 , 列 出 所 给 方 
程 ,这 方式 有 很 多 种 ,甚至 有 无 穷 多 种 .在 这 无 穷 多 种 方式 中 ,我 们 
取 两 条 最 简单 最 容易 画 出 的 曲线 . 当然 首先 要 交点 给 出 的 根 都 为 
实数 .没有 虚 交 点 的 两 条 曲线 即 可 满足 这 一 要 求 . 前 面 我 们 看 到 
了 ,一 条 曲线 方程 中 的 纵 标 y 可 表示 成 横柄 的 线性 函数 时 ,交点 
就 都 是 实 的 ,由 于 这 条 单 值 的 纵 标 都 是 实 的 ,所 以 不 管 另 一 条 曲线 
有 殉 少 个 虚 纵 标 , 它 们 也 不 会 有 虚 交 点 .在 列 方程 的 过 程 中 ,我 们 
总 取 一 条 井 线 的 方程 为 P+ 态 =0,P 和 Q 都 是 * 的 某 个 函数 ， 
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这 样 ,不 管 给 定 的 方程 是 什么 ,我 们 都 取 两 条 曲线 中 的 一 条 ， 

其 方程 的 形状 为 P+ の =0. 另 一 条 的 方程 应 该 是 这 样 的 , 换 y 为 
-在 就 成 为 给 定 方程 由 此 可 见 , 反 过 来 , 换 给 定 方程 中 的 - 0 为 
y; 得 到 的 就 是 另 一 条 上 曲线 的 方程 .例如 ,给 定 的 方程 为 

sx4+ Ax + B+ C+D=0, 
我 们 取 方 程 ay = **+ 巡 , 表示 的 抛物 线 作 两 条 曲线 中 的 一 条 .由 
这 抛物 线 方程 得 ぇ ^= ay - x 代 人 给 十 方程 的 四 次 和 三 次 项 ,得 

ay -Zabey + Px, 

4 = + Aaxy — px 
最 后 得 二 阶 线 方程 

a ry +atA—25)xy + (B-Ab+ bx + C+D=0, 
该 曲线 与 曲线 gay = z+ Bx 的 交点 的 模 标 是 给 定 方程 的 根 . 
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于 节 的 两 条 曲线 ,常量 ea, 可 为 任意 值 ,因而 有 无 穷 多 种 变 

化 .我 们 可 以 进 -- 步 增加 这 无 穷 多 种 变化 ,事实 上 ,由 第 一 个 方程 
得 x- ay+ t=0, 由 该 方程 得 eex* - a*ey + abex =0, 把 这 个 方程 
加 到 第 二 个 方程 上 去 ,得 到 二 阶 线 的 更 为 一 般 的 方程 . 它 同 第 一 条 
曲线 的 交点 同样 指出 给 定 方 程 的 根 . 这 样 用 来 列 方程 的 两 条 曲线 ， 
其 方程 就 成 了 

uy = x + hb, 

I 、 . 

ay ta(A-26)xr + (B-Ab + b+tac)x ~- aley+(C 
+ aw)jx+D=0. 
方程 了 包含 所 有 的 圆锥 曲线 .应 特别 注意 量 

A -48 -4ac, 
它 为 正 ,为 零 ,为 负 ， 曲线 依次 为 双 曲 线 , 为 抛物 线 , 为 椭 圈 . 如果 


5 = 六 4， a Atac, 


从 而 
A* 5B 
C= G+ 一 一 ， 
dq tw 
则 曲线 为 圆 . 此 时 方程 为 


hza A 4B 

| c 2 + 全 一 > x+ 万 =0， 

也 即 
| 本 
b 2 -名 + 加 ) + I 本 全 3) 


-3 
右 映 是 圆 半 径 的 平方 . 
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这 样 我 们 就 有 无 穷 多 条 痿 锥 曲 弘 ,它们 同 抛 物 线 oy = x* + hx 
的 交点 ,都 给 出 给 定 方程 的 根 .从 这 无 穷 多 条 中 任 取 两 条 ,当然 这 
每 一 条 与 gw= デ + 和 的 交点 都 给 出 给 定 方程 的 根 ; 因而 任 取 前 这 
两 条 的 交点 也 给 出 给 定 方程 的 根 .这 样 ,从 出 和 抛物 线 可 列 出 给 定 
方程 (这 是 我 们 讨论 过 的 ), 从 两 条 抛物 线 , 从 一 条 抛物 线 与 一 个 椭 
图 或 一 条 双 草 线 , 从 两 个 椭圆 ,从 一 个 椭圆 与 一 条 抛物 线 也 都 可 以 
列 出 给 定 方程 .如 果 对 更 高 阶 曲线 应 用 这 一 方法 , 那 列 出 给 定 方 程 
的 方式 将 大 为 增加 . 
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类 似 地 , 取 方 程 为 y= 王 的 抛物 线 作 两 条 曲线 中 的 第 一 条 ,可 

以 列 出 更 高 阶 的 方程 . 鲍 如 ,要 列 出 的 方程 为 

x 02 + Pow -go=0, 
取 四 阶 抛物 方 程 x* = gy 作 第 一 条 ,那么 将 x = oa?yi 代入 ,得 三 
阶 方程 

a fOr + Pax- gr=0, 
将 第 一 个 方程 x*+ - gy=0 的 某 个 倍数 加 到 这 个 方程 上 去 ,可 得 到 
无 穷 多 条 四 阶 线 ,其 中 任何 商 条 者 给 出 所 给 方程 的 根 . 
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如 果 用 上 面 的 方法 列 出 给 定 方程 时 不 那么 容易 ,可 乘 给 定 方 
程 以 x ,或 者 x*, 或 者 * ,或 者 x 的 某 个 更 高 次 各. 这 增加 了 为 零 
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的 根 ,这 种 根 对 应 的 交点 ,其 横 标 为 原点 ,易于 从 给 定 方 程 的 真 根 
中 区 别 出 来 .这 样 给 定 方 程 的 次 数 增加 了 ,但 往往 却 变 得 容易 列 
时 例如 ,给 定 的 为 三 次 方程 

x + Ax:+ Bxr+C=0, 
令 巡 = ay, 这 里 一 条 曲线 为 折 物 线 ， 舅 一 条 上 必 为 驱 曲 线 . 事实 上 ， 
換 x 为 ay, 得 

cy + Aay + Bx + C=0, 
将 ox? - acy =0 加 上 去 ,得 更 一 般 的 方程 

axy + 7 ナ g(4 ~ oe)y+Brt+ C=0, 
它 也 人 恒 为 双 曲 线 方程 . 因而 利用 圆 ,椭圆 或 抛物 线 将 更 为 方便 .此 
时 要 乘 给 定 方程 以 x ,得 

x + Ar + Br? + Cx =0. 
将 这 个 方程 与 前 面 列 出 的 双 二 次 方程 相 比 较 , 得 D =0. 这 个 方程 
恒 可 以 用 贺 和 抛物 线 列 出 . 
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由 于 性 何 阶 的 性 何方 程 都 可 以 用 两 条 代数 曲线 的 交点 列 出 ， 
且 方 式 有 无 穷 多 种 , 因 面 可 用 任何 一 条 曲线 代替 另 一 曲线 . 这 就 产 
生 一 个 问题 ,怎样 才能 保证 给 定 方程 能 借助 一 条 给 定 曲线 列 出 ,这 
里 首先 应 该 指出 ,给 定 曲线 吝 该 是 这 样 的 , 它 的 级 标 可 表示 成 x 
的 单 值 函 数 ,以 保证 列 方程 的 过 程 中 不 产生 虚 交 点 . 当 我 们 关心 的 
只 是 给 定 方程 的 一 个 根 时 ,通常 要 加 上 这 个 条 件 . 有 这 样 的 情形 ， 
晶 然 对 应 于 曲线 的 一 自强 上 某 个 点 的 烧 标 是 真 根 , 但 是 这 段 弧 没 
有 交点 .所 以 如 此 ,是 由 于 这 根 对 应 的 是 虚 交 点 ,或 者 对 应 的 是 曲 
线 的 另 一 个 分 枝 的 交点 . 列 方程 ,这 是 一 个 虽 有 意思 但 用 途 不 大 的 
问题 .有 关 它 的 基础 性 的 东西 我 们 已 经 讲 得 够 详细 ,对 这 个 问题 的 
讨论 不 再 继续 . 
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到 现在 为 止 ,我 们 讨论 的 都 是 代数 曲线 . 代数 曲线 的 特点 是 ， 
在 任何 轴 上 取 定 了 横 标 , 则 对 应 的 纵 标 都 是 横 标的 代数 函数 ,或 者 
模 标 与 纵 标 之 问 的 关系 由 代数 方程 表示 .这 就 是 说 ,如 果 级 标 不 能 
用 横 标 的 代数 了 沙 数 表示 ,曲线 就 不 是 代数 曲线 , 非 代数 曲线 统称 之 
为 超越 曲线 . 也 即 横 纵 奈 间 关 系 不 能 用 代数 方程 表示 的 曲线 叫 超 
越 曲 线 .这 样 , 只 要 级 标 y 是 x 的 超越 函数 ,曲线 就 是 超越 的 ， 
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上 姗 我 们 讨论 了 两 类 超越 函数 , 即 对 数 评 数 和 三 角 函 数 .如 果 
纵 标 y 等 于 模 标 x 的 对 数 ;或 者 纵 标 y 等 于 用 横 x 的 正 蓄 或 余 蓄 
或 正切 表示 的 圆 弧 , 即 y = lgx,y = arcsin , y= arccoax ,7y = arctgz; 
骨 或 者 这 对 数 这 贺 强 含 于 *,y 间 的 方程 .这 三 种 情况 下 曲线 都 是 
超越 的 .但 这 只 是 超越 曲线 中 的 几 种 .这 几 种 之 外 还 有 无 穷 多 个 趟 
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越 表 达 式 ,它们 的 产生 在 无 穷 分 析 中 详细 讲解 .超越 曲线 的 数目 比 
代数 曲线 要 多 许多 信 . 


$ SO8 


代数 函数 以 外 的 卫 数 都 是 超越 函数 , 合 超 越 函 数 的 方程 表示 
的 都 是 超越 曲线 .代数 方程 ,或 者 是 有 理 的 ,不 舍 整 数 指数 以 外 的 
指数 ;或 者 是 无 理 的 , 合 分 数 指数 .但 无 理 代数 方程 都 可 化 成 有 理 
的 .这 样 ,只 要 x,y 间 的 方程 不 是 有 理 的 ,也 不 能 化 成 有 理 的 , 它 
表示 的 曲线 就 是 超越 的 ,因而 ,如 果 一 个 方程 中 含有 这 样 的 者 ,其 
指数 既 不 是 整数 也 不 是 分 数 ,而 且 用 任何 方式 也 不 能 化 它 为 有 理 
数 ,那么 这 方程 表示 的 曲线 就 是 超越 的 . 由 此 我 们 得 到 第 一 类 , 也 
是 最 简单 的 一 类 超越 曲线 , 即 方程 中 含有 无 理 指数 的 超越 曲线 ,这 
种 方程 既 不 含 对 数 也 不 含 国 弧 ,纯粹 是 从 无 理 数 概念 产生 的 ,在 很 
大 程度 上 这 属于 几何 . 莱 布 尼 兹 称 这 种 曲线 为 次 超越 的 ,意思 是 它 
处 在 代数 曲线 与 超越 曲线 之 间 . 
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方程 y= x 表 示 的 就 是 次 超越 曲线 ,因为 没有 方法 可 以 把 这 
个 方程 化 成 有 理 的 .几何 上 也 没有 办 法 可 以 把 它 表示 的 曲线 画 出 
来 .几何 上 画 不 出 有 理 指数 畴 以 外 的 敌 , 可见 这 类 曲线 与 代数 曲线 
的 差别 极 大 .如 果 想 近似 地 画 出 该 曲线 ,可 以 取 Y2 的 近似 值 
3 7174196 


2 7 5 712729"707 
中 的 一 个 来 代替 /2 ,那么 我 们 就 得 到 车 近 该 曲线 的 代数 曲线 , 送 代 
数 曲 线 的 阶 数 ,可 以 或 者 是 3, 或 者 是 7, 或 者 是 17 ,或 者 是 41 ,等 
等 ,因为 /2 可 以 用 分 子 分 母 都 是 无 穷 大 的 分 数 有 理 表 示 , 所 以 应 该 
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认为 y= x 表示 的 是 无 穷 大 阶 曲 线 , 也 妇 它 不 是 代数 曲线 , 此外， 
Y2 有 两 个 值 ，- 正 -~ 负 , 对 应 地 得 到 两 个 > 值 ,也 就 得 到 两 条 曲 
线 . 
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如 果 要 准确 地 画 出 这 条 曲线 , 那 就 必须 借助 于 对 数 , 对 y= 
〆2 取 対数 , 得 jgy =<V5lgx, 即 横 标 的 对 数 乘 2 等 于 纵 标的 对 数 . 
而 对 模 标 x 的 每 一 个 值 ,我 们 都 可 以 利用 对 数 表 得 到 对 应 的 7 
秆 . 秽 如 x%*=0, 则 y=0;x=1, 则 y=1. 这 两 个 值 都 容易 从 方程 得 
到 ;x =2, 则 sy =y21g2 =v2.0.3010300, 将 V2 = 1.41421356 代入 ， 
得 lgy =8.4257207. 由 此 近似 地 有 y = 2.665144;* = 10, 得 lgy = 
1.41421356, 由 此 得 y=25.954554. 用 这 样 的 方法 ,对 每 一 个 横 标 x 
我 们 都 可 以 算出 对 应 的 纵 标 y, 也 就 可 以 画 出 曲线 .这 里 一 个 前 提 
是 模 标 x 都 为 正 .如 果 > 取 负 值 , 那 就 确定 不 了 y 值 是 实数 还 是 
虚数 .例如 zx= -工时 ,就 确定 不 了 ( -1 总 是 实数 还 是 虚数 ,此 时 
42 的 近似 值 帮 不 了 忙 ， 
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含有 虚 指 数 的 方程 表示 的 曲线 是 超越 的 ,这 疑问 就 更 小 .但 是 
含 卉 数 指数 的 表达 式 表示 的 可 以 是 确定 的 实数 值 . 我们 已 经 见 过 
这 样 的 鱼子 ,这 里 再 举 一 个 . 设 


2y = w+Y -1 + ャ ルーマ ツー1 


这 里 虽然 **Y -1 和 x-” -1 都 是 虚 量 ,但 它们 的 和 是 实数 ,事实 上 ， 
设 x 的 双 曲 对 数 Inx = p, 记 双 曲 对 数 为 1 的 数 为 e, 则 x=er. 代 入 
所 给 方程 ,得 
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上 册 § 138 推出 了 
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= で OS お , 


从 而 

y=cosv = cos Inz. 
这 样 ,对 第 定 的 x 值 , 先 取 它 的 双 曲 对 数 , 青 在 半径 为 1 的 贺 上 截 

' 段 等 于 这 个 对 数 的 弧 , 那 么 这 段 弧 的 余弦 就 是 纵 标 y 的 值 . 例 

如 , 取 x%=2, 即 

2y =2+Y -1+2-Y-1， 
则 

Yy = cos Inz = cos 0.693147180S599. 
由 等 于 3.1415926535 的 弧 所 对 角 为 180" ,利用 黄金 规则 得 等 于 
lo2 的 弧 所 对 角 为 39 41 5 5 8 它 的 余弦 等 于 
0.76923890136400. 这 个 数 就 是 横 标 x =2 所 对 应 的 纵 标 y 的 值 .这 
类 表达 式 既 含 对 煞 艾 含 圆 狐 ,当然 是 超越 的 . 
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这 样 ,超越 曲线 中 占 第 一 位 的 是 ,其 方程 在 代数 量 之 外 还 入 有 
对 数 的 曲线 ,这 种 曲线 中 最 简单 的 ,其 方程 为 


iog 二 = 也 或 = 6log 一 
这 里 对 数 取 哪 . 种 都 可以 ， 因 因 用 条 以 党 数 b 的 方法 都 可 以 把 它 
们 化 成 同一 种 .用 log 表示 双 曲 对 数 , 方 程 x = blog 二 表示 的 曲线 


叫 对 数 曲 线 , 记 况 曲 对 数 为 1 的 数 为 e, 
€ = ニ 2.7182818284S904523536028 , 则 
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“= 一 或 y = oe, 

从 这 个 方程 易于 看 出 对 数 曲 线 的 性 质 .事实 上 ,依次 用 成 算术 级 数 
的 数 代 x, 则 对 应 的 为 成 几何 级 数 的 数 , 为 便于 作 图 , 令 

e=m ,b= nm, 
则 

y= am, 
其 中 m 为 大 于 1 的 任何 数 . 取 x 为 

x=0,c,2c,3c,4c,5c 6c, , 


则 为 

アニ G&G am; on, gn ao am , 
取 %* 为 负 值 

T= — 0 — 2c, — 3e, — Ade, — Se, 
则 y 为 

ーー 


mm mm nm 
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由 此 了 可见, 纵 标 y 便 正 , 且 随 横 标 > 増加 到 正 元 容 面 増 藤 到 
无 穷 ,如 图 101. 所 示 , 横 标 x 减 小 到 负 无 穷 时 , 轴 如 成 为 曲线 的 渐 
” 近 线 . 取 4 作 模 标 原 点 , 记 此 处 维 标 48B = a, 记 横 标 4P = *, 则 纵 
标 
PM = y= am = ng 
从而 


lg = テッ 
即 模 标 4P 除 以 8 ,得 到 的 商 等 于 比 4 的 对 数 . 任 取 轴 上 另外 一 点 
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a 作 原 点 ,方程 的 形状 不 变 .事实 上 , 记 如 为 六 记 aP 为 t, 则 由 x 
= 了 -了 得 


图 101 
y= medi- Nib getit:ef't. 


记 常 数 a:e 为 g, 则 y= ge'*. 由 ao6=g 得 


因而 对 任何 两 条 距离 为 Pp 的 纵 标 PM 和 pm 我 们 有 
PD ,PM 
bp log pm 

式 中 的 沉 数 5 类 和 似 于 对 数 贿 数 ， 
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对 数 曲 线 任 何 一 点 虹 处 的 切线 都 易于 确定 .事实 上 , 记 点 型 
的 横 醒 4P= ェ , 別 好 点 的 纵 标 PM = ae 区 .对 任何 另外 的 维 标 ON 
我 们 有 
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OQ = ae ほす か 一 oe”™ b+ eu , 

w 为 PM 至 ON 的 弃 离 , 即 Po = w. 对 平行 于 轴 的 直线 ij 全 ,有 
LN= (ON- PM) = ae (et 1). 

过 六 ,型 画 直线 AHT, 交 轴 于 了 , 则 
LN: ML = PM: PT, 


从而 
PT= ule —1)., 
上 册 我 们 证 明了 
2 3 
ub 4 a 
€ て も すす ， 
从 而 
1 
1 
5 25 6p 


区 间 PO = xz 为 零 时 点 时 与 六 重合 ,直线 WMT 就 成 了 曲线 的 切 
线 , 次 切 距 PT = 卫 为 常数 ,这 是 对 数 曲 线 的 一 条 美妙 的 性 质 , 即 次 
切 距 为 常数 , 恒 等 于 对 数 参 数 5. 
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这 里 产生 一 个 问题 ,这 样 画 出 来 的 对 数 曲 线 完 整 吗 ? 在 图 
101 上 画 出 来 的 分 支 MBm 之 外 还 有 没有 从 轴 的 舅 一重 趋向 无 穷 
的 分 支 .前 而 讲 了 , 几 渐 近 线 都 有 两 个 分 支 收 敏 于 它 , 因 此 有 人 推 
定 , 对 数 曲 线 由 位 于 轴 两 俩 的 类 似 的 两 部 分 组 成 . 因而 浙 近 线 同时 
也 是 直径 ,但 从 方程 y= ae? 完全 看 不 出 拓 一 点 . 因为 当 ? 为 整数 
或 者 为 分 母 是 奇数 的 分 数 时 ,y 都 有 一 个 实 值 ,并 且 是 正 的 .但 是 


当 ， 为 分 母 是 偶数 的 分 数 时 ， y 有 两 个 值 , 一 正 一 负 , 负 值 给 出 的 


点 在 渐 近 线 的 男 一 侧 .由 此 可 见 , 对 数 曲 线 在 渐 近 线 的 另 一 侧 还 有 
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一 个 由 离散 点 组 成 的 无 穷 集合 .虽然 相 邻 离散 点 间 的 距离 无 限 的 
小 ,给 人 一 种 它们 是 线 -一 样 连续 的 印象 ,但 它们 并 不 构成 连续 曲 
线 .这 是 难以 置信 的 ,是 悖 论 ,对 代数 曲线 是 不 会 产生 的 .这 里 还 有 
更 加 难以 置信 的 另 一 个 悖 论 .负数 的 对 数 是 趾 数 (这 是 明显 的 , 另 
外 也 可 以 从 log( - 1) 比 v -1 为 有 限 数 得 到 证 实 ), 因 而 log( - ぁ ) 
是 虚数 , 记 它 为 i. 一 个 数 的 平方 的 对 数 等 于 这 个 数 自身 对 数 的 两 
倍 , 因 而 我 们 有 1og( - n)* = 2Jog( - n) = る i. 但 logn* 是 实数 ,等 于 
2logn. 可 见 实数 ljogm2 的 一 半 为 实数 logn , 另 一 半 为 虚数 i. 由 此 前 
进一步 ,每 个 数 都 由 不 同 的 两 部 分 组 成 ,一 实 一 虚 , 各 等 于 原 数 的 
一 半 . 类 仆 地 ,每 个 数 都 由 不 同 的 三 部 分 组 成 ,各 等 于 原 数 的 三 分 
之 一 ;每 个 数 都 由 四 部 分 组 成 ,各 等 于 原 数 的 四 分 之 一 .类 推 ,这 不 
同 的 部 分 中 只 有 一 部 分 是 实数 ,这 一 点 如 何 与 数 的 通常 概念 相 一 
致 ,还 不 清楚 . 
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如 果 承 认 前 面 所 说 , 则 数 。 的 两 半 为 名 +log( - 0) 和 全 ,因为 
前 半 的 两 倍 等 于 


«+2log( -1)=g+log(-1)7=g+logl= ea. 
这 里 应 该 指出 ,虽然 log( -1) 0, 但 

+log( —1)= 一 log( ~ 1). 
事实 上 ,由 -1= 二 得 

log( -1) =log( +1) —log( 1) = ーlog( -1). 


类 似 地 ,由 江 不 仅仅 是 1 ,并 且 是 二 上 二: 一 3, 我们 有 


3log 一 チー 3 jogl =0 
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从 而 数 a 的 三 个 三 分 之 一 为 


人 ,全 +log ーー キー 和信 + og ーー ケー ー -3 


这 每 个 三 分 之 一 的 三 倍 都 等 于 。 这 看 上 去 是 不 能 接受 的 .为 消除 
疑问 我 们 提出 再 一 个 难以 置信 的 情形 :每 个 数 都 有 无 穷 多 个 对 数 ， 
其 中 只 有 一 个 是 实 的. 例如 1 的 对 数 , 在 零 之 外 就 还 有 


2log( - 1) ,3log 一 デーーー キジ 3 ,4log( -1) 和 4log( +v -1) 


等 无 穷 多 个 虚数 ， 它们 者 可以 从 1 开 方 得 到 . 下 而 的 考虑 使 得 这 里 
的 情形 比 前 面 要 直观 . 设 x = loga , 则 aa= 晨 . 从 而 
2 4 
a=1+%+ 祁 + 分 + 加 + 
这 个 方程 的 次 数 为 无 穷 , 因 面 有 无 穷 多 个 根 就 不 足 为 奇 了 .这 样 我 
们 就 解决 了 最 后 这 个 难以 置信 ,但 第 一 个 难以 置信 , 即 对 数 曲 线 在 
轴 的 另 一 侧 有 无 穷 多 个 离散 点 ,还 仍然 难以 置信 . 
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但 是 ,借助 方程 y=(-1)* 可 对 无 穷 多 个 这 种 点 的 存在 进行 
明显 得 多 的 证 明 . x 是 偶数 或 分 子 为 偶数 的 分 数 时 y 都 等 于 1.x 
是 奇数 或 分 子 分 母 都 为 麻 数 的 分 数 时 y 都 等 于 - 1. 在 其 余 情 况 
下 , 即 x 为 分 母 为 偶数 的 分 数 或 无 理 数 时 y 都 为 虚数 . 可 见 ,方程 
y=( 一 1)* 给 出 无 穷 多 个 高 散 点 ,它们 位 于 轴 的 两 人 出, 至 轴 的 距离 
都 为 1, 它 们 中 任何 两 个 都 不 相 接 ,又 任何 相 邻 的 两 个 的 距离 都 小 
于 任何 给 定 的 正 数 . 横 标 的 两 个 值 ,不 管 离 得 多 近 , 它 们 中 间 都 有 
不 上 只 一 个 ,而 是 匹 穷 多 个 分 母 是 奇数 的 分 数 .这 每 一 个 分 数 都 给 出 
满足 所 给 方程 的 一 个 点 .这 些 点 位 于 平行 于 轴 到 轴 的 距 高 鸭 1 的 
两 条 直线 上 ,这 两 条 直线 上 没有 不 合 方 程 y = ( -1)* 的 离散 点 的 
区 间 . 事 实 上 是 ,这 两 条 直线 上 的 每 一 个 区 和 间 都 含有 方程 y= 
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〈- 1)* 的 无 穷 多 个 离散 点 .这 种 异常 情形 也 发 生 于 方程 yY=(- 
a)* 和 与 这 个 方程 类 但 的 其 它 方 程 , 即 y 等 于 负数 的 变 指数 每 的 
方程 .应 该 指出 这 种 异常 情形 只 产生 于 超越 曲线 . 
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含 变 指数 的 方程 ,也 即 由 对 数 方 程 化 成 的 方程 ,它们 表示 的 曲 
线 归 指数 曲线 ,指数 曲线 也 具有 对 数 

曲线 的 性 质 .例如 ,方程 y = ww, 也 即 

logy = xlogx 所 表示 的 曲线 即 为 指数 

曲线 ,x=0, 则 y=1;x=1, 则 y=1; 

~ x =2, 则 y=4;x =3, 则 ャ ニ 27i:…. 国 
102 上 BDM 是 该 曲线 关于 轴 眉 的 

图 形 . 取 AC =1, 则 4 入 = CD=1.4、 

グ C 之 间 的 点 对 应 的 纵 标 都 小 于 1. 例 


图 102 模 标 
x = 一 = 0.36787944. 

时 纵 标 y =0.6922005 ,为 最 小 值 , 这 一 点 后 面 将 给 以 证 明 . 为 考察 

该 曲线 在 B 点 另 一 侧 的 情形 ,应 使 * 值 为 负 , 则 y = 一 5 从 而 


曲线 的 这 一 部 分 完全 由 收敛 于 轴 的 离散 点 组 成 ,这 里 的 收 合同 于 
向 渐 近 线 的 收 敏 ,这 些 点 因 x 的 奇偶 而 位 于 轴 的 两 侧 . 又 ,对 应 于 
を 为 分 母 为 偶数 的 分 数 ,也 有 无 穷 多 个 离散 点 落 在 4P 轴 之 下 .个 
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1 I 1 
0b， = 时 ， 三 十 ?由 一 一 ・ 
如，x 2 7 y2 "7 Y2 


这 样 ,连续 曲线 MDB 从 点 8 处 开始 一 反 代数 曲线 的 性 质 ,并 
然 中 断 , 改 由 离散 点 组 成 .这 里 我 们 更 清楚 地 看 到 了 位 于 直线 两 侧 
至 直线 距离 相等 的 点 的 存在 .如 果 不 头 认 它 们 存在 , 那 就 得 承认 整 
个 曲线 在 点 吾 处 寞 然 中 止 . 这 与 连续 规律 矛盾 ， 
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在 训 借 助 对 数 画 出 其 图 形 的 另外 无 穷 多 条 曲线 中 ,有 些 借助 
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对 数 实现 起 来 不 那么 容易 ， 
但 可 借助 适当 的 代 换 使 得 容 
易 实 现 .方程 
和 二 和 

表示 的 曲线 就 是 这 样 的 .由 
方程 显然 可 见 , 维 标 y 等 于 
模 标 x 时 , 即 在 与 轴 成 半 直 
角 的 直线 二 方程 满足 .我们 


' 还 看 到 方程 が = が が 比 zx=y 


更 一 般 .后 者 是 前 者 的 一 部 
分 ,满足 前 者 的 坐标 可 以 不 


了 直线 EAF 必定 还 有 另外 的 分 支 . 为 了 求 出 这 另外 的 分 支 ,以 得 
到 方程 所 示 的 整个 曲线 ,我 们 令 y= w, 得 se = Psz, 开 * 次 方 得 


志 即 


下 二 
』 
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デー, 


1 
或 了 一; 


1 
令 i 一 = 二; 则 

(大 
这 样 , 除 了 直线 2 大 ,就 还 有 分 支 砚 . 这 厂 渐 近 于 直线 4C 和 
4 五 ,并 且 科 4AF 为 直径 ,RS 交 A 生 于 CC, 从 而 4 = BC = e,e 是 对 数 
为 1 的 数 .此 外 还 有 满足 所 给 方程 的 无 穷 兆 个 离散 点 .这 离散 点 与 
直线 4F 以 及 曲线 RS 合 超 来 拘 成 満足 方 程 的 全休 . 可 見 有 元 実 多 
个 由 x 和 y 榴 成 的 数 对 满足 方程 祥 = 入 .下 而 是 这 种 有 理 数 对 中 
的 几 个 


x= ス 2, r=4, 
>- デ 9 お 27 
2 4 7 2 8 
お 64 _4 256 
T3727 7 一 3 二 81 
$4 625 55 3125 


等 , 称 这 种 数 对 中 的 x 和 7Y 为 甲 和 乙 , 则 围 的 乙 次 考 等 于 乙 的 围 次 
熏 . 例 如 
2=42=16， 
3 


(人 (> 
に diM 
等 等 . 
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虽然 这 一 条 和 类 做 于 这 一 条 的 舅 外 一 些 曲线 的 无 穷 多 个 点 ， 


可 以 用 代数 方法 求 出 来 ,但 它们 都 并 不 是 代数 曲线 ,因为 它们 各 自 
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都 有 用 代数 方法 根本 求 不 出 来 的 无 穷 多 个 另外 的 点 .现在 我 们 转 
同 即 - -类 超越 曲线 .这 类 出线 要 用 到 思 弧 .为 了 计算 不 因 大 量 的 符 
号 而 复杂 化 ,我们 只 取 用 单位 贺 揭 红 . 虽然 “化 圈 为 方 不 能 "尚未 得 
证 ,但 易于 证 明 用 到 辆 弧 的 曲线 不 是 代数 曲线 .我 们 只 考虑 这 类 方 


程 中 最 简单 的 ,例如 = arcsin 二 , 即 纵 标 与 正 嘴 为 二 的 咽 绒 成 正 


比 . 由 于 间 一 个 正弦 -对 应 于 无 穷 多 个 , 可 见 这 里 的 纵 标 y 是 


无 穷 多 值 函数 , 纵 标 线 与 另外 一 些 直线 都 在 无 穷 多 个 点 处 与 这 里 
的 曲线 相交 ,这 是 它 显 然 地 区 别 于 代数 曲线 的 性 质 . 设 * 是正 弦 久 


。 的 最 短 的 纸 ,r 表示 等 于 半圆 周 的 弧 , 则 十 的 值 为 


ST — 542 イキ 843 イー + $s, 
うー まき 

~ 外 $A, 一 3 元 一 g。 
ーー 
因而 ,如果 如 图 104 取 直 线 C48 作 轴 , 取 
4 为 模 标 原点 ,那么 x =0 时 ,在 4 的 一 柄 
我 们 有 级 标 A4! = na, 442 = 2re, 443 = 
3xe,…. 在 舅 一 侗 有 局 -1= + xa, A4 ~ 
= +2rae,44- = +3ra,…, 曲 线 经 过 这 
每 一 点 . 如 果 取 横 标 4P = *, 则 级 标 交 此 
銭 地元 窪 多 全 点 形 . 我 们 有 PM! = as， 
PMH2=a(x -ss), PM = g(2 ァ ーs)。…、 整 


. 个 曲线 由 无穷 多 个 相似 的 部 分 4E'41， 


AIFIA:, MAA A FLA … 组 成 ,过 点 
E\ 玉 平行 于 轴 BC 的 每 一 条 直径 都 是 这 条 
曲线 的 直径 .这 时 当然 有 4C = 4 =c, 生 
线段 EE EE FiE-!, E-! EF-1 太 


FF Fl 2 ,FF-1F-* 都 等 于 2. 莱 布 尼 亦 称 这 条 曲线 为 正 芝 曲 
线 , 因 为 借助 它 可 以 求 出 任何 驱 的 正弦 .事实 上 ,由 


这 样 同时 也 就 得 到 了 余 荡 曲 线 . 
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类 似 地 可 以 得 到 正切 向 线 ,正切 射线 的 方程 为 y = arcig *, 这 
里 为 简单 起 见 , 取 a =1,c =1. 对 方程 取 正 切 ,得 


sai y=, 


COBY 
这 条 曲线 的 形状 可 以 从 正切 的 性 质 推出 . 它 有 无 穷 多 条 相 平 行 的 
渐 近 线 .同样 地 ,由 方程 


テー arrseox ,也 即 x = secy = ， 
可 以 画 出 正 割 曲线 , 它 有 无 穿 多 条 伸 向 无 穷 远 的 分 支 .这 类 有 曲线 中 
极为 有 名 的 一 条 是 旋 轮 线 ,也 称 为 摆 线 . 它 由 沿 直线 滚动 的 较 周 上 
的 一 点 画 出 .其 直角 坐标 方程 为 
y VT taco. 
这 条 曲线 之 所 以 值得 特别 注意 ,原因 有 两 个 ,一 个 是 它 容易 画 , 再 
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一 个 是 它 有 具有 许多 重要 的 性 质 .但 是 这 些 性 质 中 的 大 多 数 ,都 必须 
应 用 无 穷 小 分 析 才 能 进行 阐述 ,我 们 只 对 可 以 从 方程 直接 推出 的 
主要 几 条 进行 简单 的 考察 ， 
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假定 如 图 105 所 示 ,图 4C8 在 直线 EA4 上 滚动 .为 了 使 考察 具 
有 更 为 一 般 的 意义 ,我 们 把 圆周 上 的 一 点 
换 成 直径 延长 线 上 的 一 点 也 ,考察 圆 滚 
动 时 点 五 而 出 的 曲线 到 . 设 贺 的 半径 C4 
= CB =g, 妥 商 CD = 了 ,又 设 开 始 时 刻 万 
点 位 手 明 4E 最 远 处 , 且 圆 滚 到 了 aQ5R. 
记 距 离 40 为 z, 则 弧 ep = z. 用 半径 a 除 


这 自强, 得 角 ge0 = 二 ,而 画 出 曲线 的 点 
此 时 亿 于 g. 因而 有 cd = 58, 角 


do0 = 二 
过 是 所 求 曲线 上 的 点 ,从 4 先 向 直线 40 
图 105 画 委 线 必 , 再 向 直线 OR 画 垂 线 如 , 则 
dn = bsin ,cn= ~ boos =, 
a a 
从 而 
Wn = dp = 笠寺 6oos —. 
延长 直线 dn 到 交 直 线 4D 于 呈 , 记 坐标 
DP=x,Pd= 7Y, 


则 
z=b+cn, 或 x=6-bcos， 


・ 350 ・ 


得 
bsin 二 =V 2bx -2 好， 


| + . 
z= ons 1- を = BTesIm 


将 这 两 个 值 代入 + 的 右端 , 得 


yah + aarcsin cx 
如果 取 4D 为 轴 ,C 为 原点 ,并 记 b -x 为 1, 则 
Ih -x = bi 
从 而 得 到 t,y 间 的 方程 
y=V BR + oareoe £. 
b= a 时 ,该 方程 给 出 的 为 通常 的 旋 轮 线 ,5 大 于 a 和 小 于 a 时 给 
出 的 ,分 别称 为 短 幅 旋 轮 线 和 长 幅 旋 轮 线 . 不管 哪 种 情况 下 ,y 都 
是 x 或 1 的 泡 穷 多 值 函数 .也 即 ,只 要 x 或 + 不 使 v 2ix - x 或 


Y 妨 ~ 基 为 应 数 ,任何 一 条 平行 于 40 的 直线 就 都 交 曲线 于 无 穷 多 
个 点 . 


Y 2 — x 
; . 
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另外 两 种 旋 轮 线 是 圆 外 旋 轮 线 和 图 内 旋 轮 钱 .参见 图 106. ヵ 
是 动 贺 4C8 加 外 或 加 内 一 点 . 动 回 4Cg 在 不 动 图 A00 的 圆周 上 
滚动 时 点 五 画 出 曲线 Da . 设 不 动 贺 的 半径 04 = ec, 动 圆 的 半径 C4 
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= CB=ta 
来 求 曲 线 


,点 D 至 动 加 图 心 的 距离 CD = 5. 取 直线 0D 作 轴 ,我 们 


Dd. 动 贺 从 点 0,C,D 在 同一 条 直线 上 的 起 始 位 置 滚 动 


到 QcR 处 时 , 滚 过 强 40 =z, 从 而 角 400 = 二 :此 时 我 们 有 弧 Oa 
= AQ = z, 因 而 角 


-Red 


并 


距离 cd = CD = 5, 点 4d 在 曲线 Dd 
上 .从 点 g 向 轴 表 垂 线 dP, 从 点 ec 
夯 轴 0D 的 重 线 cm 和 平行 线 cn. 


Ren = 4oO0= 一 
得 角 
《二 ez 
dn= +ー= ーー 
从 而 


图 106 
四 = boos tl 
再 由 0C= Ce =a+#, 得 
cm=(g+c)em 一 。 
Om = (e+c)eos 一 
进而 , 记 坐 标 OP =x,Pd=Y, 则 
x=(at ecos + boos (et), 
y=(at+ec)sin E+ bsin et. 
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由 此 可 见 , 如 果 到 土 2 是 有 理 数 , 则 角 志 与 4 二 .235 有 公 度 ,z 可 消 
去 ,得 到 的 是 x,y 间 的 代数 方程 ,否则 这 样 面 出 的 曲线 是 超越 的 . 

此 外 ,应 该 指出 ,a 为 负 值 时 , 动 加 在 不 动 贺 之 内 ,得 到 的 是 加 
内 的 施 轮 线 .通常 取 常 数 5 等 于 a, 即 の 在 动 回回 周 上 ,此 时 得 到 
的 是 给 了 专门 名 称 的 加 外 放 轮 线 或 图 内 族 轮 线 . 我 们 推出 的 是 更 
为 一 般 情况 下 的 方程 .从 我 们 的 一 般 易于 导出 我 们 的 特殊 .我 们 的 
做 法 是 便捷 的 .使 平方 7? 相 加 ,得 


x+ (ET+ec)2+ +25(at+c)oos —., 


zc 加 公 度 时 从 该 方程 消去 z 更 为 容易 . 
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两 个 圆 的 半径 a,c 可 公 度 ,曲线 为 代数 的 ,这 两 种 情况 之 外 ， 
应 该 指出 的 再 一 种 情况 是 5 = -e -ec, 即 曲线 上 的 点 DD 在 不 动 回 
的 圈 心 0. 由 85=-a-c 得 
- 了 る 


2 」 2 2f1_ 、 人 1 2、 2 を 
デ ォ アダ ェ =2(ag+ 1 co 三 | =4(a + cjzoo 于， 


从 而 
を アデ + ア 
26 2(g ナ c) 
又 由 
=(e+o)( cos 二 -ooe ete 
に GC 
y=(z+c)[sm そ am 人 2 圭 e22) 
C ・ 
得 
(2g+c)z 
y 2a ; 
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. (26+e)z を 
BITL ニー 
Zac + 
进而 
(2g+eJz 一 了 
°° Za ー トッ 
将 
V ダ + ア =2(a+c)cos うこ 
代入 , 得 
a2(a + cooe 2 sin 122 2 ， 
~ 2a 2ac 
一 2 {2a+c)z 
ニー2(g+<)eos scos 2 ・ 
例如 , 设 c=2e, 则 
z=6acos Fsin —, 
全 性 
省 王 
y= -ac っ OOS っ 
~ x + 天 =6acos テー 
令 
cos 二 = 
Ja 一 人， 
出 
sm ラー= ツ 1ー の , sm =24 ソ 1ーg 
ター っ 2 
cos = 29 1 ， 
从 而 


ba 


y=ー6gg(2g*-1) = (1-29°)V x + y= 
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Pi y 
(1- 18。2 )。 Xe 二 
或 


gay = (18a — ター タナ アゲ 
令 18o = 户 , 伦 过 平方 得 六 次 方程 

Cx + 2 +) + x =, 
这 里 我 们 要 讨论 的 不 是 代数 曲线 ,是 超越 曲线 ,因而 不 继续 ,下 面 
讨论 同时 含有 对 数 和 辆 弧 的 曲线 . 
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前 面 我 们 已 经 求 出 了 方程 

2y= x+Y -i + ャ ツー 
表示 的 曲线 , 昂 图 107 .那里 我 们 把 这 个 方程 
化 成 了 y= ameeos lagx ,化 成 的 这 个 方程 可 写 
成 

arecos y 了 一]logx ,或 xz = ecm 7. 
如 果 取 直线 4P 作 轴 , 取 4P 上 点 4 作 横 标 原 
点 ,显然 ,在 4 所 下 面 ,在 模 标 为 负 的 区 域 
中 ,曲线 没有 任何 连续 部 分 ,但 轴 4P 交 曲 线 
于 无 穷 多 个 忆 点 , 且 这 些 卫 点 到 点 4 的 距离 
成 几何 级 数 .其 中 有 距 4 越 来 越 远 的 无 穷 多 
个 点 


3 Sx 
AD=ez,ADl=e2, AD = 02, AD 
= 


图 107 还 有 由 4 越 来 越 近 的 无 窃 儿 个 点 
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4 し ーッ 4 の 2 ュー AD 
此 外 , 驹 线 左右 两 侧 至 辅 的 虐 离 4 お = 4C =1, 在 点 B,C 处 ,曲线 
与 平行 于 轴 的 直线 相 切 , 切 点 为 无 穷 多 个 点 吾 , 点 下 .点 加 至 点 吾 
的 距离 ,点 下 至 点 局 的 距离 都 成 几何 级 数 . 可 见 ,曲线 在 先 近 直线 
BC 时 形成 无 穷 多 个 杰 曲 ,最 终 与 BC 重合 .也 即 这 条 曲线 的 浙 近 
线 不 是 无 穷 直线 ,而 是 有 限 直 线 BC. 这 是 这 条 曲线 与 代数 曲线 截 
然 不 同 的 一 个 特点 . 
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形状 各 色 各 样 列 举 不 尽 的 蜡 线 也 属于 这 样 的 超越 曲线 ,它们 
成 者 只 要 求 角度 ,成 者 要 求 角度 的 同时 还 
要 求 对 数 . 如 图 108 所 示 , 螺 线 都 有 一 个 
作为 中 心 的 确定 的 点 和 , 螺 钱 绕 中 心 而 
成 ,因数 无 穷 . 螺 线 的 性 质 易 于 用 虐 离 与 
角度 间 的 方程 表示 .距离 是 罗 线 上 任 一 点 
时 至 中 心 如 的 上 距离 CM ,角度 是 CM 与 给 
定 了 位 置 的 直线 C4 所 成 的 角 ACM. 设 角 
图 108 ACM = s, 即 设 * 是 单位 轿 上 角 4CM 所 对 

的 弧 ,又 设 店 离 CM = z. s,z 间 的 每 一 个 

方程 表示 的 都 是 一 条 螺 线 . 对 直线 CM 的 同一 个 位 置 , 角 4CM 在 。 
之 外 还 有 2m +s,4zr + 5,6x + sr 县 一 2 下 5 ー4 テ キ 5 元 宿 
多 个 值 .用 这 无 穷 多 个 值 中 的 每 一 个 代替 方程 中 的 ; ,我 们 都 得 到 
上 距离 CU 的 一 个 不 同 的 值 .也 即 CM 的 证 长 线 与 曲线 交 于 无 穷 儿 
・ 个 点 . 当然 这 里 要 z 不 是 虚数 .我 们 先 看 最 简单 的 情形 ,z= as. 此 
时 对 直线 CM 的 同一 个 位 置 我 们 得 到 z 信 a (2x + sJ。g(4 オ テル + ォ s)。 
cft6r+si 和 -af2r-s) -ef4r-s), 一 (6 テーs)。…. 換 方 
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程 中 的 s 为 r+s 时 
直线 CM 的 位 置 不 变 ， 
但 = 的 值 变 负 . 因而 
应 该 把 值 - stz+s)， 
(rt (Ix 
+ 引 1 和 er 一 5) 
gfk3r ー ョ )。g(S 婦 一 
s), 加 到 已 经 列 出 
的 zx 值 上 去 ,这 最 简 
单 的 螺 线 ,其 形状 如 
图 109 所 示 . 昔 线 与 直 
线 .4C 相 女 于 点 ,上 且 
两 个 分 支 从 点 七 出 发 
. 绕 5 无 穷 多 圈 趋 问 无 
穷 ,每 图 都 在 垂直 于 4C 的 直线 BC 上 相交 , 即 直线 BCB 是 该 曲线 
的 直径 .人 们 称 这 样 的 曲线 为 阿 基 米 德 蛇 线 .方程 xy= gs 表明 ,一 
芯 曲 线 被 准确 亢 出 , 它 与 过 で 点 的 任何 一 条 直线 章 交 点 就 都 可 求 
出 . . 


图 109 
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跟 方 程 z = us(s,z 表示 直角 坐标 时 ,该 方程 给 出 的 是 直线 ) 给 
出 阿 基 米 德 赂 线 一 样 ,z,s 间 的 别 的 代数 方程 也 给 出 无 穷 光 条 纶 


线 ,只 要 这 方程 使 * 对 应 的 > 和 值 都 为 实数 .例如 ,方程 z = 二 ( 它 类 


似 于 以 渐 近 线 为 轴 的 双 曲 线 方 程 ) 就 给 出 约 萌 . 伯 努 里 称 之 为 双 曲 

螺 线 的 螺 线 .该 螺 线 绕 中 心 C 无 穷 多 圈 后 ,在 无 穷 远 处 收 伍 于 作 

为 渐 近 线 的 直线 44. 又 例 如 , 方 程 >=Ys( 角 s 为 负 时 距离 为 虚 
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数 ) ,对 s 的 每 一 个 值 我 们 
都 得 到 两 个 z 值 , 一 正 一 负 ， 
曲线 绕 点 で 无 穷 多 圈 ,再 鲍 
如 ,方程 zg = om Vn: -s,s 
不 在 -nn 与 + n 之 间 时 x 为 
虚数 ,s 在 -n,+n 之 则 时 
曲线 是 有 限 的 ,如 图 110 所 
示 . 革 中 心 で 引 与 轴 ACB 所 
图 310 成 角 为 m 的 两 条 直线 EF, 

EF, 则 相交 于 点 有 的 这 两 
条 直线 都 是 曲线 的 切线 ,曲线 的 形状 为 双 组 线 4CBC4. 用 这 种 方 
法 可 得 到 无 穷 移 种 别 的 形状 的 超越 曲线 , 简 幅 不 允许 ,不 再 继续 讨 
论 ， 


Ea 
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如 果 不 限于 z,s 间 的 代数 方程 ,把 超越 方程 也 包括 进来 , 那 这 
讨论 就 更 加 地 没有 边 了 .值得 特别 注意 的 一 条 这 种 曲线 ,其 方程 为 


5 一 nlog >. 方程 表明 角 s 


与 距离 z 的 对 数 成 正比 , 因 
此 称 这 条 曲线 为 对 数 螺 线 , 
对 数 螺 线 之 所 以 值得 特别 
注意 ,是 因为 它 有 很 多 重要 
的 性 质 . 主要 的 一 条 是 ,过 
C 点 的 直线 与 曲线 的 交角 
都 相等 . 为 从 方程 推出 这 条 
图 Hi 性 质 , 参见 图 111, 令 角 
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ACM = *, 蝶 离 CH = z, 则 * = nlog 三,z = aer. 取 更 大 的 角 4CW = 
s +9, 则 距离 CN = aeren ,以 C 中 心 画 長 度 等 子 ぁ 的 弧 MM, 尋 距 
离 


2 3 
キキ まき すり せ 0 9 
IN= oct(et -1) -=o ( E+ ++ ). 


好 -一 一- 
两 角 之 养 MCN = 为 零 时 ,4 成 为 半径 CM 与 曲线 所 成 角 的 正 


切 . 从 而 vw=0 时 ,和 角 4C 的 正切 等 于 nm, 即 角 A4CM 的 正切 是 常 
数 .如 果 n=1, 则 这 4CM 为 半 直 角 ,此 时 的 对 数 峙 线 称 为 半 直 角 
对 数 螺 线 . 
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前 面 我 们 着 到 了 ,半径 为 1 时 半 圈 周 x 或 I80 度 的 弧 

= 3.14139265358970323846264338 ， 
这 个 数 的 以 1 为 底 的 对 数 , 即 常用 对 数 

=0.497149872694133854351268288 , 
梨 送 介 常 数 対数 以 2.30258, 得 自然 对 数 

= 1 .14472988S8494001741434237. 
180 度 角 的 弧 已 知 ,从 它 我 们 可 以 求 出 任何 度数 的 角 的 纪 . 记 所 求 
弧 长 为 z, 设 所 对 角 为 上 度 , 则 180:m = rr:z, 也 即 x =jJ80.= 的 对 
数 等 于 ma 的 対数 滅 夫 対 数 

1.758122632409172215452526413. 
如 果 弧 所 对 角 的 单位 为 分 , 即 这 弧 为 n', 则 统 长 z 的 対数 等 手 』 
的 対数 滅 去 対数 

う 3.336273882792815847961293211 . 
如 采 就 所 对 角 的 单位 为 秒 , 即 这 弧 为 応 , 多 弧 長 z 的 对 数 等 于 nm 
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的 对 数 减 去 
5.314425133176459480470060009， 
或 者 等 于 ヵ 的 对 数 加 上 对 数 
4.685574866823540519529939990 
再 从 和 的 衣 数 中 减 去 10. 
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反 之 , 誰 弧 供 可 求 出 角 度 , 也 就 可 以 求 出 正 蓄 、 正 切 邊 正 割 . 租 
应 地 强 可 以 和 和 角 一 样 用 度 分 秘 表示. 记 半 径 为 1 的 贺 的 以 半径 为 
度量 单位 的 颖 为 z,z 用 十 进 谢 数 表示 . 取 z 的 对 数 , 先 照 正弦 , 正 
切 、 正 割 对 数 表 那样 ,把 10 如 到 所 取 对 数 的 首 数 上 去 ,再 减 去 
4.0855748068235405195290399090， 
或 者 把 
5.314425133176459480470060000 
加 到 所 取 数 上 去 ,得 到 的 都 是 用 秒表 示 的 弧 z 的 对 数 , 当然 在 后 一 - 
种 情况 下 首 数 应 该 沽 去 10. 长度 壬 于 半径 的 强 所 对 的 角 , 可 以 不 
用 对 数 而 用 黄金 规则 得 到 .由 x 比 180? 等 于 1 比 长 度 等 于 半径 的 
弧 的 度数 .我 们 得 到 长 度 等 于 半径 的 弧 , 用 度 表 示 ,为 
57.295779313082320876798 ， 
用 分 表示 ,为 
3737.7d4677078493925200788 ， 
用 秒 瑚 示 ,为 
206264 .8062470063551564728， 
用 通常 的 方法 表示 ,为 
SPI7 AE 48 I 29 NII, 
借助 上 册 讲 的 级 数 ,得 这 段 弧 的 
正弦 =0.84147098480789， 
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余弦 = 0.54030230586814 
这 两 个 数 的 前 数 除 以 后 数 ,就 得 到 这 段 弧 的 正切 . 
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有 了 从 弧 长 求 正 汞 和 正切 的 准备 ,对 关于 圆 的 许多 问题 我 们 
岂可 以 进行 求解 了 .首先 , 非 零 弧 都 比 自 己 的 正弦 长 , 弧 同 余 茧 的 
关系 则 不 然 , 划 度 为 零 时 余 弦 为 了, 弧 小 于 余弦 ;直角 的 余 荡 为 零 ， 
弧 大 于 余弦 .可 见 , 中 与 9 之 间 必 定 有 一 个 驱 , 它 等 于 自己 的 余 
弦 . 我们 就 来 求 这 个 线 . 

题 I 

求 等 于 自己 余弦 的 弧 ， 

解 : 

记 所 求 弧 为 *, 则 * = coss. 从 这 个 方程 求 ,和 铠 怕 没有 什么 方 
法 比试 位 法 更 合用 ,但 这 方法 要 先知 道 』 的 一 个 近似 值 .这 近似 值 
可 以 是 猜 出 来 的 ,也 可 以 是 将 三 个 或 更 多 个 s Ah 
的 ,计算 时 s 与 coes 的 位 数 应 取得 相同 ， 我 们 来 计算 ， 取 s= 
恢 § 329 所 讲 

Jog30 = 1.4771213 
碱 1.7581226 
log3 び 弧 = 9.7189987. 


但 
logeos30P = 9.9375306 ， 

可 见 ,30P 时 小 于 余弦 ,因而 所 求 弧 大 于 3W. 取 :=40P, 则 
jog40 = 1.6020600 
减 1.7581226 


Jogd MW = 9.8439374. 
但 
・ 362 ・ 


logros4P = 9.8842540, 
本 旧 。 所 求 弧 精 大 干 40p. 取 s=45?, 则 
log4S = 1.6532125 
减 1.7581226 
log45* 弧 = 9.8930899。 
但 
logcos4%* = 9.84948S0 ， 
可 見 所 求 角 在 4 与 45° 之 间 . 可 进一步 求 一 个 更 好 的 近似 值 .事实 
上 ,对 数 的 误差 ， 
4 时 为 + 403166， 
45° 时 为 - 456044, 
误差 的 差 为 ”859215. 
取 值 比 4P 増 加 ,误差 比 403166 増加 859215. 由 此 得 所 求 弧 大 于 
42 .但 这 范围 仍 嫌 大 . 为 得 到 更 小 的 范围 , 取 ;= 4 和 ss = 43, 计 
算得 
s 二 422 s = 和 4 
logs =1.6232493 1.6334685 
减 1.7581226 1.7581225 
logs 9.8631267 9.8753439 


哲 
logcoss =9.8710735 9.8641275 
+ 39468 ~ 112184 
f12184 ' 


1716S2:59468 = 19 :20 47 7. 
这 样 我 们 得 到 :的 真 值 所 在 的 一 个 极 小 范围 ,42°20 至 42*21". 化 
这 两 个 角度 为 分 ,进行 计算 得 
$= 2340 s = 23541" 
logs =3.4048337 3.4050047 
・ 363 ・ 


减 3.5362739 3 .5362739 
logs = 9.8685398 り .868730R 
logcoss =9.8687851 り .8086700 
+ 2253 一 008 
08 
2861:2253 = 1T:4715 ， 
南 此 得 所 求 等 于 自己 余 营 的 弧 为 42204 ア 19", 弧 和 宅 的 余弦 都 訪 
0.7390850. - 
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参见 图 112, 芝 4B 分 扇形 4CB 为 弓形 4EB 和 三 角形 453 两 
部 分 . 角 ACB 小 时 弓形 小 于 三 角形 , 角 4CB 为 够 大 的 钝 角 时 马 形 
大 于 三 角形 .因而 必定 有 使 这 瑞 部 分 相等 的 三 角形 . 

f 古 
求 被 艾 分 为 相等 两 部 分 的 刷 形 , 即 求 扇 
形 4CB ,使 三 角形 4Cg 等 于 己 形 45B. 
解 
£ 到 半径 AC =1, 记 所 求 弧 AEB = 2 , 凡 而 
它 的 一 半 4E = 8 = s. 画 半径 CE, 则 4P = 
A Sins, CF = co058, 从 而 三 角形 ACB = sinscoas = 


图 112 广 sin2s ,而 山形 4CB 的 面积 = *. 我 们 的 问题 


my 


要 求 扇形 的 面积 为 三 角形 的 两 倍 , 即 要 求 s = sin2s. 这 样 ,问题 就 
成 了 求 等 于 自己 倍 角 正 藏 的 弧 . 首先 ,和 角 4CB 应 大 于 直角 ,因而 s 
大 于 4 他 .我 们 取 三 个 近似 值 进 行 如 下 的 计算 
$= 530 $= 55° s=5 ポ 
logs = 1.6989700 1.7403627 1.7323938 
円 364 + 


減 1.7581226 1 .7581226 1.7581226 
9.9408474 9.9822401 9.9742712 
logsin25 =9.9933S15 。 9.9729858 9.9782063 
+ 323041 - 92343 + 39331 
92543 
617584:S25041 = PIS ， 
将 误差 修正 加 到 近似 值 Se 上 去 ,得 + = 34*17'54' ,这 个 值 与 真 值 的 
差 不 超 过 1 秘 . 下面 对 相差 1 秒 的 近 八 值 进行 计算 


5 = S17 s= S441. = 351Y 
也 即 也 即 ーー 也 妓 
3 二 3257 5 = 3258" = 323% 
又 又 ーー 又 
2s = 108°34 2s: = 108°36 2s = 108°38 
补 角 =71°26 补 角 = 7 お 2 补 角 = 71°22 
logs =3.5128178 =3.5129511 =3.3130844 
减 3.5362739 3.5362739 3.5362739 
]ogs = 9.9765439 = 9.9766772 = リリ.9768105 
logsin2s =9.9767872 =9.9767022 . =9.9766171 
+ 2433 + 250 1934 
”1934 
2184 


这 样 我 们 得 到 2184:250= 1 : の 52". 由 此 得 5 = 518 の 52”. 要 得 到 


更 准确 的 解 , 须 使 用 位 数 更 多 的 对 数 表 ,下 面 对 相 差 i び 的 柄 人 近 
似 值 进行 计算 . 


$s = STIS CO = S418 1 
志 即 也 即 
$s = 190S5480 - i = 1954900" 
25 = 108236 中 Zs = 108°36'20" 


・ 4 は * 


社 角 = 了 ls24' ff 补 角 =71°23 A 


logs =3.2911023304 = 5,2911245466 
减 5.3144251332 = 3.3144251332 
9.9766771972 9.9766994134 
logsin2s = 9.9767022291 9.9766880552 
+ “250319 ー 113582 

113582 


363901: 250319 = 10' : の 35274 "3 "7. 

得 = 5 や 187 の 57"4 ダ 733 ダ 7「 角 ACB = 10836 1 学 45"2 ア "の 77 其 社 
角 = 7le23 48614732 "5 站” 角 4CB 的 正弦 的 对 数 ,也 即 

logsin2s = 9.9766924791 ， 

sim2 =0.9477470. 
区 

sins = AF = BF =0.8121029, 
它 的 两 们 ,也 即 

弦 AB = 1.6242058. 
此 外 

cosas = CF =0.5835143. 
这 样 就 可 以 准 多 地 画 出 所 求 南 形 ,给 出 问题 的 解 . 
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类 往 地 ,可 求 出 等 分 四 分 之 一 圆 的 正弦 . 
題 四 
参见 图 113, 求 等 分 四 分 之 一 图 4Cg 的 正弦 DE. 
解 
设 台 AE = s, 旭 由 弧 AEB = 了 ,得 弧 BE = ー 5. 四 分 之 一 图 


・ 366 ・ 


的 面积 = 小 x. 肩 形 4Cg 的 面积 = 广 ;, 从 它 碱 去 三 角形 CDP 的 面 
积 
CDE = 3sinscoss, 
得 ADE 的 面积 
ADE = す 3 一 sinscoss, 
题目 要 它 的 两 倍 等 于 四 分 之 一 贺 . 由 此 得 


二 ニ s -二 sin2s, 从 面 § - オ で = in2s. 
令 角 


图 113 


则 25 =90P+22 ,从 而 
u = 去 cos 2r.2k = Cos Zu. 
这 样 就 把 题 焉 化 成 了 题 T , 求 等 于 自己 余弦 的 弧 . 题 工 已 经 求 得 
Zu = 422204715 , u =2it02337 . 
得 
HW 4P ニ ュ ニ 6C10'2 ず 37” UW BE =2349 3 の 2. 
由 此 得 半径 被 分 成 的 两 部 分 
CD=0.4039718, AD =0.5960281, 
正弦 DE = 0.9147711. 
此 法 等 分 四 分 之 一 医 ,当然 也 就 把 整个 哨 等 分 为 八 等 份 . 
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几 过 贺 心 的 直线 都 特 圆 等 分 为 二 ,类 似 地 ,从 圆周 上 任 一 点 都 


可 画 直 线 将 圆 等 分 为 三 ,或 等 分 为 更 多 等 份 .我 们 来 等 分 为 四 . 
・ 367 ・ 


是 于 
参见 图 114, ACBD 为 半圆 , 试 作 等 分 4CRD 为 两 份 的 避 4D:. 


图 114 
. 解 
记 所 求 弧 4D = s, 画 半径 CD, 则 大 形 
ACD 面积 = 方 s. 
从 鹿 形 4CD 减 去 三 角形 
ACD = っ 4C・Dg = っ ins ， 
得 弓形 
| AD= 4+, ioins 
2 5 3sins, 


它 应 该 等 于 半 贺 4DB 的 一 半 ,半圆 4DB 的 面积 为 六 ,因而 


s -sins= 卫 r=90P, 或 -90 = eins. 

. 令 5-9p=z, 则 sins= oosu,a=cost. 根 据 题 开 ,得 
=42720 4 ア 14”。 

从 而 角 
4CD = 5=132720 .47 14 , BCD = 47°30 1746 . 


芝 AD = 1.8295422 即 为 所 求 ， 


” 368 ・ 


$ 535 


题 夺 求 出 了 面积 等 于 赴 个 图 的 弓形 ,半圆 是 面积 等 于 方 个 图 


的 弓形 . 现在 我 们 来 求 面积 等 于 于 个 圆 的 弓形 . 


题 Y 
参见 图 115, 求 过 圆周 上 一 点 4 分 图 为 三 等 份 的 或 AB 和 4C. 


图 115 
解 
取 贺 的 半径 为 1, 则 半 贺 周 的 长 等 于 r, 记 弧 4B = 4C = :, 则 
扇形 4EB 和 AFC 的 面积 都 为 
1,_ 1, 
7 き 一 っ SNs, 
题目 要 求 这 面积 等 于 图 面积 的 二 ,图 面积 为 x, 因 面 要求 


ラミ ー ラ eins = 下 =60P ,或 s- sins =12 
从 面 
i— 120 = sinns . 
令 5 一 120 = tu, 則 =sin(g+120P) =sin(6P -xz). 这 样 就 把 问题 
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化成 了 求 弧 ぁ , 使 等 子 角 6P -的 正弦 ,因而 角 小 于 60 ,我 们 


取 近 似 值 进行 下 面 的 计算 
pg = A w= A pr = dF 
OP -w= 4 oF -i= HF 60p ~ nn = 20° 


logw =1.3010300 1.4771213 1.6020600 
减 1.7581226 1.7581226 1.7581226 
logu =9.3429074 9.7I89987 9.8439374 
logsin (60P - wu) =9.8080675 。 9.6989700 9.3340517 
+ 2651601 -200287 -3098857. 
可 见 二 处于 3 ,下 面 的 计算 表明 它 庶 该 大 于 2". 取 w= 2 进行 
计算 


下 二 2 
OF — wn =31° 
logu = 1.4623980 
减 ”=1.7581226 
logu =9.7042754 
logsin(60 — uw) =9.7118393 
+ 75639 
ー 200287 
275926:75639 = 1°:16 2 . 
得 的 近似 值 29p1625' .为 了 得 到 该 前 更 准确 的 值 ,下 面 我 们 对 
相差 1 秘 的 两 个 近似 值 进行 计算 


ょ =2 の 16 u =291F 
地 即 也 即 
uv = 1756 u = 1137 
GP = 30P44 6P — 』 ュ =30P43 
logu =3.2445245 3.2447718 
减 3.5362739 3.5362739 
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logp = 9.7082506 9.7084979 


logsin(6P ー pp) ニ 9.7084575 9 り .7082450 
+ 2069 ー 25329 
2329 


4598:2069 = 1 :2 ア 0". 
这 样 二 = 291627(0 扩 ,从 而 弧 
3 = AEB = 149162707 = AFC. 
由 此 得 弧 
BC = 61°27 GO ， 
弦 48= AC =1.9285340 即 为 所 求 ， 
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前 ルル 義 都 有希 旋 求 線 , 使 等 隆 欠 定 的 正弦 或 余 蓄 . 下 一 秋 方 法 
类 似 , 但 更 难 . 
题 开 
参见 图 116, 4EB 为 半圆 , ED 为 正弦 , 求 弧 4E, 使 其 长 等 于 直 
线 妇 与 DE 之 和 . 


图 116 
解 


显然 ,这 段 弧 必 大 于 圆周 的 寺 , 我 们 求 它 的 补 BE. 记 PE 为 :， 
则 4 瑟 =180p-* AC=1,CD = coss , DE = sins ,这 样 从 4 应 


・ 371 ・ 


满足 的 条 件 得 


180OP 一 5 三 +coss + sins. 


将 
oll 
号 HTLS = £5$11} 了 hh 3 7? 
1 + eoss =2cos 让 scos 35, 
代 人 ,得 
laP- ュ =2e し sm テト em テリ 
由 
_1 s,s 
cs[ 45° - うり = 万 oos + pm 2 ， 
得 
sin 工 + eos テ 5=y2cm[ 4 て] , 
代入 ,得 
$ 1 
180° - s =2Y2cos 二 oos| 4 ター ティ | 
对 所 得 等 式 ,我 们 取 近 似 值 20? ,21° 进 行 计算 
方 s =20 二 :=21 
45° ~ Fs = 29 45 一 方 s =24P 
180P — 5s = 1HF 180P — s = 138° 
log(180P - s) =2.1461280 2.1398791 
减 1.7581226 1.7581226 
log(180 - s) =0.3880054 0.3817565 
logoos 方 s = 9.9729858 9.9701517 
logoos( 49 - 二 号 .972757 0.0007302 
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log2Y2 = 0.4515450 0.4515450 


0.3818065 0.3824269 
误差 + 1989 -O04 
704 


68693:61989 = 1°:54". 
得 っ s 在 20?54 与 20p55 之 间 ,对 这 两 个 新 近似 值 再 作 计算 


1 r 1 _ 
1 ,=2054 2 s =2055 
45 -上 =24°6 4 や ー テ ュー クダ 
r ニニ 4174 補 トー ド bl 
180 ~ s = 138°12 180 — s = 13810 
也 即 地 即 
180° - 5 = 8292’ 180 - s = 8290 
log(180 — s) =3.9186593 log(180 - s) = 3.9185545 
减 。 3.3362739 3.5362739 
0.3823854 0.3822806 
iogoos 于。 = 9.9704419 9.9703937 
logcos( 45° - | = 9.9603919 9.9604484 
log2y2 = 0.4515450 0.4515450 
0.3823788 0.3823871 
误差 + 66 ー 1065 
1065 


1131:66= 1 :7 30. 
二 s =20754 3730”, 从 而 
s = ニ 41948/ ア 07 = BE, 


可 见 
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得 所 求 弧 

AE = 13811 33Y0". 
此 时 直线 

DE =0.6665578, 4D = 1.7454535， 
满足 题目 要 求 . 
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现在 我 们 把 弧 与 它 的 正切 相 比 较 , 由 于 在 第 一 象限 中 弧 小 于 
它 的 正切 ,我 们 求 等 于 自己 正切 一 半 的 弧 . 
题 旭 
参见 图 117, 求 扇形 4CD ,使 等 于 三 角形 4CE 的 一 半 . 4CE 由 
半径 4C ,切线 45 和 割 銭 Cg 构成 . 
£ 


图 117 
解 


记 弧 4D 为 ;, 则 肩 形 ACD = 三角 形 ACE = 二 如. 依 题 意 
・ 374 ・ 


应 该 有 s= 广 志 ; 或 25 = gs. 取 近似 值 进行 如 下 计算 
s 二 0 = 7 # = 6 5 = 
log2s =2.0791812 2.1461280 2.1205739 2.1271048 
1 .7381226 1.7581226 1.7581226 1.7581226 
log2s =0.3210586 0.3880054 0.3624513 0.3689822 
logtgs =0.2385606 0.4389341 0.3514169 0.3721481 
+ 824980  - 509287 + 110344 ー 31639 
得 * 在 66?46 与 66"47 之 间 . 为 得 到 更 准确 的 值 ,我 们 再 作 如 下 计 
算 


s§ = 0046 $= 6047 
也 即 也 中 
s = 4008 s = 007 
2 = 3012 Zs = 8014 
jpg2 =3.9037409 3.9038493 
3.5362739 3,5362739 
log2s =0.3674670 0.3675754 
logtgs =0,3672499 0.3075985 
误差 + 2171 - 231 
231 


2402:2171 = 17 :5 14”. 
由 此 得 弧 
$= AD = 06046514”， 
因而 正切 AE =2.3311220 即 为 所 求 . 
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现在 我 们 提出 
・ 373 ・ 


题 再 
参见 图 II8,4gC 为 加 的 四 分 之 一 . 求 弧 西 , 使 等 于 弦 45 延 
长 到 交点 F. 


图 118 


解 
设 狐 45 = s, 则 它 的 攻 AE = 28in 六 75， 正 矢 AD = 1 - coss = 


2sin 7 sin > .由 三 角形 4DP 和 ACF 相似 得 


2sin 3 s*sin 3 si2sin os= 1:s; 


由 此 得 s*sin 六 =1. 取 近似 值 作 如 下 计算 
一 TOP s = WP s=8 ポ s=85° 
logs =1.8450980 1.9030900 1.9242793 1.9294189 
碱 1.7581226 1.7581226 1.7581226 1.7581226 
0.0869754 0.1449674 0.1661367 0.1712963 


logsin 3 * =9.7585913 9.8080675 9.8255109 9.8296833 


9.8455667 9.9530349 9.9916676 0.0009796 
误差 +0.1544332 0.0469650 + 83223 ー 97965 
得 :在 8453 与 8454 之 间 , 再 必 下 列 计 算 
・ 376 ・ 


5 = 8 3 $= B434 


也 即 也 即 
。 = 5093 s = 5094 

1 1, エー 

っ 5 ニ 4226 っ 7 $= P27 

logs =3.7069737 3.7070589 
3.5362739 3.5362739 

0.1706998 0.1707830 
logsin > s =9.8292003 9.8292694 
0.9999001 0.0000544 

误差 + 998 — 544 


得 所 求 
弧 s = AE =84°533851” 
部 BE = 96219". 
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虽然 第 一 象限 中 的 弧 都 小 于 自己 的 正切 ,但 随后 的 象限 中 有 

等 于 自己 正切 的 弧 . 下 一 个 题目 我 们 利用 级 数 来 求 这 样 的 弧 . 
题 殉 

求 出 一 切 等 于 自己 正切 的 弧 . 

解 

具有 这 种 性 质 的 第 一 个 弧 是 无 穷 小 驱 : 第 二 象 眼 中 正切 为 负 ， 
因而 没有 这 样 的 弧 . 第 三 象限 中 有 一 个 略 小 于 270p 的 这 样 的 弧 . 再 
下 去 ,在 第 五 ,第 七 等 象限 中 有 这 样 的 弧 . 记 四 分 之 一 贺 周 为 o, 则 
所 求 的 表示 式 为 (2n+1)g-s, 有 


ュー - 上 
(Zn+ilg-s=ctgs= ー・ 
+ 377 ・ 


设 gs =x, 则 


从 而 
24+ Dg ニナ ーー 


由 数 n 越 大 弧 s 显 见 x 人 的 一 个 近似 值 为 
也 即 二 = (2n +1)g, 


-ry 

更 准确 的 近似 各 守信 7 全 得到 

nt Des= (Crt DI Gato -了 - 
13 146 2343 


15C2n +1)g5 105(2 ぁ +177g7 945(2m+1)909 


将 』 = っ = 1.5707963267948 代入 得 所 求 强 
= (2n+ D1. 57079632679 -310. 63661977 - 
_0.17200818 0.09062598 0. 9892837 0.04258548 
(Zn+1 (2n+1 (nt {2n+1Y 
化 以 半径 为 单位 的 表示 为 度 分 秒表 示 , 则 所 求 弧 


_ 131313 3347 の 9 18693* 121S 
= 2n + 90 2n+1 (2n+1)? (2n+l (2n+1)’ 
878 ギ 


(n+ 1)9 

这 样 ,满足 要 求 的 弧 依 次 为 
1・9P - 9 。 
3・9OP - 127°32 48" , 
5・9OP ~ の 227 3 。 
7・90P - 314 27, 
9・90P ~ や や 37 5 ザ ， 
11.90P - 3°19' 24", 


に 一軸 


・ 378 ・ 


13・9P — 2°48' 37 ， 
15 HP - 226 3 ， 
17°:00 2 の 8 ST , 
19"90P -155 1 の . 


四国 吉 
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解 这 类 问题 的 方法 ,不 外 以 上 例子 中 所 用 的 几 种 ,因而 我 们 不 

再 列 题目 . 举 出 前 面 题目 的 主要 目的 是 为 加 深 对 图 的 性 质 的 认识 ， 

这 些 求 积 的 题目 , 原 有 的 老 方法 对 它们 都 无 能 为 力 . 如 果 在 解 某 个 

| 间 题 时 ,得 到 的 弧 与 整个 圆 可 公 度 ,或 者 得 到 的 弧 的 正弦 (或 正切 ) 
可 用 半径 柱 出 , 那 就 等 于 铬 到 了 化 图 为 方 .例如 , 解 题 ($536 


116) 时 ,如 果 得 到 的 正弦 DE 不 是 0.6665578, 而 是 0.6666666 = 地， 
那 就 等 于 发 现 了 一 条 美妙 的 性 夸 : 可 以 而 出 等 于 直线 
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AD+DE=1 + 本 + 
的 弧 4. 到 现在 为 止 尚 无 人 证 上 明 化 加 为 方 为 不 可 能 , 倘 可 能 , 显 


然 ,不 会 有 什么 方法 能 比 本 章 的 方法 更 合用 . 
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前 面 讲 的 曲线 性 质 和 用 方程 表示 曲线 的 方法 ,适用 范围 甚 广 ， 
适用 于 其 点 都 在 同一 张 半 面 上 的 一 切 昌 线 .但 是 当 曲 线 主 的 点 不 
全 乍 一 张 平面 上 时 ,要 建立 这 种 曲线 的 性 质 ,前 面 讲 的 就 不 够 用 
了 .点 不 在 同一 张 平面 上 的 曲线 有 双重 曲率 . 关于 双重 曲率 ,非凡 
的 上 几何 学 冢 珊 某 罗 有 一 篇 杰出 的 论文 .双重 曲 举 与 本 附录 要 讲 的 
曲面 的 性 质 ,关系 密切 , 因 面 不 单 讲 , 而 是 结合 曲面 一 起 讲 . 
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线 有 直线 曲线 之 分 , 面 也 有 平面 曲面 之 别 . 我 们 把 凸 而 .凹面 

瑚 既 凸 且 凹 的 面 统称 为 则 面 , 例如 ,球面 . 柱 面 和 无 底 锥 面 都 是 凸 

本 ,茶杯 的 内 表面 是 凹面 . 我 们 知道 其 任何 三 点 都 在 同一 条 直线 上 

的 线 吓 直 线 .类 似 地 ,其 任何 四 点 都 在 同 -- 张 平面 上 的 面 基 平面 . 

可 见 ,一 个 商 只 要 有 四 个 点 不 在 同 - . 张 平 面 上 , 它 就 是 曲面 ,也 即 
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凸 面 或 凹面, 
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知道 了 曲面 二 省 点 对 疝 一 张 平 面 的 偏离 程度 ,也 就 知道 了 这 
张 曲 面 .曲线 的 性 质 用 曲线 各 点 至 作为 轴 的 直线 的 距离 表示 .类 似 
地 ,曲面 的 人 性质 用 曲面 各 点 至 任 取 的 一 张 平 面 的 距离 表示 . 这样 ， 
给 定 一 张 曲 面 , 要 殉 定 它 的 人 性质 ,就 应 该 任 取 一 张 平面 ,并 从 曲面 
的 各 点 向 所 取 平 面 引 垂 线 .然后 ,如 果 能 找到 一 个 方程 ,用 它 确 定 
这 每 条 土 线 的 长 ,那么 曲面 的 性 质 就 由 这 个 方程 表示 .反之 ,从 这 
个 方程 可 以 求 出 曲面 的 各 点 ,也 即 求 出 曲面 . 
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假定 取 墙 面 作为 从 曲面 向 它 引 外线 的 平面 ,如 图 119 所 示 ,在 


图 119 
墙 面 上 取 4B 作 轴 , 取 4 作 原 点 . 設 点 六 是 曲面 上 不 在 墙 面 二 的 
一 点 .从 形 向 墙 面 引 型 线 , 交 墙 面 于 0. 再 从 0 向 直线 4B 引 短线 
QP, 交 4B 于 P. 这 样 ,点 村 的 位 置 就 由 AP, PO, OM 这 三 条 直线 
的 长 所 完全 确 害 .同样 地 ,所 给 曲面 上 任何 另外 的 点 时 ,其 位 置 也 
都 由 三 个 相 垂 直 的 坐标 决定 . 这 类 似 于 位 于 平面 上 的 曲线 ,其 各 点 
位 置 都 由 相 垂 直 的 两 个 坐标 决定 . 
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这 样 ,我 们 有 三 个 坐标 , 4P, PO, QM, 令 4P =x,PQO=3y,0M 
=z. 从 任 两 个 坐标 ,比如 x 和 y 的 值 ,我 们 都 可 以 根据 曲面 的 性 质 
求 出 第 三 个 坐标 z 的 值 .用 这 样 的 方法 我 们 能 够 求 出 曲面 上 的 每 
一 点 ,因而 曲 而 的 性 质 都 能 用 一 个 方程 表示 ,方程 使 坐标 z 由 另外 
两 个 坐标 *,y 和 常数 决定 .可 见 给 证 一 个 曲面 也 就 给 定 了 一 个 天 
数 z,z 的 变量 是 * 和 7%. 反 之 ,如 虹 z 是 x 和 yy 的 一 个 范 数 , 则 这 方 
程 就 代表 一 个 曲面 ,并 给 出 这 曲面 的 性 质 .事实 上 , 替 x 和 y 以 宅 
们 所 能 取 的 一 切 值 ,包括 正 值 和 负 值 ,我 们 就 得 到 取 定 的 平面 上 的 
所 有 的 点 .然后 对 每 一 点 ひ 利用 含 z,* 和 z 的 方程 ,我们 都 可 
以 求 出 对 应 的 垂 线 OM = z 的 长 ,也 即 求 出 所 有 的 点 于, 点 于 ,sz 为 
正 时 在 平面 4PO 的 后 而 ,z 为 负 时 在 平面 4Po 的 前 面 ,z 为 零 时 
在 平面 4PO 上 .z 为 虚数 时 点 Q 不 对 应 曲面 上 任何 点 时, z 有 多 个 
慎 时 ,过 0 的 垂 銭 交 曲面 干 多 点 . 
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关于 曲面 的 性 质 ,首先 我 们 会 问 它 是 连续 的 (规则 的 ) ,还 是 不 
连续 的 (不 规则 的 ). 其 所 有 的 点 都 由 x,y,z 的 同一 全 方 程 表 示 , 
即 sz 都 是 x 和 7y 的 同一 个 函数 ,这 样 的 曲面 为 连续 的 .不 局 的 部 分 
函数 不 同 ,这 样 的 曲面 为 不 规则 的 ,例如 ,一 个 曲面 , 它 的 一 部 分 是 
球面 , 昼 一 部 分 是 锥 而 , 柱 面 或 平面 , 它 就 是 不 规则 的 , 我 们 只 考虑 
规则 上 曲 而 ,也 即 只 考虑 由 单个 方程 表示 的 曲面 .清楚 了 规则 曲面 ， 
不 规则 曲面 就 容易 讨论 ,因为 它 的 每 一 部 分 都 是 规则 曲面 ， 
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规则 曲面 分 为 代数 的 和 超越 的 .性质 由 举 标 x+,y,z 间 的 代数 
方程 表 和 于 ,也 即 = 是 x,y 的 代数 郴 数 ,这 时 的 果 面 时 代数 曲面 . 否 
则 ,表示 曲面 性 质 的 *,y,z 间 方程 ,包含 对 数 ,或 包含 依 球 于 圆 弧 
等 最 的 函数 ,也 邮 :不 是 xs,y 的 代数 函数 ,这 时 的 曲面 叫 超越 曲 
面 .例如 z=logy ,z= z= ysinx 时 ,出 面 就 是 超越 的 , 当然 ,我 们 
先 计 论 代数 曲面 ,然后 表 讨 论 超 越 昌 面 . 
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对 由 x,y 的 狂 数 z 给 出 的 曲面 ,现在 我 们 从 z 的 取 慎 个 数 进 
行 考慮 . 先 考慮 为 x,y 的 单 值 隆 数 时 的 曲面 , 记 x,y 的 单 值 函 
数 或 有 理 暑 数 为 王 . 如 果 *= PP, 则 平面 上 的 每 一 点 口 都 兵 对 应 曲 
面 上 的 一 合点 , 也 即 平 4PO 的 任何 一 根 重 线 都 只 交 则 面 于 一 
点 .此 时 直线 QM 的 值 都 为 实数 ,每 个 QM 都 给 出 曲面 的 一 个 实 
所 : 但 画 数 的 到 值 个 数 并 不 反 肌 对 应 曲面 的 本 质 特 点 ,因为 平面 
4PO 和 轴 的 位 置 乔 任 意 ,而 同一 个 曲面 , 它 可 以 对 一 个 4PO 是 单 
值 的 ,对 另 一 个 4PO 是 多 值 的 . 


设 PP 和 痢 是 x,y 的 任意 单 值 冰 数 . 如 果 方 程 是 关 - 产 + 
=D, 则 过 点 9 的 每 根 垂 线 与 曲面 都 或 者 交 于 两 点 ,或 者 不 相交 ， 
因为 z 的 两 个 熏 或 者 都 为 实数 ,或 者 都 为 虚数 . 类似 地 , 如果 P, 
ひ , 表示 x,y 的 单 值 函数 ,方程 为 有 -+ OQz- 尺 =0, 则 zz 为 
三 慎 画 毅 . 的 这 三 个 值 ,也 即 方程 的 根 ,可 以 都 为 实数 ,可 以 只 有 
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-个 为 实数 , 男 外 岗 个 为 虚数 , 垂 线 QM 上 与 曲面 的 交点 个 数 都 同上 
实 根 个 数 ,为 二 个 或 -个 .所 在 方程 次数 更 高 时 , 垂 线 QM 与 曲 
而 的 交点 个 数 类 似 . z 值 的 个 数 , 邯 方 程 根 的 个 数 ,只 要 将 x,y,z 
的 方程 化 为 有 理 形式 ,就 不 难 确 定 ， 
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曲线 方程 的 两 个 坐标 可 以 伙 换 .类 似 地 ,曲面 方程 的 三 个 坐标 

を る 也 可 以 交换 .首先 ,如 困 取 4p0 上 系 直 于 4 前 4 避 作 轴 , 则 
二 = yp = x ;这样 坐 标 x,y 就 交换 了 位 置 , 画 油 长 方 体 
ApQMSrgP4 .我 们 看 它 的 过 4 点 的 三 个 相 垂直 的 平面 4Pgp , 4Pzx 
各 ApEr .从 点 开 同 这 二 个 平面 引 的 垂 线 部 可 以 作为 坐标 z, 即 z 有 
三 种 可 能 的 取 法 .对 z 的 这 每 一 种 下 法 ,在 它 所 矢 直 的 平 击 上 ,x， 
7 又 都 有 两 种 取 法 .xx,y,z 的 趟 同 的 取 法 共 六 种 ,4 是 它们 共有 的 
基点 ,这 六 种 取 法 及 与 我 们 琅 定 了 的 那 一 种 的 对 应 关系 如 下 : 

对 平面 4POp ,为 

4P=xPO=y OH=z， 

Ap=y, pl = +, UM= zs 

对 平面 4Pyr ,为 

AP=x, Po=2z,qN=Y, 

r=r,A = xr, =Yy; 

对 平面 4p 人 ,为 

p=y,p=z EM = x, 

rz t= EM=x. 
可 见 对 不 管 哪 种 到 法， 所 得 点 凡 所在 曲 面 的 美 手 x ヶ ,y.z 的 方程 ， 


事实 上 都 相同 ,又 连接 点 4 与 点 村 的 直线 AM =V 2+ 7924 の. 
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这 样 坐 标 x,y,z 问 的 一 个 方程 就 给 出 曲面 与 交 于 4 点 的 相 
垂直 的 三 个 平面 的 关系 .变量 z 给 出 曲面 上 点 畴 至 平面 4PQ 的 距 
离 . 类 伏地 ,y,x* 分 别 给 出 点 村 至 平面 APg 和 dps 的 距离 .知道 了 
点 用 至 二 个 平面 的 中 离 , 也 就 知道 了 它 的 位 置 ,可 见 首先 应 该 画 
出 借助 x,y,z 问 方 程 建立 曲面 与 它们 之 间 关 系 的 三 个 平面 , 如果 
其 中 之 一 ,例如 4PQ 是 水 平 的 ,那么 另外 两 个 就 是 竖 直 的 ,分 别 过 
直线 4P 和 如， 
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到 出 相 垂 直 的 要 建立 此 面 与 它们 之 阁 关 系 的 三 个 平面 之 后 ， 
下 一 步 是 从 曲面 上 的 每 一 点 型 向 这 三 个 平面 APQ , 4Pg , 4x& 引 垂 
线 OM , 9, 用 , 別 MO =z, Mg = YY, =*. 神 成長 方 体 , 則 交 王 4 
点 的 三 条 过 分 别 等 于 所 引 垂 线 , 即 AP =*, 和 あ = ィ ,4 和 =z. 知道 了 
这 三 条 线 就 知道 了 点 MM 的 位 置 .点 于 所 在 位 置 如 如 4 图 119 时 
X,Y:3 都 为 正 . 连 M4 ,点 诸 在 M4 的 延长 线 上 时 %,y,z 都 为 负 . 
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如 果 x,y,z 同 的 方 程 中 , 垂 下手 平面 4PO 的 那个 变量 , 也 即 

z 的 次 数 都 为 偶数 ,那么 它 的 值 都 是 成 对 的 ,每 对 都 大 小 相等 ~- 

正 一 负 . 因 面 曲面 被 分 为 两 部 分 , 位 于 平面 4PO 的 两 侧 , 形 状 相 

似 ,至 4PO 的 距离 相等 .也 即 该 曲面 所 围 成 的 立体 被 平面 4PO 分 

成 相似 且 相 等 的 两 部 分 .我们 称 分 平面 图 形 为 相似 相等 两 部 分 的 

直线 为 直径 .类 似 地 ,我 们 称 分 立体 为 相似 相等 两 部 分 的 平面 为 直 
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径 面 .因此 ,如 果 方程 中 z 的 次 数 都 为 偶数 , 则 平面 4PO 为 直径 
面 
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同样 地 ,曲面 方程 中 ,如 果 重 直 于 平面 4Py 的 変量 +, 其 次 数 
部 为 偶数 , 则 平面 4Pg 是 直径 面 . 如果 变量 x 的 次 数 都 为 偶数 , 则 
平面 Apé 为 直径 面 .这 样 ,对 任何 曲面 ,平面 4PO,4Pg , 4pE 中 随便 
哪 一 个 是 和 否 为 直径 面 ,从 以 +, yz 为 变量 的 方程 都 一 自 了 然 . 三 
个 面 中 ,可 以 两 个 其 至 三 个 都 是 直径 面 .例如 ,对 以 4 为 心 ,a 为 
半径 的 球 , 由 AM = ソト + ナド + が = 得 + y+ 下 = ;三 个 面 都 
分 它 为 相似 且 相 等 的 两 部 分 ,都 是 直径 面 . 
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图 120 画 出 了 建立 曲面 方程 所 用 的 三 张 平 面 ,它们 互相 垂直 ， 
交 す 4 ,分别 记 为 601 人 全, 天天. 人 肥 卫 .想象 ,这 三 张 平面 
都 无 穷 扩 展 , 则 整个 空间 被 限制 成 八 部 分 ,或 人 限 . 这 八 限 用 图 上 
字母 表示 为 4 ,AX' A A A A AX, AX'. 如 果 令 三 个 变 
量 *,*,z 在 限 〕 , 即 4Y 中 都 为 正 , 则 在 其 余 各 限 中 x,y,z 里 面 
都 有 或 者 一 个 ,或 者 两 个 ,或 者 全 部 三 个 为 负 . 下 表 列 出 了 各 限 中 
变量 的 符号 . 

限 AX 限 4 限 AX? 限 AX? 
AP=+x AP = —s AP=+x AP=—x 
AR= 十 AR= + 了 AR=+Y AR= 十 
AS=+2z AS ニオ + ィ z AS = 一 了 SS = 一 # 
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图 120 
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为 简单 起 见 , 我 们 用 数字 标记 这 八 限 .参见 图 121,4 是 八 限 
的 共有 点 ; 八 限 由 交 于 4 相生 直 的 三 个 平面 分 喇 而 成 . 这 三 个 平 
面 由 交 计 点 4 相 答 直 的 直线 Pp , 0q, 启 决定 .因而 八 限 可 以 用 字 
母 P, 人 ,RR 和 它们 的 小 写 标明 .直线 4P,40,AR 构成 的 长 方 体 离 
4 无穷 扩 展 面 成 的 部 分 为 基本 部 分 ,或 限 工 , 记 为 POR. 直线 4P， 
各 ,条 的 无 穷 延长 线 构成 的 长 方 体 部 分 , 记 为 Pgr, 如 果 令 4P = 
zyA0=Y,AR=z; 则 各 = 一 x ,Aqg = 一 y ,Ar = ->:. 我 们 标记 八 限 
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如 下 


4g=ーy A0=+y 


网 Fr 一 一半 Ar= —z 


坐标 符 寻 [2 十 第 が 
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Pon Pr 

| 坐标 符号 Ap=~x p= -x 
全 = 一 了 = -| 
AR= +s dr= 一 人 
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八 限 之 间 的 邻接 程度 有 所 不 同 .首先 ,有 这 样 的 限 ,它们 的 坐 
标 符 导 有 两 个 是 相同 的 ,只 有 一 个 不 同 . 这样 的 两 个 限 ,其 邻接 点 
构成 一 个 面 , 称 它们 为 面 邻 .其 次 ,两 限 的 坐标 符号 只 有 一 个 是 相 
同 的 ,有 两 个 不 同 . 其 邻接 点 构成 一 条 直线 , 称 这 样 的 两 限 为 线 邻 ， 
最 后 ,三 个 坐标 的 符号 都 相反 ,这样 的 两 限 只 在 点 4 一 个 点 处 相 
邻接 , 称 它们 为 点 分 .下面 的 表 给 出 了 每 限 与 其 余 各 限 之 间 的 邻接 
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可 见 , 每 限 有 面 仓 线 邻 各 三 个 ,点 邻 一 个 .任何 两 限 之 间 的 邻 
接 关系 , 表 中 都 一 是 了 然 .值得 注意 的 是 表 中 表示 限 的 数字 的 响 
序 .为 了 使 得 这 硕 序 更 明 曙 ,我们 把 前 面 表 中 的 数字 单 提出 来 构成 
一 表 如 下 


后 面 我 们 将 看 到 该 表 的 用 处 . 
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前 面 提 計 , 曲面 方 程 中 z 的 次 数 都 为 偶数 时 ， 曲 面 由 相似 相 
等 的 两 部 分 组 成 ， 即 限 工 眼 2 部 分 相等 ， 且 3 与 5 两 眼 部 分 ， 4 
与 6 隋 限 部 分 ，7 与 8 隋 限 部 分 也 相等 .这 相等 部 分 所 在 的 对 应 
限 ， 恰 如 上 节 表 中 开头 为 1 和 2 的 两 行 所 列 . 如果 y 的 次 数 都 为 
偶数 ， 则 相等 部 分 所 在 的 对 应 腿 为 1 与 3，2 与 5, 4 与 7, 6 与 
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83，x 的 次 数 都 为 偶数 时 ， 则 相等 部 分 所 在 的 对 应 腿 为 : 1 与 4， 
2 与 6,， 3 与 7,， 5 与 8. 
各 坐标 次 数 为 偶数 时 ,相等 部 分 所 在 的 对 应 限 列 出 如 下 : 


* 慢 y 恒 x 層 
”对 应 限 为 对 应 限 为 对 应 限 为 
2.3,4.5.6.7.8 | 1.2.3.4.5.6.7:8 | 1,2,3,4,5,6,7,8 
2,1,3.6,3,4,8,7 | 3,5,1,7,2,8,4,6 | 4;,6,7,1,8,2,3,5 

S 20 


归 曲 面 的 线 邻 卢 1，5 部 分 相等 ， 风 应 方程 在 y，z 都 取 负 时 
不変 , 要 y,. z 都 公介 肘 不 変 , 则 应 各 项 中 Y，z 的 次 数 之 和 都 
同 偶 或 同 奇 ， 如 果 1 与 5 两 限 部 分 相等 ， 则 2 与 3, 4 与 8, 6 与 
7 两 候 部 分 也 相等 ， 同 样 的 ， 如 果 胆 面 方程 各 项 中 *，z 的 次 数 
的 和 都 辣 贷 或 同 坦 ， 则 1 与 6,， 2 与 5， 3 与 8， 5 与 7 两 限 部 分 相 


等 . 
感動 、 和 相 
等 部 分 所 在 的 对 应 限 . : . 
yz 同 *,g 同 x;y 同 
对 应 限 为 对 应 限 为 对 应 限 为 
| 1 ,2,3,.4,5,6,7,8 1 ,2,3,4,53,6,7,8 1 ,2,3,4,5,6,7,8 
3,3,2,8,1,7, ,44 i ,3,3 ?8,4.3,0,5,1,2 


如 果 曲 面 方程 各 项 中 ,全 体 三 个 变量 x,y,z 決 数 的 和 都 同 偶 
或 同 奇 ， 则 出 贞 的 下 面 每 两 个 点 邻 限 部 分 相等 
| -1,2,3,4,5,6,7,8, 
‘3,7,6,5,4,3,2,1. 
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如 果 前 面条 件 中 的 2 个 或 3 个 同时 被 满足 , 则 曲面 在 4 个 或 8 
个 限 中 的 部 分 相等 . | 
如 条 每 项 中 x,y 各 目的 次 数 都 为 偶数 , 则 曲面 下 面 每 四 个 限 
中 的 部 分 根 等 ， 
1,2,3,4,5,6,7,8, 
3,5,1,7,2,8,4,6, 
4,6,7,1,8,2,3,5, 
7,8,4,3,6,5,1,2. 
如 条 每 项 中 *,z 各 自 的 次 数 都 为 偶数 , 则 曲面 下 面 每 中 个 限 
中 的 部 分 相 等 . 
1,2,3,4,5,6,7,8, 
2,1,5,6,3,4,8,7,，. 
4,6,7,1,8,2,3,5, 
6,4,8,2,7,1,5,3. 
如 果 每 项 中 y,z 各 自 的 次 数 都 为 偶数 , 则 曲面 下 面 每 四 个 限 
中 的 部 分 相等 . 
1,2,3,4,5,6,7,8, 
2,1,5,6,3,4,8,7, 
3,5,1,7,2,8,4,6, 
5,3,2,8,1,7,6,4. 
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如 果 每 项 中 一 个 变量 的 次 数 都 为 偶数 , 另 两 个 变量 次 数 的 和 ， 


或 者 都 为 偶数 , 战 者 都 为 奇数 , 则 曲面 四 个 相等 部 分 所 在 限 分 述 如 
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下 : 
如 果 z 的 次 数 帮 为 偶数 ,xz,y 次 数 的 和 或 者 都 为 偶数 ,或 者 都 
訪 厨 数 , 則 曲面 下面 毎 四 條 限 中 的 部 分 相 等 . 
1 すう 6 :8， 
2,1,5,0,3,4,8,7, 
718,4,3,.6,5,1,2, 
8,7,0,53,4,3.2,1. 
如果 y 的 次 数 都 为 偶数 ,x,z 次 数 的 和 或 者 者 为 偶数 ,或 者 都 
为 育 数 , 则 曲面 下 面 每 四 个 限 中 的 部 分 相等 ， 
1,2,3,4,35,6,7,8, 
3,5,.1,7,2,8,4,6, 
6,.4,8,2,7,1,5,3, 
B,7,6,5,4,3,2,1. 
如 果 * 的 次 数 都 为 偶数 ,y,z 次 数 的 和 或 者 都 为 偶数 ， 或 者 部 
为 奇数 , 则 曲面 下 面 每 四 个 限 中 的 部 分 相等 ， 
1,2,3,4,5,6,7,8, 
4,6,7,1,8,2,3,5, 
5,3,2,8,1,7,6,4, 
B87.6,5,4,3,2,1. 
这 三 种 情况 ,各 项 中 x ,yz 次数 的 和 ,者 或 者 同 为 奇数 ,或 者 
同 为 偶数 . 
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曲面 四 个 限 中 部 分 相等 的 情况 ,还 有 几 种 . 
考虑 * 与 y，y 与 x 这 两 个 变量 对 ,如 果 每 项 中 各 对 的 次 数 
和 ,都 或 者 同 为 偶数 ,或 者 同 为 奇数 , 则 曲面 下 面 每 四 个 限 中 的 部 
分 相等 . 
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1,2,3,4,5,6,7,8, 

5,3,2,8,1,7,6,4, 

7,8,4,3,6,5,1,2, 

6,4,8,2,7,1,5,3. 
加 上 每 项 中 x,z 的 次 数 和 也 或 同 偶 , 或 同 奇 ,并 不 增加 相等 限 的 
组 数 .这 样 ,如 果 方 程 各 项 中 每 两 个 变量 次 数 之 和 都 或 同 偶 或 同 
奇 , 则 曲面 的 线 邻 限 部 分 都 相等 .这 里 的 变量 对 共 三 个 ,应 该 指出 ， 
上 只 要 有 两 对 具有 所 说 性 质 , 第 三 对 就 也 具有 . 


$ 24 


一 种 四 部 分 相似 相等 的 条 件 ,再 加 一 种 它 不 包含 的 两 部 分 相 
似 相等 的 条 件 ,就 成 为 八 部 分 都 相似 相等 的 条 件 . 即 同 时 满足 这 样 
两 种 条 件 时 ,曲面 由 八 个 相等 部 分 组 成 .前 面 提 到 的 性 质 ,这 种 曲 
面 的 方程 全 都 共有 . 即 全 体 三 个 变量 各 自 的 次 数 都 全 为 偶数 ,从 面 
每 两 个 和 全 体 三 个 的 次 数 之 和 也 都 全 为 偶数 ， 
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一 元 方程 ,单个 变量 ,其 次 数 的 奇偶 容易 看 出 ,看 三 个 变量 次 
数 之 和 的 奇偶 也 不 难 ,但 每 两 个 的 次 数 之 和 的 坷 偶 ,就 不 那么 简 
单 .这 时 我 们 或 者 将 x = mz ,或 者 将 y = nz ,或 者 将 x= my 代入 方 
程 ,然后 看 所 得 方程 中 变量 z{ 前 两 种 代入 ) 或 y( 第 三 种 代入 ) 的 


次 数 是 否 全 为 偶数 .是 , 则 两 个 变量 次 数 之 和 必 或 同 偶 ,或 同 奇 , 因 
面 曲 面 至 少 两 部 分 相似 相等 ， 
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线 的 交 是 点 .类 似 地 , 面 的 交 是 线 , 是 直线 或 曲线 .从 初等 几何 
中 我 们 已 经 知道 ,两 张 平面 的 交 是 一 条 直线 . 球面 与 平面 的 交 是 
圆 . 曲面 与 平面 的 奖 对 认识 曲面 很 有 帮助 . 交 线 是 曲面 的 无 穷 个 点 
构成 的 集合 ,面前 章 讨论 的 ,变量 的 个 别 值 ,只 给 出 曲面 的 个 别 点 . 
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我 们 用 相 垂 查 的 三 个 平面 作曲 面 的 参照 , 因 面 我 们 先 讨论 曲 
面 与 这 三 张 平面 的 交 线 {参见 图 121). 先 看 平面 4P0, 它 由 变量 
4AP=x, 4 =y 确定 .变量 > 表示 曲面 到 4PO 的 县 离 . 显然 z=0 
时 得 到 的 是 曲面 的 位 于 平面 4P9 上 的 点 ,也 即 所 得 x,y 间 的 方程 
表示 曲面 与 平面 4P 的 交 线 .类 似 地 , 置 y =0, 则 所 得 x*，z 间 的 
方程 ,表示 曲面 与 平面 4PR 的 交 线 ; 面 置 x =0, 则 所 得 y，z 间 方 
程 ,表示 曲面 与 半 面 4QR 的 交 线 . 
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前 面 指出 过 ,以 4 为 心 ,a 为 半径 的 球面 ,其 方程 为 x? + y+ 
2= o2. 现 在 就 用 球面 作 例 子 来 解释 前 节 的 交 线 .z= 0 时 ,得 方 各 
2+ 包 = 02, 它 是 球面 与 平面 4PO 的 交 线 ,是 以 4 为 心 ,a 为 半径 
的 图 .同样 地 ,y =0 时 的 方程 22 + 22 = o2, 是 某 击 与 下 面 APR 的 
交 线 ,是 圆 ;z =0 时 的 方程 + i2 = w* 是 球面 与 平面 :4QR 的 変 
线 , 也 是 圆 ;这 里 的 结论 是 显然 的 ,过 球 心 的 平 而 球面 折 得 为 最 
大 图 ,也 即 与 妹 同 心 则 半径 的 圈 ，、 ,。 
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平行 于 懂 直 三 平面 之 一 的 平面 与 曲面 的 交 线 也 不 难 确 定 , 设 
平面 与 4RO 平行 ,距离 为 , 则 曲面 上 让 4RO 为 == 点 的 各 就 都 在 
这 平行 平面 上 . 这些 点 自然 也 就 构成 了 曲面 与 平行 平面 的 交 线 . 因 
面 置 曲 面 方 释 中 的 z= 就 得 到 这 条 交 线 的 方程 .事实 上 ,得 到 的 
是 两 个 直角 坐标 x,y 间 的 方程 .球面 与 平行 于 4PRR 的 和 与 平行 于 
40R 的 平面 的 交 线 ,都 可 用 同样 的 方法 得 到 ,这 里 不 青 重 复 . 
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， 次 梓 , 信 三 元 曲 面 方 租 中 的 > 为 常数 户 ,得 到 的 就 是 曲面 与 平 
行 于 4PQ 的 平面 的 交 线 方程 .是 球 行 平面 至 4PO 的 距离 ,i 上 上 
最 一 切 可 能 的 正 值 和 负 值 ,就 得 到 曲面 与 一 切 平 行 于 4PQ 的 平面 
的 变 线 .这 交 线 的 条 数 无 穷 ,整个 曲面 被 它们 分 成 了 无 穷 多 相 平 行 
的 部 分 ,内 而 曲面 可 上 让 这 无 穷 和 多 条 交 线 决定 .这 无 穷 移 条 交 线 都 由 
xyy 加 的 间 一 个 方程 表示 (方程 中 售 有 一 个 可 取 一 切 正 值 和 - - 切 
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负 值 的 有), 因而 它们 是 相似 的 ,至 少 是 仿 射 的 ( 参 匈 第 十 八 章 ). 
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如 果 x,y 的 方程 不 因 4 的 改 诠 而 改变 , 则 曲面 与 平行 于 4PQ 
的 一 切 平 面 的 交 钱 全 都 相同 .不 因 产 面 改 变 , 则 必 不 售 天 ,也 即 不 
会 .这样 ,如果 曲 面 方 程 不 售 z, 则 上 曲面 与 平行 于 4P0 的 一 切 平 
面 的 交 线 都 相同 ,这 时 曲面 方程 只 会 x 和 * 两 个 变量 ,本 身 就 是 交 
线 方程 .同样 的 , 曲 而 方程 不 含 x, 则 曲面 与 平行 于 40R 的 一 切 平 
面 的 交 线 都 相间 ;不 含 y, 则 曲面 与 平行 于 4PR 的 一 切 平面 的 交 
线 都 相同 . 
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这 种 上 而 不 只 易于 想象 ， 易于 画 出 来 ,也 易于 用 实际 的 材料 把 
它 构造 出 来 .假定 方程 不 含 * ,也 
即 只 含 举 标 4P =x 和 40= PM 
=Y, 依 据 方程 先 在 平 而 4Po 上 
面 曲 线 BMD, 如 图 122 所 示 . 想 
象 一 根 无 穷 直 线 , 始 终 和 型 直 于 平 
面 4P8 ,让 它 滑 曲 线 BMD 移动 ， 
就 形成 不 依 z 方程 所 表示 的 曲 
面 . MD 为 面 时 ,形成 的 是 圆 柱 
图 122 而 ;为 枉 画 时 ,形成 的 是 压缩 加 
柱 面 ;如 果 BMD 由 几 般 直线 首尾 连接 而 成 , 则 形成 的 是 棱柱 而 . 
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我 们 把 这 类 曲面 统称 之 为 柱 面 ,相应 地 ,图 形 BMD 都 称 为 
底 , 曲面 方程 只 要 缺少 变量 x ,y,z 中 的 一 个 , 它 玫 和 示 的 就 必定 是 
柱 面 . 如 果 同 时 缺少 y,z 两 个 变量 , 即 x 为 常数 , 则 BMD 成 为 垂 
直 于 4D 的 直线 ,曲面 成 为 阜 直 于 4PO 的 平面 . 
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接 下 去 最 值得 注意 的 ,是 由 x,y,z 的 齐 次 方程 产生 的 些 面 . 
齐 次 , 即 变 量 次 数 的 和 ,各 项 都 相同 ,整齐 划一 .例如 z* = mez + ぇ * 
+ 7 就 是 齐 次 方程 . 该 方程 决定 的 曲面 与 平行 于 同一 个 主 平面 
{两 条 坐标 线 决 定 的 平面 , 共 三 个 ) 的 平面 的 交 线 都 相似 .例如 z 取 
常数 ,方程 成 为 
hi= mhz t+ x + oY. 
対 的 无 穷 多 个 值 ,该 方程 给 出 的 无 穷 多 条 曲线 都 相似 ,其 参数 
都 等 于 上 或 与 成 比例 .也 即 这 些 交 线 相似 , 且 适 平行 平面 至 
4PO 的 虎 离 的 增加 而 增 大 ,因而 从 4 点 出 发 过 各 交 线 同调 点 (第 
十 入 音 # 438) 的 线 都 是 直线 . 


$ 35 


人 栋 定 我 们 有 一 个 这 样 的 x,y,z 的 齐 次 方程 .参见 图 123, 给 z 
-个 值 李 = 上 , 设 TSsMm 是 方程 表示 的 曲面 与 过 点 下 平行 于 APO 
的 平面 的 交 线 ,点 民 使 =x,WVH=*Y 满足 *,y 的 方程 .想象 一 条 
保持 通过 点 4 的 无 限 伸 长 的 直线 ,使 这 直线 沿 7SsMm 移动 就 可 给 
出 方程 所 表示 的 曲面 .显然 , TSsMm 为 以 六 为 心 的 圆 时 ,所 得 为 正 
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圆锥 面 ; TSsMm 为 图 ,但 民 不 为 心 时 ,所 得 为 土 圆锥 面 ; 如果 
TSsMm 由 几 个 直线 段 组 成 , 则 所 得 为 棱锥 面 .因此 ,我们 称 该 方程 
所 表示 的 为 锥 面 . 
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上 节 得 到 ,三 元 齐 次 方程 表示 的 曲面 是 圆锥 面 或 校 锥 面 .曲面 
与 平行 于 平面 4PO 的 平面 的 交 线 ,彼此 相似 , 且 各 交 线 的 参数 都 
与 交 线 至 4 点 的 距离 成 比例 .对 平 男 APR 和 4QR 分 别 重 复 同样 
的 过 程 ,我们 得 到 ,曲面 与 平行 于 APR 和 40R 的 平面 的 交 线 ,各 自 
都 有 具有 同样 的 性 质 . 各 自 彼 此 相似 ,上 且 对 应 边 与 至 4 点 的 距离 成 
比例 .后 面 我 们 证 明 , 这 里 的 曲面 与 过 4 点 的 任 一 平面 平行 的 各 
平面 的 交 线 ,都 彼 浊 相似, 且 其 参数 与 至 顶点 4 的 距离 成 比例 . 
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现在 讲 一 种 更 一 般 的 曲面 , 设 .了 是 z 的 某 个 函数 , 并 假定 给 
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了 我 们 - -个 x,y,Z 间 的 章 次 函数 . 记 z= 时 的 Z= 瑟 ,得 到 x， 
YH 间 的 齐 次 方程 ,因而 曲面 与 平行 于 4PO 的 各 平 而 的 交 线 和 后 
此 相似 ,但 其 参数 不 是 与 上 距离 下, 面 是 与 声 的 画 数 末 成 比例 . 冉 此 
得 到 ,过 这 些 交 线 同 调 点 的 线 不 是 直线 ,而 是 依 闽 于 除数 2 的 则 
线 .由 此 当然 得 不 到 ,曲面 与 平行 于 任何 和田 外 一 个 平面 的 各 于 而 的 
交 线 彼此 相似 . 
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柱 而 难 面 是 上 节 曲 面 的 特例 ,事实 上 ,如果 忆 = > 或 Z= 地, 则 


上 节 方 释 是 x ,Y ,zx 的 齐 次 方程 , 曲 而 为 锥 而 . 类似 地 ,如 果 Z=a 
+8z, 结 果 相 同 , 只 有 一 点 区 贡 : 锥 而 的 顶点 不 是 4. 如 果 了 = 


2 , 则 锥 而 顶点 至 4 的 距离 为 5. 如果 令 5 = w , 则 曲面 不 再 是 


欠 而 ,而 是 柱 面 ,这 时 Z = 1. 由 此 得 , 柱 面 方程 是 变量 x,y 和 常数 
1 的 齐 次 方程 , 面 变量 x,y 的 齐 次 方程 ,不 管 怎 样 , 只 要 不 含 2, 就 
都 可 以 化 成 x,y ,种 1 的 齐 次 方程 .因而 如 我 们 已 经 看 到 的 , 凡 缺 
少 一 个 变量 的 齐 次 方程 , 它 表示 的 就 都 是 柱 面 . 
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与 平行 于 4PO 的 平面 的 交 线 都 相似 ,这 样 的 曲面 中 特别 值得 
注意 的 一 种 是 , 交 线 都 为 圆 , 且 圆心 都 在 垂直 于 4PO 的 直线 李 
上 ,这 种 曲面 豆 由 旋转 得 到 , 因 面 叫 旋 转 面 .这 种 旋转 面 的 通用 方 
程 为 2 = x? + y?. 给 定 一 个 z 值 ,就 有 一 个 Z= 所 ,就 得 到 一 个 交 
线 方程 大 = x? + ,方程 表明 , 交 线 是 半径 为 万 ,圆心 在 4 上 的 
圆 . 入 = 于 时 ,是 直 图 锥 面 ;Z = w? 时 ,是 圆柱 面 ;了 = a? - 22 时， 
是 球 画 .这 是 旋转 而 的 几 种 主要 形状 ， 

a 401 a 
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参见 图 124, 我 们 讨论 这 样 的 曲面 , 它 同 垂直 于 轴 4P 的 平面 
妃 7 的 交 线 PIV ,都 是 顶点 在 平行 于 办 


。 アン 4P 的 直线 DT 上 的 三 角形 . 设 曲 
ング 线 4VB 为 该 曲面 的 底部 ,也 即 曲 
面 同 平面 4PO 的 交 . 又 设 直 线 TD 
AN 到 轴 48B 的 距 高 . 也 即 4 = , 恨 
8 


ア 例 引进 坐标 AP = x, PO = y, ON 
=z, 则 PF 是 x 的 一 个 函数 , 记 全 


为 P. 由 三 角形 YO 与 VPT 相似, 


が 1 
图 124 

得 
P:c=(P- 7y):z 或 z=c 天. 


从 而 对 这 类 曲面 我 们 有 < 是 x* 的 一 个 函数 .这 类 册 面 与 锥 面 的 


区 别 在 于 ,这 类 曲面 的 了 预 峰 是 一 条 直线 9 ,而 锥 面 的 孤 巍 是 一 个 
点 . Wallis 对 于 其 底部 4VB 为 图 的 这 类 曲面 作 了 详细 讨论 ,并 称 之 
为 模 顶 锥 ， 
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参见 图 125, 眼前 节 一 样 , 曲 曾 与 垂直 于 45 的 平 而 的 交 线 
7 ヤ 为 直角 三 角形 ,P 为 直角 ,不 同 的 是 ,顶点 了 构成 一 条 曲线 . 
底部 同 于 前 节 为 AVB, 记 三 个 举 标 为 4P = x, PO = ,0M =z, 则 
直线 PY 沿 曲 线 AVB 移动 时 构成 x 的 函数 , 记 为 P; 同 时 PT 也 构 
成 x 的 确 数 , 记 为 0, 同 于 前 节 从 相似 三 角形 得 P:0=(P- 97): 


・ A02 ・ 


:, 从 而 z=@- 人群 ,也 部 Pz+ Qy = PQ, 或 言 + 记 =1 为 常数 


图 125 
因而 y,z 的 方程 ,如 果 次 数 不 高 于 1, 它 描述 的 曲 而 就 属 我 们 
这 里 的 类 型 . 
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我 们 讨论 过 这 样 的 曲面 ,平行 于 同一 参照 面 的 和 平 而 裁 它 而 或 
的 交 线 都 相似 ,现在 我 们 拒 报 述 中 
的 相似 换 成 仿 射 进行 讨论 . 仿 射 ， 
即 取 同调 横 标 , 则 纵 标 彼此 成 出 
例 .参见 图 126, 设 曲 面 与 参照 面 
的 交 线 分 别 为 4BC,4CD 和 ABD， 
且 曲 面 与 平行 于 4ACD 的 面 都 仿 
射 . 记 4CD 的 底 4C = g, 高 AD = 
,. 取 坐标 49 = p,qm =g, 则 9 是 
p 的 一 个 函数 . 考 虚 某 个 平行 于 
40CD 的 面 的 截 线 PrY, 记 4P = x; 则 底 PY 和 高 PT 都 是 x 的 函数 ， 
分 别 记 为 号 和 中. 记 PO = y, QM =z, 则 根据 仿 射 规律 有 :p= 


"1: 


:yp:8= 总 :zz 从 用 y= 
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可 見 , 与 平行 于 4CD 所 在 平面 的 平面 的 交 线 都 与 4CP 仿 出 ， 
对 这 样 的 曲面 ， 只 要 知道 了 它 与 参照 面 的 普 线 4BC，4CD， 
ABD， 就 可 以 确定 这 曲面 的 性 质 ， 和 事实 下， 由 于 PP，0Q 是 x 的 晴 
数 , 以 及 g 是 p 的 了 落 数 ， 因 调 可 以 用 变量 x 和 和 p 表 不 变量 y 和 z. 
如 果 要 求 出 坐标 x，y，z 间 的 方程 ,那么 由 go 是 p 的 責 数 知 . 
pg 可 由 方程 联系 . 将 p= 光 ，g = 你 代 人 p，9 间 的 方程 ， 得 
y，z 间 的 含 P，0 的 方程 而 P，0 都 是 * 的 聊 数 ， 这 样 我 们 
就 得 到 了 x，y，z 间 的 方程 ， 所 给 曲 闸 的 性 硕 就 由 这 个 方程 表 
示 . 显然 x=0, 则 P=a, 0=4. 
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如 果 曲 面 方程 各 项 y，z 次 数 的 和 都 相同 ， 则 浊 面 与 牌 坦 于 
4P 轴 的 平面 的 交 线 由 直线 组 成 ， 事 实 上 ， 替 x 以 性 何 常数 我 们 
都 得 到 y，z 的 齐 次 方程 ， 它 给 出 一 条 或 几 条 直线 ，y，z 指数 的 
和 各 項 相同 , 不 管 同 奇 同 偶 , 都 属 $ 20 讲 过 的 情形 .根据 那里 
的 表 知 ， 此 时 曲面 的 1，5 限 部 分 , 2, 3 限 部 分 , 4, 8 限 部 分 
6, 7 隧 部 分 都 相等 . 
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我 们 讲 了 多 种 可 由 直线 形成 的 曲面 , 刚 讲 的 以 及 柱 面 和 锥 面 


部 是 . 诚然 , 梓 面 和 锥 面 与 过 轴 4P 的 平面 的 交 线 是 直线 . 刚 讲 过 
* yd ャ 


的 这 - -类 更 - : 般 些 .出 实 上 ,如 图 127 所 示 , 设 4KMP 是 曲面 与 过 
轴 AP 的 平面 的 交 袋 , 足 角 有 区 gL AP=x, PO = yy, OM =2， 
yr 则 tgy = 了 ,直线 PM = 


4 ーー. KM 为 直线 , 则 


sing 
应 p= oF +.B， 其 中 
° a,8 是 只 依赖 于 角 名 ,不 
。 依赖 于 y,z 的 常数 . 设 
R,S 是 类 似 于 a,8 的 函 
图 127 数 , 则 x=Rz+t+5 或 x = 


习 + 5S. 或 者 设 了 ,5S 分 
别 为 y,z 的 一 次 和 等 次 函数 , 则 这 类 山 面 的 通用 方程 为 x 二 了 + 
. 
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x:Y ,3 间 方 程 表 示 的 曲面 , 它 与 过 4P 轴 的 平面 的 交 线 易于 
确定 ,实际 上 , 记 交 线 4KMP 对 平面 4CPP 的 倾角 为 g, 记 直线 PM 
= 5, PW 为 所 求 交 线 的 纵 标 , 则 ON = z= vsing, PO = y= COS の 」 
換 曲 面 方 各 中 前 y,z 为 ycosy ,psinp ,得 到 的 就 是 交 线 4KMP 的 
を 0 闻 的 方程 .类 似 地 ,可 以 求 出 曲面 与 过 轴 40 种 过 轴 .AR 的 平 
面 的 交 线 (参见 图 121). 三 个 变 元 x,y,s 所 依赖 的 这 三 根 轴 4P, 
40,AR 是 可 以 交换 位 置 的 ,因而 关于 任何 一 根 轴 的 结论 ,也 都 适 
用 丁 男 外 两 很 轴 . 


+ A :， 
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取 平 面 4PO 作 参 照 面 , 即 交 线 所 在 平面 都 或 平行 于 它 ,或 倾 
斜 于 它 . 换 曲面 方程 中 的 x 为 -个 常数 ,所 得 就 是 平行 时 交 线 的 方 
程 .倾斜 时 , 交 线 所 在 平面 与 4PO 的 交 为 直线 .这 直线 为 4P 或 40 
时 曲面 导 平 面 的 变 线 上 节 刚 讲 . 下面 我 们 逐步 推 疝 一 般 的 倾斜 情 
形 . 
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参见 图 128, 先 说 倾斜 截 平面 与 4PO 的 交 线 gS 平行 于 轴 AP，. 
w 倾角 QSM = ?, 虐 离 本 = 了 .由 
AP=x, PO=7Y,0NM=3 ,ES 
=*。 QS = y+ 如 果 取 ES 作 
截 线 的 轴 , 则 模 标 5 = x , 纵 标 
SM=v. 由 OM=p 得 QM=z 
= vsinp, SO =y+f= vcosp, 从 

而 y= vcosg -了 f. 代 
y= veosp - Ff, を = 


vesing ， 
人 曲面 的 x,y,z 间 方 程 ,得 坐标 x,v 间 方 程 , 这 就 是 我 们 所 求 的 
平面 ESM 截 曲 面 的 截 线 的 方程 ,如果 ES 垂直 于 轴 4P, 财 它 平行 
于 平面 4PO 上田 一 根 轴 , 交换 变量 x,Y, 就 可 以 用 这 里 的 方法 求 
出 截 线 ， 


”DOG ・ 
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参见 图 129 ,现在 设 交 线 ES 在 平面 4PQ 上 位 畳 任意 . 自 戸 引 
レ ぁ AP 的 稚 线 和 平行 线 柜 
和 EXT. 记 AE = 了 , 角 
TES = 8, 取 变量 AP = x， 
7 の = ァ , の = ニ z. 月 ひ 向 
ES 引 垂 銭 轨 ,再 连 直线 
MHS , 则 角 QSM 为 截 平 面 
对 4P9 的 借 角 ,我 们 记 
它 为 g. 再 设 截 平 面 上 的 
坐标 为 ES =t, SM =v. 
自 3 分别 向 五 和 和 细 的 


延长 线 引 垂 线 37 和 和 SV， 
图 129 则 


OM = z= vsing, 05 = voosp, SV ニャ cos の sin0 , 
OV = veosgpeosd. 
及 
ST = VX = tsind, ET = teosd. 
利用 以 上 表达 式 最 后 得 
4P ニ ァ メーroos の + veospsind, PO = y= voos poosd - rsin の 
-f. 
将 *,y'z 换 成 上 面 的 表达 式 , 就 得 到 所 求 的 截 钱 方程 . 
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这 样 ,有 了 曲面 方程 ,我 们 就 可 以 求 出 曲面 的 任何 一 个 截 线 的 
・407 ・ 


方程 ,首先 ,最 然 ,此 方程 是 x,y,z 间 代 数 方程 的 曲面 , 它 的 截 统 
方程 全 是 代数 的 . 其 次 ,由 于 表示 截 线 的 r,s |B 方程 ,是 代 

z= VSING x = Loosd + veosgpsing , 

ャ ニッ oos の cos サ りー!mim9ー チ 
信 曲 面 片 程 面 得 ,所 以 截 线 方程 的 次 数 , 比 曲面 方程 的 ,不 会 高 ,但 
可 以 低 , 因 为 代 和 人 过 程 中 可 能 有 抵消 . 
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如 果 面 方程 的 次 数 为 1, 即 其 形状 为 
n+ 让 + 7 テニ セロ, 
则 面 的 截 线 为 直线 ,后 面 我 们 证 明 , 此 时 面 为 平面 .初等 几何 中 我 
们 知道 ,两 张 平 面 的 交 线 为 直线 ,而 方 入 为 
| Te 
的 面 ,其 截 线 必 为 喜 线 或 二 阶 线 , 即 截 线 廊 程 的 次 数 绝 不 会 高 于 
2. 


お Fr Fa te i ET RIE de 
ば ee i ER < EE まま リト 和 “| 全 Bs 
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柱 锥 、 球 都 是 初等 几何 的 讨论 对 象 . 先 对 这 二 种 此 面 的 截 线 
进行 讨论 ,大 有 益 十 稍 一 股 些 曲面 的 截 线 的 讨论 . 

初等 儿 何 里 济 了 直 , 斜 两 种 图 柱 . 垂直 于 轴 的 截 线 是 圆心 在 同 
-- 条 直线 上 的 相等 的 图 ,这 样 的 圆柱 叫 直 圆柱 . 相等 的 为 圆 的 截面 
不 垂直 于 轴 , 而 是 与 灿 成 某 个 另外 的 角度 ,这 样 的 图 柱 叫 斜 图 桩 ， 
斜 娘 柱 的 另 一 种 描述 是 ;垂直 于 轴 的 截 线 是 中 心 在 同 二 条 直线 上 
的 相等 的 椭圆 ,这 样 的 圆柱 叫 斜 圆柱 , 称 中 心 所 在 的 直线 为 圆柱 的 
納 . 
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参见 图 130, 给 定 了 一 个 圆柱 , 直 的 或 斜 的 , 轴 垂 直 于 墙 面 . 

底 , 也 即 辐 柱 与 墙 面 的 交 线 为 AEBF, 它 为 圆 或 椭圆. 关于 斜 癌 柱 

的 结论 都 可 以 很 容易 地 用 到 直 圆 柱 上 去 , 因 面 我 们 假定 底 ABEF 
・ 409 ・ 


是 以 C 六 中 心术 ,EF 为 共 思 轴 的 椭圆 . 记 半 轴 4C = BC = ag, CE 
=CF= ce 取证 坐标 CP=x, PO =xY, QM =z, 则 由 椭 辣 性 计 得 
c= a + cx. 这 也 是 圆柱 面 的 方程 ,平行 于 CPO 的 截 线 都 
相等 ,因而 第 三 个 变量 * 在 方程 中 不 出 现 . 


图 130 
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可 见 ,一 个 柱 面 的 平行 于 底 的 截 线 都 相等 , 直 柱 面 时 为 圆 , 和 斜 
柱 面 时 为 椭圆 . 柱 面 与 牌 直 于 平面 4PO 的 平面 的 截 线 ;相交 时 ,为 
两 条 相 平 行 的 直线 ; 相 切 时 , 合 为 一 条 直线 ;不 相交 时 ,为 虚 的 . 竺 
直 于 4PQ 的 平面 的 方程 为 *, 或 了 ,或 tay 等 于 常数 . 代 它 们 入 
柱 面 方程 ,所 得 即 为 截 线 方程 .对 截 线 方程 进行 分 析 , 就 得 到 上 面 
的 结论 .这 样 ,我 们 求 出 了 柱 面 与 平行 于 三 个 主 平面 中 任何 一 个 的 
平面 的 交 线 . 
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为 考察 其 余 的 截 线 ,我 们 先 假 定 截 平面 与 底 有 平面 的 交 线 CT 
・410 ・ 


平行 于 环 ' ,垂直 于 4A8, 交 AB 的 延长 线 于 C. 记 CG = 了, 记 截 平面 
対 底 平 面 的 傾 角 訪 w, 记 截 平 面 与 柱 面 之 轴 的 交点 为 D. 连 直线 
DG, 四角 DeC = sw, 因 面 

DC = ーー, CD =- 


os の 「 
从 所 求 稚 线 上 任 一 一 点 好 引 平行 寺 DC 的 直线 MT， 由 70 = 了 ->x， 
衣 07M = vw, 得 


引 平 行 于 TG ,因而 惟 直 于 DG 的 直线 M5, 则 
MS = TE = Pn = ys, 


eg’ 
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取 直 线 DS 和 SM 作 所 求 截 线 的 坐标 线 ， 记 DS = t，SM = gw, 
则 y= ww,， x= tcosp， 由 ee fee fap ting. 将 
这 里 的 4 和 ィ 代入 柱 面 方 程 42c2 = ea 六 + c+:x*， 得 所 求 裁 线 的 方 
程 
Ge say te ‘0s 8. 
该 方程 表明 ， 截 线 是 椭 关 ， 中 心 在 点 五 ， 一 根 主 轴 在 直线 D5 
- 上 , 另 一 根 垂 直 于 PC， 直线 DC 上 的 半 轴 (w=0 时 ) = ap， 
或 者 画 平 行 于 Dp 的 直线 BE， 则 BH = -65 是 所 求 的 一 根 半 四 ， 
态 一 根 与 它 共 柜 的 半 轴 = c = CE 


・411 ・ 
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上 节 得 到 的 柱 面 截 线 是 半 轴 长 


AEBF 上 AC 为 长 半 轴 , 则 由 5 大 于 a 知 共 线 燃 姑 的 长 半 灶 比 


底面 椭 呵 的 长 .如 果 c > a; 也 即 , 如 果 27 平行 于 底面 酉 圆 的 长 半 
轴 , 则 截 线 椭圆 的 两 个 轴 可 以 相等 ,也 即 截 线 可 以 是 障 . 为 国 时 


oem = 也 即 9 = 二 .三 角形 BCH 中 C 为 直角 , 角 CB = 9, 因 


因 此 BE = CE 时 截 线 为 圆 . 直线 玉 , 也 即 为 呵 的 截 线 ,可 以 在 底 
面 上方 ,也 可 以 在 底面 下 方 . 称 此 时 的 柱 面 为 斜 的 ,原因 就 是 上 方 
或 下 方 的 这 两 个 哆 所 在 的 平面 都 倾斜 于 轴 CD. 
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参见 图 131 , 考虑 截 平 面 与 底 平 面 交 线 G7 的 位 置 任意 的 情 
形 ,从 底 的 中 心 向 好 ' 引 垂 线 CC = 万 設 角 BCC = 8, 角 CCD= ゃ る 
引 07 垂直 于 67, 则 角 QTWM 等 于 角 C6D. 这样 我 们 有 
De=——, cp-Re 
og C03 


设 时 为 所 求 截 线 上 一 点 , 自 昌 向 底 引 垂 线 WO ,其 自 和 向 轴 引 垂 
线 0P. 记 CP=x,PO=7y，OH=z, 得 ao = 时 人 +ox. 疝 7 引 
垂 线 PY 和 07 , 则 
GV = xmln の , ど ビニ チ ー xcost, 
由 角 QPW =9 得 
" 412 ・ 


QW = ysing, PW = VT = yo088, 0 アニ チー xcost + Ysing. 


图 131 
最 后 连 直 线 MT, 则 由 和 角 MITO = 我 们 有 


TM = -2 or = £2% 
Bin 六 "Sin 六“ 
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- 神 成 下辺 形 GSHT, 记 N= t= T= 五 ,出 
r ニー GV+ VT = xsind + eos の . 


由 

デニ チー roeos り + ysing, 
得 

OT- CG = ysind - scosl, 
从 而 . 


・ 413 ・ 


DG TM DG- nd- soosd _, 
COSP 


由 

zaind + roosd = u, Ysingd— zoos ワ ニル oOS の 。 
得 

y= Lcost + tsinf eoap » * = usind — ooe の oos の . 
代 ァ , ァ 的 送 西 全 表 送 式 入 ec2 = gy + cw: 得 

a = 2 uo + Za utsindcosd cos@ + og" だ sin" の pos^ の + 
+ ea2si ア の ー2c2uzsin0cos の ooap+ coos" の cosp、 

显然 ,这 是 以 DD 为 中 心 的 椭圆 的 方程 .但 只 要 g 元 c, 即 柱 面 不 基 
直 的 ,坐标 DS, SM 就 不 垂直 于 主轴 . 
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上 节 求 出 了 截 线 的 坐标 DS = 1, MS = wu 间 的 方程 , 为 进一步 
考察 , 设 截 线 如 图 132 上 的 aMe び 所 
示 . 为 简单 起 见 , 记 上 节 所 得 方程 为 
202 = ou? + 2A + Yt, 其 中 
a = goo0sf + c Tsin 8, 
B= Ce 一 “an の oos0ome: 
Y= azsinzgeoszo "eos の ooe^ の . 
又 设 该 截 线 的 共 范 主轴 为 c ゅ , ず . 向 
图 132 其 中 之 一 引 垂 线 九 , 记 =p, 
= 9g,; 记 和 角 aDH = 之. 则 
w= psind + gcosb ,t= peost- gant; 
代 tu 的 这 两 个 表达 式 入 简 记 的 方程 ,得 
ge = + asin Lp’ + Zasin Co0s tpg + a cos tg” 
+2Bsintcost +28fcos2r -sint) -2fsintcost 
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十 ycos ー ク プア sim ど cos と 十 Ysin" と . 
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现在 方程 是 关于 成 直角 的 直径 的 ,因而 pg 的 系数 应 该 为 去、 
于 是 由 
2sinrcos と = sin2t ,cog 5 — si と = cos25， 
得 (ea - y)sin2 て と +2p8cos2g =0, 从 而 tgp28 = ,这 确定 了 角 
ap 下 ,因而 确定 了 主轴 的 位 置 . 由 此 得 半 轴 


oD = 些 ， 
wasin gr+28singeos5 + ycos 


el = x 


Vacos EF - 2Hsintcost + Yasir 
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代 
_2(y-alsinteost 
“P= coszz — sin" と 
人 半 轴 表达 式 , 得 
op MV os’t -sineg _ ac v 2cos2 ど 


ー ダ 7ooger- gsi と wa+7)eos2g aty 
D2 LY cot ~ sine _ ac 2cos2 で 
oceoge て - 7sim を (o+7)oos2 と +a 一 アニ 
从 而 半 轴 的 积 


aD:eD = 2g^c^cos2 と 
v Zarytl+ cos227 ) (e+ y^)sin22 と 


但 出 
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(yーc)ain2 と =28cos2 と 。 


得 
(g^ 十 Y2)sin"2 と 二 4 cos2E +2aysin2E, 
从 而 
Dop- 2 = ace” __a 
4gYcos*2 と ー4 記 cos72 を Y ay 一 COS の 
§ 63 
类 似 地 ,由 
Zac?co82E 
の ニュ ア )eoe2 と o+ アア 
= 2a2c2cos2 
ー(g+ ア )coe2 を +gー ア " 
得 
っ の pe2e2(e+ ア )eos2k (e+ の. 
~ 4geycos2 と 4 本 cos22 と て ay— * 
从 而 


这 样 , 半 轴 aD ,ep 是 方程 


(ay ~ Fat (ar yates + ge =0 


的 根 , 且 我 们 有 


Vy -P= accosg. 
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由 aD・eD = ceo , q 为 截 平面 与 底 平 面 的 夹 角 ,我 们 得 到 
下 面 这 个 漂亮 的 定理 ， 

定理 

平面 裁 柱 面 , 截 线 轴 的 积 比 柱 面 底 的 轴 之 积 , 等 于 1 比 截 平面 
与 底 平 面 夹 角 的 余 束 . 

共 脆 轴 所 成 平行 四 边 形 与 主轴 所 成 矩形 ,面积 相等 ,由 此 得 ， 
柱 面 截 线 轴 所 成 平行 四 边 形 与 底 的 轴 所 成 平行 四 边 形 ,其 面积 的 
比 为 常数 . 
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确定 柱 面 斜 截 线 性 质 ,对 此 我 们 还 有 更 好 些 的 办 法 .参见 图 
133, 柱 底面 4EBF 的 半 轴 4C = BC = a, EC = CF = c; 直 线 CD 垂 
直 柱 底 曾 于 点 0, 为 柱 的 轴 ; 直线 TH 为 截 平面 与 桨 平面 的 交 线 ， 
角 GCH = 8;D 为 截 平 面 与 柱 的 轴 的 交点 ; 角 CHD 为 截 平面 对 底 
平面 的 傾 角 , 记 为 p. 这 样 , 令 CG =f, 则 

CH = feind, CH = foosd, DH = fot, cp = eosbsing 

oo の COS の 


从 而 由 三 角形 CC 的 角 C 为 直角 ,得 
pe ニチ 1+ siv dsin 
cnaF 
及 骨 DGH 的 正弦 , 余 芯 ,正切 分 别 为 


casd gin び cos の 
Y 1-sinzbgsinzp vi 1 — sin29sh と の 
cosd 
sin@ cosg 
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MO 为 从 截 线 上 一 点 村 疝 底 面 所 引 重 线 , OP 为 维 标 , 令 CP 
=4P0O=7y, 则 azo= e+e2x2. 引 0O7 平 行 于 CC, 6 垂直 于 
27. 我 们 有 GR = y,0R= 了 -< ヶ . 由 角 TGR = GCH = 9, 得 
_ r=, TR= 2 a 
从 而 

07 = プー テオ en. 
由 三 角形 CDG、OMT 相似 得 

CC:DC= OT: MT CCE(CC- 07) = DC DS. 
引 MS 平行 67, 则 
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DS = ( cos の ー ysim り )y 1 ー gin" の sin^ の 


cos9cos の 
邻 D5=:,MS= gp, 得 


Cos ワ 7 — xsing = 


#C0S ぴ Cos の ー 
V1- sin" の sin* の リー won の 
由 此 即 可 导出 1,w 间 方 程 ,但 仍 嫌 复 茶 . 
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参见 图 133am, 撞 底面 主轴 为 平行 于 交 线 TH 的 直径 EF 和 与 
它 共 乞 的 直径 4B8 ,48 的 延长 线 交 了 于 G, 其 余 跟前 节 一 样 , 即 
CG=f, GCH=6, CHD= gq, 
CA= CB=m,C0E= CF=n. 
引 QP 平行 于 直径 EF, 令 
CP=x,PO= 7Y, 
则 mn = my + ,我们 有 


ー _ DG ky 1-sin" の sin* の 
GT= MS=y,DS=x p= ooo - 


今 DS = し 枚 5 =g, 得 


#COS の 
证 一 sy=u, 
Y 1 - sin’ tein og 
令 角 CED = 9, 则 由 cos9 = 5 得 <= teosy ,从 而 对 所 求 截 线 得 
mn = mw? + 312cos277， 


这 是 棋 贺 关于 共 桃 直径 的 方程 ,中 心 在 の , DS 方向 上 的 半 直 径 = 
cos7* 另 一 个 半 直 径 = .两 直径 夹 角 GSM 的 正切 和 余 葬 分 别 为 


①⑪ 此 图 为 俄 译本 所 如 . 
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图 133』 
cos9 和 -一 sop = gin の cos 7. 


cin の os の 1ー or Being 
这 样 裁 线 的 性 质 就 很 清楚 了 了 . 
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前 面 考察 了 柱 面 截 线 ,现在 我 们 转向 锥 面 , 直 的 和 和 斜 的 , 直 锥 
面 斜 锥 面 的 区 别 只 在 垂 相 于 轴 的 截 线 ,前 者 为 轿 后 者 为 棋 圆 .参见 
面 134, 锥 面 Ozzg ひ の, 頂点 在 0, 轴 为 Ce ,想象 0 在 桌面 土 , Oe 垂 
直 于 桌面 ,45 , 三 为 桌面 上 过 点 口 分 别 平行 ob 和 ef 的 直线 , a6， 
引 为 垂直 填 锥 面 轴 的 平面 与 锥 面 的 交 线 的 轴 , 性 为 交 线 ag 上 任 
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意 一 点 . M0 垂直 于 桌面 , PO 垂直 于 44. 令 OP=xy poO=y ol = 
z, 则 交 线 的 横 标 cp = *, 纵 标 pM=y. 轴 3b,ef 与 Oc = QM=z 的 
比 都 为 常数 , 令 ac=he= mz,ce = 万 = nz, 我 们 有 


图 134 


ma2n2z2 = m2y? na2, 


这 是 锥 面 的 三 元 方程 ， 
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置 方程 n= e+ ax 中 的 = 为 常数 , 即 可 清楚 地 看 
出 , 垂 責 干 軸 Oe 的 平面 与 锥 面 的 交 线 都 为 椭圆 .类似 地 , 锥 而 与 
垂直 于 A 或 E&F 的 平面 的 交 线 ,也 易于 确定 . 设 平面 垂直 于 45 ， 
过 点 P. 令 0P = a, 得 截 线 的 以 训 = z, pM =y 为 变量 的 方程 
mn m+ nla. 显然 ,这 是 双 曲 线 方程 ,中 心 为 PP, 模 半 轴 = 


ー ,与 它 共 罗 的 半 轴 = 了 m* 同样 地 ,如 果 令 y 为 常数 ,得 垂直 于 EF 


的 平面 与 从 而 的 交 线 为 双 朋 线 , 中 心 在 直线 EF 上 . 
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参见 图 135， 截 半 面 垂直 寺 平 页 45B， 但 既 不 垂直 于 AB， 
也 不 冬 直 于 EF. 我 们 来 求 这 时 的 截 线 方程 ， 也 不 难 ， 设 截 平面 
与 底 平 面 AEBF 的 交 线 为 BE, 令 0B=a，OE =b， 又 设 睹 为 截 
线 上 任 一 点 ，MQ 垂直 于 底 平 
面 , PQ 为 纵 标 . 这样 我 们 有 
OP=x, PO=y, QM=z. 从 


图 锥 性 质 得 
mn = my 二 テー 
这 样 我 们 有 
a:b=(a— x):Yy 
或 y = -区 
在 截 平面 上 取 坐 标 BO = t, OM 
135 = z, 则 
biv a + b= 7y:t, 
从 面 
y= bt x nt 
va + p> a + 5 
念 ソ Vat+6=c, 悪 
bt tt 


y= 
代 人 锥 面 方程 ,得 :xz 同 方 程 
オア ヤン ~ 2n*act + ia. 
2 2 


2 2 
念 』 ーッ タラ ニー CO=p, 又 BC= 和 -5, 则 


mb + na m2b* + 天 
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212 2 
2 26202 = (252 2 mm a bc” 
mn er = (mb + na + 
m+ ne 
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ab 
4 na 
基 基 幼 半 引 = 二 25 5， 该 双 曲 线 的 渐 近 线 交 轴 Ga 于 中 心 6， 


与 Ga 所 成 角 的 正 切 = 一. 要 求 该 双 曲 线 为 等 轴 的 ， 


vm 2p2 」 
则 应 
mn a t+ mn b= mh + nea, 
或 
A 
Ogg ニテ と ルー 
a mv ln 


邯 要 求 双 曲线 为 等 轴 的 , 则 必 村 -一 = n, 渐 近 线 


二 截 线 轴 所 成 角 为 gOe ,其 正切 = r. 
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参见 图 136, 现在 考察 截 平 面 不 垂直 于 底 ,但 与 底 平面 AEBF 
的 奖 线 BT 垂直 于 48 的 情形 . 置 OB = 六 截 平 面 与 底 平面 的 来 角 
0BC = pp, 记 截 平面 与 锥 面 的 轴 OC 的 交点 为 已 , 则 
pc ニー し oc = Ene 
CoS の 


COS の 
形 为 所 求 截 线 上 任 一 点 ，H7 垂直 于 87，HO 对 直 于 底 平 面 ， 
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图 136 


OP 垂直 于 08. 置 OP = ぇ , PQ= 
y, 0M = z， 得 mn = my + 
nx*， 取 截 线 的 坐标 为 BT=t, TM 
= tt， 则 由 
角 OTW = pg,0M=z= usnp To = 
CO8 の ニチ ーッ 
得 
ヤニ ルター usinp x =f- MCOS の > 
从 而 

mn un の = mt + nlf 


ー GOS の )"。 
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令 BC ェ ーー, 用 = gcosp ,从 而 


x=(g- uloosg, 


进而 得 鹤 线 的 方程 为 


3 3 3 


mn aim の = mt + nigioos pg —2n gucos gp + RU OOS の ・ 
引 MS 平行 于 BT, 取 
Fe 一 -ASP. -~ BOOS 


COS の ー が "sin” の 


得 


リー geos@ 
COS" の — sim の 


co"pーm2simme 1-(l+m)sing’ 


= SG = 5: 


取 GS = s ,SM = 为 坐标 ,得 方程 


+ 二 23 本 * 


nf i  - 0. 


mt + Coos’p msin の ) デ ーー ei の = 
因而 曲线 是 以 G 为 中 心 的 圆锥 曲线 ,中 心 で 趋向 无 穷 才 时 它 为 掀 
物 线 ,G 趋同 无 穷 远 是 在 tg = 二 , 即 直线 BC 平行 于 锥 而 上 直线 
Oa 时 (参见 图 134). 此 时 

m+ np-2n ficosg =0. 
图 136 上 取 BC = 元 人 5 时 ,抛物 线 的 顶点 为 6, 它 的 参数 = 
2n° Ss 


mt 
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由 eos'p - msing = 0 时 截 线 为 抛物 线 , 显 见 , coszp > 
ma2sinp ,也 即 igo< 二 时 , 截 线 为 椭圆 .此 时 直线 BC 在 上 方 与 对 面 
锥 而 二 的 ou 相交 .由 


BC- ag 
我 们 有 BG > BC ,6 是 裁 线 的 中 心 .从 面 裁 线 BC 方向 上 的 半 轴 
= 一 Ming 
co の ma2sin2 


与 它 共 堪 的 另 一 一 根 半 轴 
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也 即 m2= Rn 一 n+ m)sin 9, 


则 截 线 是 加 .可 见 , 必 > 瑞 , 这 类 截 线 才 可 能 为 圈 . 


$ の や 


如 果 m?sin?g > cut2g ,也 邑 gp > 十, 则 直线 BC 在 上 方 与 对 
面 锥 面 上 的 0a 不 相交 .此 时 截 线 为 双 曲 线 ,其 横 半 轴 


sin 
一 cOe の + mi "sim" の 「 
与 它 菇 轿 的 半 轴 . 
ng 
V m*sin’ g — cos l 


参数 
= foing, 
渐 近 线 与 轴 在 中 心 6 处 之 交角 的 正切 


因而 , 当 

mn ein gp — nicos gpg = m= (m+l) nsingp n= m2， 
也 即 当 

sing = tm mvn:-l 


nm itm 
的 时 候 , 该 双 曲 线 为 等 愿 的 .可 见 ,m >1 时 这 类 截 线 才 可 能 为 等 腰 
双 曲 线 . 
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直线 4 的 位 置 任 我 们 选取 , 因 面 直 锥 而 ,也 即 m = n 时 的 锥 
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面 , 其 截 线 我 们 都 
会 求 .这 样 ,要 讨 
论 的 ,就 铀 下 撩 外 
面 , 斜 截 面 ; 截 底 
两 平面 交 线 与 4g 
成 斜 角 的 情况 了 了. 
参见 图 137, 截 底 
两 平面 交 线 为 
BR, 记 08 为 广角 
| OBR 为 日 , 截 底 两 
~ 平面 所 成 前 为 p. 
从 0 引 OR 季 直 
于 BR, 则 OR = 
fsin8, BR = feost .在 截 平面 上 连 直线 忆 , 则 由 角 の RC = 9 ;我 们 
有 


图 137 


RC = fame ,OC = fsingsing 


の CU の 
将 垂直 于 锥 面 轴 0C 的 截 线 投影 到 底面 上 , 刚 投影 主轴 方向 同 于 
4B, EF, 且 投 影 主轴 的 比 等 于 m 比 ぁ . 
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在 截 线 投影 上 画 平 行 于 BR 的 直径 of, 则 角 BOe = 8. 设 a05 
为 斤 的 共 思 直 径 , 令 半 直径 Oa = ,Oe =v, 则 
w main*8 + mdeos28 
Vv msin 0 + nr eo 8 l 
min 


Y mein + neo ーー 
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Cos 
ig が 9 = mn2sin の 


因此 角 BO5 的 正弦 和 余弦 分 别 为 
na"cos0 msing 
V misin 0 + ntcos@ mtein 0 + ood | 
由 角 ObR = 9 + B08 ,得 
msin 7 + Reos-O 


sinObR = 
ms の + mcos 


《mtz ー ョ ロー)ain ひ ons の 


08 ObR = . 
migind + nicos’d 
但 我 们 有 
mY in + necos 0 
mind + Roos 
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由子 DR = Fing ,得 
OR fsingd v m ein G+n cos Ut tin + res 9 


0 = OR “ Ps に が 


tm ー rn”) feind eosd 


msimd + nc 

从 而 由 骨 R 为 直人 的 三 角形 磺 C, 得 角 CER 的 正切 
air だ 9 + ncos8 

ー ョ ” )coe6cosp 
这 样 . 角 CbR 为 已 知 . 果 为 截 线 上 任 一 点 ,MT 平行 の , 交 許す 
FS T= MS = t, =IM=u, 視 tw 
为 所 求 截 线 的 人 用 坐标 , 且 角 bSM[ = CERJ] 的 正切 

ni2sin2 の 9 + nzeos 0 

Cm? ー ni:)ecosdeosgp 
显然 , 直 锥 面 时 ， 这 些 标 成 为 直角 坐标 ， 因为 那 时 m= mt. 
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村 为 截 线 上 一 点 ,HoO 垂直 于 底 平 面 AEBF ,TVD ,OP 分 列 平 行 
十 直径 a6 ,ef. 令 OP=x,PQ=Y, OM =z, 则 由 众 面 性 质 我 们 有 


p22 = py 4 022 


过 点 及 截取 平行 于 底面 的 截 线 , 则 其 平行 于 5 和 gf 的 半 直 径 为 
gz 和 wz. 直角 三 角形 C08 的 直角 边 0C ,08 已 知 , 因 面 其 斜 按 


p= Faing w migsin’d + mn4eos28 一 7 一 )^sin^9cos^ の sin* 2 


(msin’d + nicos?0 }cos gp 
TM = 1): TO( = OM 2) = 5: 0: OC. 


从 而 ド 三 05 -全 ,2 于 ,y=4, 进 面 


pi OC ニル 7002 だ + OC - wu). 
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上 市 方 程 属 开 得 
O= CO + OB pO aw -20 0 Chu + ui Ob Cb?, 
05・ Ch 
念 r 0 5 ,或 者 取 
c=  - i 
OF — pp OC 1- (msing + no080 pgp 
并 记 GS 为 *, 则 6 是 锥 面 截 线 的 中 心 ,该 截 线 的 坐标 ;,s 间 方 程 
为 
の 212 ょ 02( 052 - 2OC2) 』2 = a eo Oh O02. Cb? 


geOC2 i; 
其 摸 半径 , 共 斩 半径 和 参数 依次 为 
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【 vy 
显然 ーーーーーーーーーーーーー , 由 < 一 时 ,曲线 是 彬 图 ; 
P< in に の nicogd ・ の nn BP 


上 ， -号 让 
-区 时 ,曲线 是 扫 物 线 :tgp > 沽 时 , 测 线 是 双向 线 
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现在 考察 第 三 种 曲面 ,球面 的 截 钱 . 初 等 几何 中 我 们 知道 , 平 
面 截 球面 , 蕉 线 都 是 图 .从 曲面 的 方程 求 曲面 的 裁 线 ,这 个 问题 , 通 
常用 综合 方法 处 理 , 为 更 清楚 起 见 ,我们 用 分 析 方 法 对 它 进 行 讨 
论 . 


图 138 
参见 图 138, 设 为 球面 中 心 ,想象 过 で 的 平面 为 桌面 , 它 截 
球面 所 成 截 线 为 图 上 大 圆 ,其 半径 4C = CB = a,a 是 球面 半径 ,再 
设 D7 为 截 平 面 与 桌面 平面 的 交 线 , 截 平面 对 桌面 平面 的 倾角 为 
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e, CD 垂直 于 D7, 记 CD = 
$ 82 


设 好 为 所 求 截 线 上 任 一 点 ,MHQ 垂直 于 桌面 平面 ,QP 垂直 于 
我 们 取 为 轴 的 CD, 记 CP=x,PO =y,QM=7z, 则 由 球面 性 质 得 x? 
+ MT 玫 直 于 DT, 连接 0 与 7T, 则 由 07T, NT 
都 垂直 于 DT, 知 角 MTQ 等 于 堆 平 面 对 底 平面 的 倾角 ,等 于 g. 因 
面 视 DT, MT 为 所 求 蕉 线 的 举 标 , 记 DT=1,7M =&, 则 
MD = using, TO = uns の. 
从 面 
CP ニャ テナー Lo05p, PO=Y=t, OM- 2= usng. 
代 人 球面 方程 ,得 球面 的 截 线 方程 
fhhoosp t+ ww +t =a. 
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显然 ,这 是 图 的 方程 ,事实 上 , 令 ょ ー fcoa ぁ = s, 得 


fsim p+ st t= a, 


这 加 的 半径 =w za -fsimg .因此 ,如 果 引 Pr 平行 于 纵 标 TW ,Ce 
武直 于 产 , 则 由 C の =/ 和 有 角 Cpe = ,得 Dc = fcosg, Ce = fsing. 
因 面 考虑 坐标 s, it, 我 们 看 到 , 截 线 贺 的 圆心 为 c, 半 径 为 
Y CB? - Ce , 阅 初 等 几何 告诉 我 们 的 一 致 .用 类 似 的 方法 我 们 可 
以 考 穴 任何 平面 截 任 何 曲 面 所 得 截 线 ,前 提 是 有 了 曲面 的 三 元 方 
程 . 
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为 了 使 整个 过 程 更 清楚 起 见 , 我 们 假定 给 了 一 个 曲面 (图 
139) ,其 性 质 由 坐标 4P = x, PO 
=Y, QM = z 间 的 方程 表示 ,前 
两 个 坐标 在 桌面 上 ,第 三 个 坐标 
z 垂直 于 桌面 .用 任 - 个 平面 来 
堆 这 曲面 . 设 所 用 平面 与 桌面 的 
交 线 为 DT ,对 桌面 的 倾角 为 p， 
记 4D 的 长 为 户 记 前 ADE 为 8， 
那么 由 4 点 向 DE 引 牌 钱 填 , 
则 
AE = faind , DE = feosd. 
图 139 然后 从 所 求 曲 线 上 的 点 而 向 
DT 引 垂 MT, 连 0 与 7T, 则 前 
MTO 等 于 截 平 面 对 举 面 的 倾 前 2. 因 面 如 果 取 DT, TM 作为 所 求 
截 线 的 坐标 , 记 为 DT = 1 TM = ww, 我们 有 
OM = using, TY = ucosg. 
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从 了 向 轴 4D 引 垂 线 TY , 则 由 角 7 の = 9, 得 TV = tsin8 ,DY = 
tcosf. 又 由 角 TQP = 9, 得 
PY = usindcosgp, PO - TV = koos9cos の . 
利用 这 几 个 表达 式 ,我们 可 以 把 x ,y,z 都 用 ix 表示 出来 
AP=x= f+ icosd — usindcosg, 
PO=y= tsind + ucos7 け cos の , 
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OM = 2 = using, 
将 这 三 个 表达 式 代 人 以 *,y,z 为 变 元 的 曲线 方程 ,得 1,w 间 , 也 
即 所 求 截 线 的 坐标 间 方 程 .所 求 截 线 的 性 质 就 由 该 方程 描述 .这 里 
時 方 法眼 $ 30 的 方法 几乎 完全 一 样 . 
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原点 位 置 和 轴 的 位 置 ,两 者 都 改变 ,或 者 其 中 之 一 改变 ,平面 
曲线 的 方 各 都 随 着 改变 , 即 一 条 平面 曲线 ,其 方程 的 个 数 是 无 穷 
的 .类 做 地 ,一 张 曲面 ,其 方程 的 个 数 更 多 , 比 一 条 平面 曲线 方程 的 
个 数 ,要 多 出 几 层 无 穷 .事实 上 ,一 张 平面 上 两 坐标 的 取 法 就 有 无 
穷 多 种 , 另 一 张 平面 上 又 有 新 的 无 穷 多 种 . 例如 , 任 给 一 个 三 变量 
直角 坐标 曲面 方程 ,我 们 都 可 以 把 它 变换 成 描述 同一 曲面 的 另 一 
个 三 变量 直角 坐标 方程 .这 种 变换 的 种 数 ,是 二 变量 曲线 情况 下 的 
几 展 无 穷 . 
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我 们 先 上 只 改变 原点 在 x 轴 上 的 位 置 , 即 坐 标 y,z 不変 , 只 新 

旧 模 标 相差 一 个 常数 . 记 新 横 标 为 :, 则 x = :+ a. 代 这 个 x 人 曲 

面 方程 ,得 到 以 1,y,z 为 变 元 的 另 一 个 方程 . 这 另 一 个 方程 与 原 
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方程 ,形式 不 同 , 和 但 描述 的 曲面 是 同一 个 .让 另外 两 个 坐标 也 增加 
或 减少 一 个 常数 , 即 取 zx=t+tay=at+ts,z=at+ 上 ec 我 们 就 得 到 
措 述 同一 曲面 的 ,以 1,ww,v 为 变量 的 方程 .这 里 新 坐标 都 平行 于 
日 坐标 ,新 方程 比 提 方程 更 一 般 ,但 善 别 不 很 大 . 
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参见 图 140, A 个 直角 坐标 构成 三 张 相 重 直 的 平 


. 现在 我 们 保持 坐标 x，y 所 在 平 
面 不 只 在 这 张 平 面 上 把 轴 4P 换 
成 另外 一 条 任 取 的 直线 C7. 4P 为 轴 
时 举 标 为 4P = x， PO=Y, OM=2; 
换 4P 为 CT 时 ,新 保 标 QM =z 依 
旧 , 和 但 另外 两 个 变 成 了 C7T=:，T0 
= wu 这 里 的 07 垂直 于 新 轴 CT. 为 
求 出 以 新 誉 标 :，w，z 为 变 基 的 方 
程 ， 从 5 引 CR 平 行 于 4P， 引 CB 甜 
直 于 4P. 令 4B=a，BC=48, 角 
RCT= 5 从 了 引 职 垂直 于 (全 ， 引 
7S 垂直 于 QP 的 延长 线 . 
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这 样 ,在 三 角形 TCR 中 我 们 有 TR = tsint, CR = tcost ,在 三 角 
形 07S 中 角 Q= ,TS = usint, 05 = zeosf. 从 面 
AP=x= CR+ TTS- AB= icot + usint — &, 


QP = 05 - 


TR- BC= Y= ucost — tsint ~ b., 
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将 所 给 曲面 方程 中 的 x 和 yy 换 成 这 两 个 表达 式 , 我 们 就 得 到 所 给 
曲面 的 以 新 坐标 t,u,z 为 变量 的 方程 .新 方程 远 比 旧 方 程 更 具 一 
般 性 ,因为 它 包 售 旧 方程 所 不 包含 的 三 个 任意 常数 ぁ , ぁ , と , 新 方 
程 是 x,y 所 在 平面 不 动情 况 下 的 通用 方程 ， 
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现在 我 们 让 前 两 个 坐标 x，y 所 在 平面 变动 . 先 让 它 绕 办 
my AP 转动 ， 方 式 是 : 保持 4PO 上 的 
4P 为 旧 新 平面 的 交 线 ， 并 保持 4P 
为 新 坐标 的 加， 参见 图 144 ， 记 新 
平面 APT 対 旧 平面 4PQ 的 傾 角 
の P7 为 n， 从 点 型 向 新 平面 引 垂 
线 H7, 这 MT 是 新 的 第 三 坐标 . 
表 不 这 三 个 新 坐标 为 AP = x*，PT 
=&#，TWM = v，3 引 7R 全 直 于 PO， 
图 141 7S 垂直 于 OM， 虽 
TR = using, PR = LCO8Y, 


TS = psin ヵ 。 MS = り COS 7 . 
从 而 
PQ=y= uco8n— veinn, QM = 2 = bcos1 + usinn. 
代 人 给 定 的 方程 ,得 到 以 x, u,v 为 变量 的 方程 , 措 述 的 曲面 同 于 
给 定 的 方程 . 


$ 91 
参见 图 140, 设 新 平面 与 4PO 的 交 线 任意 ,为 C7, 倾 角 为 ヵ . 


取 CT 作 新 平面 上 的 舟 . 第 一 歩 先 求 出 平面 4Po 上 以 CT 为 加 的 
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坐标 间 方 程 . 令 4B = a,BC=5, 角 TCR = ,并 记 以 CT 为 轴 的 坐 
标 为 CT = p, TQ = g,; QM =r, 则 根据 前 面 的 结果 ,我们 有 

X= poost + gan — oy = qos — psint ~ bd,2=7. 
第 二 步 , 利 用 上 节 结 果 , 取 新 坐标 为 1 ,u,v, 则 

P=i,g= uC05n— VSNN, rT = POOSN + SI の 。 
代入 第 一 步 求 出 的 *,y,z* 的 表达 式 ,得 

X= toost + usinteosn — vsintsingy — g。 

y= toint + ucost cosn — voostsing — b, 


テー usiny + COS 全 。 
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现在 进一步 ,在 坐标 ti,z 所 在 的 新 平面 上 ,我 们 任 取 一 条 新 
的 直线 作 轴 ,这样 我 们 就 得 到 所 给 曲面 的 最 通用 方程 . 参见 图 
140, 依 次 取 4P, PQ, 0M 为 坐标 1, u,v,AP 是 新 平面 与 xy,y 所 在 
平面 的 交 线 . 取 CT 作 新 轴 , 对 它 建立 最 通用 方程 , 记 CT = p, TO 
=g, QM = 本, 此 外 , 4B, BC 是 定 长 线段 ,和 角 CTR = 8. 这样 根据 
$ 89 我 们 有 
ょ =poosg 二 vaind - AB, 
u= — psind + geost — BC, 
v= Fr. 
和信 人前 节 导 出 的 表达 式 , 得 
ァ ーp(cos と cos9 - sint oosnsind) + 
+ g(cos と sin9 + sim と cosyeos9 ) — rsinCsinn + f, 
Y= ~ plsinkcosd + oos と cos ヵ sin の ) 一 
ー glsinkaind — cos Coos cos の ) — roostsinn + g, 
z= —painysind + qsingeosd + reos7 + 大， 
其 中 了,g,h 是 从 开始 时 引进 的 线段 经 过 计算 得 到 的 数 . 
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可 况 , 任 何 面 的 最 通用 方程 都 包含 6 个 任意 常数 ,不 管 这 6 个 
常数 取 什 么 值 ,方程 描述 的 都 是 同一 个 面 .一 个 面 , 即 熏 它 关 于 x， 
Y,z 的 方程 很 简单 ,推出 的 关于 p,qg,r 的 最 通用 方程 却 很 复杂 ， 
因为 引进 的 任意 常数 个 数 太 多 .特别 地 , 当 %,y,z 是 高 次 的 , 那 复 
杂 程 度 当 然 就 更 高 . 因 面 最 通用 方程 ,用 得 上 的 情况 未 必 会 有 . 虽 
然 适 当选 取 常 数 可 以 得 到 答 化 方程 ,但 是 这 计算 太 长 太 繁 .那么 最 
通用 方程 是 不 是 全 无 用 处 昵 ? 不 是 的 ,借助 它 我 们 可 以 得 到 和 证 
明 一 些 重要 性 质 . 
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最 通用 方程 常常 很 复杂 ,但 它 的 次 数 却 恒 等 于 4,y,z 间 方 程 
的 次 数 . 例如 球面 方程 + 六 + 六 = a 的 次 数 为 2, 它 的 以 p,q, 
r 为 变量 的 最 通用 方程 ,次 数 绝对 不 会 超过 2. 因而 面 方程 的 次 数 
是 面 的 一 个 实质 性 的 特点 , 它 不 受 坐 标 变换 的 影响 . 钱 有 类 和 似 的 性 
质 ,根据 这 条 性 质 , 我 们 将 线 按 方 程 的 航 进 行 了 分 类 .仿照 线 , 对 面 
我 们 也 按 方程 的 阶 进 行 分 类 . 称 方程 为 一 阶 的 面 为 一 阶 面 , 方 程 为 
二 阶 的 面 为 二 阶 面 ,类 推 . 
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将 上 节 所 讲 与 前 面 讲 的 而 的 平面 截 线 的 有 关内 容 相 比较 ,我 
们 得 出 结论 , 截 线 的 阶 等 于 产生 它 的 曲面 的 阶 .事实 上 ,假定 曲面 
的 以 *,yys 为 变量 的 方程 次 数 为 ma, 中 盆 定 一 条 和 截 钱 的 直角 坐标 
为 1 和 .$$ 器 我 们 看 到 ,以 :和 和 ww 为 变量 的 截 线 方程 ,是 民 
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多 = 了 + tod 一 pgin の eos の , 

y= ising + cos り ons の 。 

= UBIRG. 
人 须 面 方程 的 缚 果 . 显 然 ,结果 方程 的 阶 不 能 高 于 原 方 程 的 阶 , 它 
们 的 阶 相等 . 
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平面 截 一 阶 面 , 截 线 是 一 阶 的 ,是 直线 .平面 截 二 阶 面 , 截 线 是 
二 阶 的 ,是 圆锥 昌 线 .圆锥 面 是 二 阶 面 ,其 方程 的 形状 为 
= ar? + fy? 
类 伏地 ,平面 截 三 阶 面 , 截 线 是 三 阶 的 ,类 推 .但 是 有 这 样 的 情形 ， 
截 线 方程 可 分 解 因 式 . 此 时 截 线 由 两 个 或 更 多 个 低 阶 线 组 成 . 例 
如 ,过 圆锥 顶点 的 截 线 是 商 条 直线 ,但 作为 总 体 看 ,它们 是 二 阶 线 . 
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这 样 我 们 就 按 阶 把 面 分 了 类 .我 们 先 考察 一 阶 面 ,其 方程 为 
++y= a. 
由 一 阶 而 的 平面 截 线 都 是 直线 , 知 一 阶 面 不 能 不 是 平面 .否则 ,有 
占 或 有 四 , 截 线 中 就 必定 有 曲线 .虽然 有 的 非 一 阶 面 的 平面 截 线 中 
有 直线 ,但 这 种 非 一 阶 面 的 截 线 中 必定 还 有 曲线 . 这 使 我 们 想到 ， 
跟 直 线 的 交 恒 不 多 于 一 个 点 的 线 必 为 直线 .在 这 里 是 跟 平 面 的 交 
人 恒 为 直线 的 面 必 为 平面 . 
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一 秀 面 为 平 商 , 可 从 最 通用 方程 得 到 清楚 的 证 明 , 事 实 上 ,从 
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方程 ax+ 房 + 7r=a, 照 § 好 步 又 列 出 以 pq, 为 坐标 的 最 遂 用 
方程 时 ,完全 可 了 以 对 6 个 新 的 任意 常数 进行 选择 ,使 得 p 和 g 的 系 
数 为 等 ,也 即使 方 程 的 形状 为 r= 了. 方程 r= 了 表明 所 求 面 平行 于 
坐标 p,g 所 在 平面 ,也 即 所 求 面 为 平面 .可 以 使 方程 为 >=0, 也 即 
使 坐标 p,q 所 在 平面 为 所 给 面 . 
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证 明了 方程 + 应 + 和 =a 摘 述 的 是 平面 ,下 一 步 应 艇 的 是 
デ グ 确定 它 关 于 坐标 xz,y 所 在 平面 
的 位 置 . 参见 图 142, 设 对 是 所 
求 面 上 任 一 点 ,三 个 坐标 为 AP 
= タッ アワ = ニタ 07= ァ . 先 今 ヶ = 
0, 得 方程 w + 记 = e, 这 是 所 求 
面 与 平面 4PO 交 线 的 方程 . 在 
平面 4PG 上 引 4P 的 牌 线 要 = 


8 , 蕉 4C =, BCR 即 为 所 
求 面 与 4P0 的 交 线 .从 面 角 4BC 


图 142 的 正 雪 ,正统 ,余弦 依次 为 
な + a 
-有 
Ya + Eg 


延长 GP 交 BC 于 RR, 则 由 CP=x -二 ,得 
“十 ayg2+ が p 
A ap 


"dD 。 
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从 中 向 BC 引 垂 线 09, 连 直线 有 0, 则 角 MSQ 为 所 求 平 面 对 


平面 4PQ 的 倾角 .由 PR = 经 于 ,得 CR = e+- - 营 ; 由 


_ 4 = 
角 AOS = ACB, 得 QS = -人 QMS 的 正切 = 


ーー の 入 缠 -7 .也 即 所 来 平面 对 4,》 所 在 平面 
7 :余弦 J 折 求 平面 对 *,y 所 在 平 


倾角 的 正切 = -se .类 似 地 , 它 对 ヶ 。 所 在 平 而 倾角 的 正切 


= -站 ,对 yz 所 在 平面 倾角 的 正切 = -全 
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我 们 按 方程 的 次 数 将 面 分 类 ,方程 为 几 次 的 ,就 称 面 为 几 阶 
的 ,一 个 面 ,给 出 了 它 的 并 数 方程 ,我 们 立刻 就 可 说 出 它 是 儿 阶 的 . 
前 面 证 明了 一 阶 面 都 是 平面 .本 章 我 们 考察 二 阶 面 .二 阶 面 比 二 阶 
线 类 型 要 多 ,我 们 尽力 把 各 类 型 的 二 阶 面 讲 清 . 随 阶 数 的 增加 , 面 
的 类 型 数 猛 增 , 以 至 于 无 法 对 它们 进行 讨论 . 
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方程 为 二 次 的 面 是 二 阶 面 .我 们 讨论 过 的 柱 面 、 锥 面 , 直 的 斜 
的 ,以 及 球面 都 是 二 阶 面 .二 阶 面 的 方程 全 包含 在 下 面 这 个 通用 方 
程 之 中 
a + Ht yt Oy tesy + tp tote=0. 
不 管 三 个 坐标 怎么 取 , 方 程 的 形状 都 是 这 样 .不同 列 的 二 上 阶 面 由 系 
数 间 的 不 同 关系 决定 .不 同 二 阶 面 的 个 数 是 无 穷 的 ,同一 个 二 阶 面 
二 42 中 


可 以 有 无 穷 多 个 不 同 的 方程 ,可 见 二 阶 面 的 可 能 的 方程 是 何等 的 
多 . 
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我 们 把 平面 曲线 按 是 否 伸 向 无 穷 分 成 了 阙 类 .我 们 也 照 方 把 
同 阶 面 分 成 两 类 ,第 -类 是 伸 向 无 穷 的 ,第 二 类 是 位 于 有 限 空间 区 
域 中 的 . 柱 面 . 锥 面 属 第 一 类 ,球面 属 第 二 类 - 当然 第 二 类 面 阶 数 
必 外 不 为 奇数 . 奇 阶 面 的 平面 截 线 是 奇 上 阶 的 , 奇 阶 线 一 律 伸 向 无 
穷 , 因 而 奇 阶 面 必 伸 向 无 穷 . 


$ 104 


一 个 曲面 是 伸 向 无穷 的 , 则 三 个 坐标 を を 中 必至 少 有 一 不 
基 伸 向 无 穷 的 .三 坐标 可 互 换 , 面 伸 向 无 穷 时 ,我 们 假定 s 伸 向 无 
穷 .为 考察 面 的 促 向 无 穷 部 分 的 性 质 ,假定 z= % ,这 时 首先 应 考 
虑 第 一 项 ez, 特别 是 方程 食 否 这 一 项 ,如 果 方 程 含有 这 一 项 ,那么 
跟 它 相 比 ,项 关 和 x 都 可 略 去 ,得 到 面 的 伸 向 无 穷 部 分 方程 的 形 
状 为 
ez Yt oy Tey キ C+ の +Tg=0. 
下 一 步 是 略 去 非 无 穷 大 项 和 与 az? 相 比 为 无 穷 小 的 项 . 
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假定 方程 具有 次 数 为 2 的 可 能 的 各 项 .事实 上 ,任何 一 个 曲 
面 ,其 最 通用 方程 都 包含 最 高 次 各 项 , 因 面 方程 具有 次 数 为 2 的 可 
能 的 各 项 ,这 一 假定 不 会 减弱 解 的 一 般 性 .在 这 个 假定 之 下 ,方程 
中 有 售 2 和 yz 的 项 . 腿 它 们 比 ,项 み 和 可 略 去 .方程 成 为 
”443 ・ 


a + Bt Pre + Oy + ety + Cr =0, 
由 此 得 
_ -Br- yi (PF-400)Yy + 28Y - dae ) xy + {7° — 4at) x 
是 面 的 仇 向 泡 穷 部 分 ， 其 性 质 就 世 该 方 各 描述. 
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二 阶 面 如 果 有 伸 向 无 穷 前 部 分 , 则 这 利 向 无 穷 的 部 必 与 下 耐 

这 个 方程 所 表示 的 面 的 无 穷 部 分 相合 
az + Pe + yt Oy + exy + bx: =0, 

这 个 面 是 焉 用 方程 所 表示 的 面 的 渐 近 面 .该 渐 近 面 方程 各 项 次 数 
都 是 2, 表 示 指 是 以 原点 为 顶点 的 镀 面 . 原点 处 三 变量 都 为 零 . 这 
样 我 们 得 到 ,二 阶 面 如 果 储 向 无 穷 , 则 必 以 锥 面 为 浙 近 面 . 换 句 话 
说 , 渐 近 锥 面 与 伸 向 无 穷 的 二 阶 面 ,它们 的 无 穷 部 分 重合 ,或 距离 
为 有 限 . 

我 们 用 浙 近 直线 区 分 曲线 的 伸 向 无 穷 部 分 ,类似 地 ,我 们 用 渐 
近 雏 而 区 分 曲面 的 伸 向 无 穷 部 分 ， 


$ 107 


渐 近 锥 击 为 实 , 则 此 面 伸 向 无 穷 ,县 两 个 无 穷 部 分 重合 ， 渐 近 
锥 面 为 哑 , 则 师 面 不 伸 向 无 穷 , 也 即位 于 有 限 空间 区 域 之 中 . 这 样 
对 二 阶 面 是 否 位 于 某 个 有 限 区 域 之 中 的 判定 ,就 成 了 对 渐 近 面 为 
实 为 天 的 判定 . 渐 近 面 只 在 缩 为 一 点 时 才 为 虚 ,否则 ,由 过 锥 面 顶 
点 和 锥 面 任 何 另 外 一 点 的 直线 都 在 锥 面 上 , 知 锥 面 只 要 在 顶点 之 
外 有 一 个 点 ,就 必 有 伸 向 无 穷 的 都 分 ， 


r .444 ・ 
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当 方 程 为 

a + zt Yt+ dy + ery + tx: =0 
的 浙 近 欠 面 缩 为 一 点 时 ,其 过 顶点 的 截 线 当然 也 给 为 一 点 .从 面 
令 z=0 时 , 则 方程 9 + exy + 8=0 应 该 没有 xz =0,y=0 以 外 
的 解 . 由 此 得 48 > 7?, 同 理 , 令 w=0, 得 4e9 > 六 ; 令 yY=0, 得 4og 
> 和 .这样 我 们 得 到 铺 论 :只 要 4 此 > e2,4at > 7,4a6 > 形 , 这 三 
个 条 件 中 有 一 个 不 满足 ,以 

ar + r+ Yrrt dy tery + t+ m+ tixt+r=0 
为 方程 的 二 和 阴 面 就 必定 有 伸 向 无 穷 的 部 分 . 
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但 这 三 个 条 件 ,对 二 和 阶 面 有 界 并 不 充分 .要 保证 二 阶 面 位 于 有 

界 区 域 中 ,还 要 加 上 从 靖 近 方程 解 出 的 * 值 为 虚 ,z 值 为 虚 的 条 件 
是 :对 x,Y 的 非 零 值 ,表达 式 

(PF-dad)y: +2(By - 2a ) ry + (7 - dar)x: 
恒 为 负 ,由 于 民 -4m 呆 8 和 入 -4af 为 负 , 该 条 件 等 价 于 

(By — 20e} < (PF -4a0)(y 4a と ), 
也 即 

ee + Oy’ + He < Bre + 4a8E, 
这 里 假定 a 为 正 , 因 为 我 们 用 过 它 作 除 数 . 由 az >0,4ag > 7“,4o9 
> 让 和 46t > el 得 6,8 为 正 . 
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这 样 二 阶 面 有 界 四 条 件 为 :其 方程 满足 
= 本 + 


dal > Y°,408 > が,48 と > €°, 
oe + Ey: + HE > Bre + doa8E*. 
我 们 称 有 界 二 航 面 为 第 一 类 二 骨 面 .有 界 即 不 伸 向 无 穷 ,而 是 位 于 
某 个 有 界 空间 区 域 之 内 . 球 而 属 第 一 类 , 它 的 方程 为 
+ + = a 
这 里 a=1,6=1,f=1,8=0,Y=0,e =0, 四 条件 都 満足 . 更 一 般 
地 ,g,$, と 为 正 时 方程 
ea 十 人 + 区 =， 


表示 的 曲面 有 界 , 只 要 系数 中 有 一 个 或 两 个 不 为 零 ， 
$111 


对 给 定 的 二 阶 方程 ,利用 有 界 四 条 件 , 可 直接 判定 它 所 表示 的 
曲面 有 无 伸 向 无 穷 的 分 支 ,事实 上 ,四 条 件 中 只 要 有 一 条 不 满足 ， 
曲面 就 必定 仲 向 无穷 .对 伸 向 元 窃 的 类 面 应 再 分 类 ,满足 

a + OY + (の > の e+4o6 と 
的 为 第 一 类 无 界面 .前 面 讲 了 ,此 时 曲面 伸 向 无 穷 ,以 锥 面 为 渐 近 
面 , 是 跟 有 经 面 完 全 相反 的 一 个 子 类 . 
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还 有 一 种 中 亲子 类 , 它 也 伸 向 无 穷 ,但 不 与 有 界 完全 相反 ,而 

是 在 有 涯 与 完全 相反 之 间 , 有 如 抛物 线 在 椭 回 和 双 曲 线 之 间 . 方 程 
满足 

ae? + 8Y° + ES” = Bre + 4adt, 
和 

az = By- yt+yv -da +x VY dat 
时 ,曲线 就 属 这 种 中 间 情 形 . 此 时 渐 近 线 方程 

. dn * 


e+ her Yt By + exy + Exe =0 
有 两 个 线性 因 式 ,或 者 同 实 ,或 者 同 虚 ,或 者 相等 .这 三 种 不 网 的 因 
式 给 出 伸 向 无 穷 的 三 种 不 同 的 子 类 . 这样 我 们 总 其 有 了 五 个 子 类 . 
下 面 对 它 们 做 更 详细 的 考察 . 
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玻 变 坐标 与 之 平行 的 那 三 个 轴 的 位 置 ， 可 以 化 简 通 用 方程 ， 现 
在 我 们 用 这 个 方法 来 化 简 二 阶 面 的 通用 方程 . 该 方法 不 影响 方程 
所 会 类 型 .二 阶 面 的 通用 方程 为 

a + fhe + 72Z + by + ery + 2+ py ti tk = .0, 
将 坐标 变 成 原点 与 原来 相间 的 > Gy ri 由 $ 92 知 新 旧 坐标 的 美 系 
式 为 
x = plooskcosm 一 sinkeinmcosn ) + ーー 
+ qlcosksinm + sinkcosmoosn ) ~ rsinksinn, 
y= — p(sinkoosm + cosksinmcosn ) 一 
一 gtsinksinm 一 coskopamcosn ) 一 rcosksinn ， 
z= — psinmsmnn + gcosmsinn + rooen, 
代入 原 方程 , 记 所 得 方程 为 
pr Bq’:+ Cr +Dpg + Epr+ For+ Gp+ gt+hkht+Kk=0. 
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我 何 和 逃 拝 圭 意 角 天 ,mm 使 ,万 ,FF 为 零 .虽然 进行 这 种 选择 
的 计算 并 不 太 繁 ,但 可 能 有 人 会 问 , 算 得 的 角 一 定 是 实数 吗 ” 为 消 
除 这 组 问 ,我 们 分 两 步 使 五 ,下 ,中 为 零 . 先 使 六, 忆 为 零 , 这 是 无 疑 
的 .再 改变 垂直 子 P 的 平面 上 平行 于 坐标 + 的 那 根 轴 的 位 置 ,使 
为 零 , 这 一 步 也 和 容易 实现 .事实 上 , 置 
「 に 和 


7 = tsint + weosi, r= ま CO8 は 一 tsinis 
则 含 gr 的 项 产生 含 吧 的 项 ,容易 选择 角 了 使 色 , 因 而 gr 的 系数 为 
零 .这 样 二 阶 面 的 通用 方程 就 成 了 

A rig + Cr + Gpt Hgt+ r+Kk=0. 
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接 下 去 ,我 们 用 增 大 或 威 小 坐标 p,g,r, 也 即 用 移动 坐标 原点 
的 方法 ,使 系数 C, 互 ,7 为 零 (参见 123). 这 样 二 阶 面 的 通用 方程 
进一步 成 了 

dp*+ Bq + Cr + K=0. 

从 该 方程 我 们 看 到 ,过 原点 的 三 个 主 平 而 都 分 二 阶 而 为 相似 相等 
的 两 部 分 ,因而 凡 二 价 面 都 有 三 个 直径 而 ,这 三 个 直径 面相 交 于 一 
点 ,这 个 点 是 二 阶 面 的 中 心 .中 心 可 以 在 无 穷 远 处 ,这 类 似 于 我 们 
把 圆锥 曲线 视 为 有 心 井 线 ,其 中 双 上 曲线 的 中 心 就 在 离 顶点 无 穷 远 
处 . 
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前 而 我 们 把 包含 所 有 二 阶 而 的 那个 方程 化 成 了 简化 形式 
Ap + B+ CC = a2， 

现在 我 们 考察 该 方程 三 系数 4, B,C 

都 为 正 数 的 情形 ， 

此 时 的 二 阶 而 不 只 有 界 ,有 中 
心 , 且 三 个 直径 而 垂直 相交 于 中 心 ， 

参见 图 143, 设 C 为 中 心 , C4, CH, 

CD 为 相 垂 直 的 轴 , 坐 标 p,qg,r 分 别 

与 这 三 个 轴 平 行 , 则 三 个 直径 而 为 

图 143 ABab, ADa , BDb. 这 三 个 面 都 分 所 给 


て 本 


面 为 相等 的 两 部 分 . 
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令 上 = 0, 则 方程 成 为 加" + 嫩 ? = oa”, 表示 的 是 主 裁 线 ABab. 
该 裁 线 为 椭圆 ,中 心 在 C, 半 轴 


Cd = Ca=-£, Cp=05= 王 . 
y4 yg 
を 9 = 0, 得 方程 如 ?+ Cr = 2 ,表示 的 是 主 截 线 4Da ,是 以 C 为 
中 心 的 椭圆 , 半 轴 
ュー 
CA= Ca 方 * の 天 
令 PP=0, 得 第 三 个 主 截 线 方 程 各 ?+ Gr = oe?, 它 是 中 心 为 C, 半 轴 
为 
_ 
CB= = FD- 
的 椭 贺 ,知道 了 曲面 的 三 个 主 截 线 ,或 者 知道 了 半 轴 
.和 a ー 在 
A= CB= FD= 
就 可 以 确定 整个 曲面 . 我 们 称 这 第 一 一 类 二 阶 面 为 枉 面 , 它 的 三 个 主 
截 线 都 是 椭圆 ， 
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粮 面 分 为 三 种 .第 一 种 ,三 个 主 半 轴 C4, CB, CD 相等 ,此 时 主 
截 线 都 为 加 ,曲面 本 身 为 球面 ,方程 为 
p+ ナオ アデ ェ 
第 二 种 ,两 个 主 半 轴 相 等 , 设 CD = C8, 或 者 系数 C= 8, 则 截 线 
BDpb 为 图. 由 方程 
二 449 


dp + Blg t+ r= a* 
知 ,平行 于 BDb 的 平面 截 得 的 截 线 都 为 圆 . 称 这 时 的 椭 面 为 伸缩 
球面 . 4C 太 于 BC 时 为 促 长 球面 , 4C 小 于 BC 时 为 缩短 球面 .最 
后 ,第 三 种 ,系数 4,8,C 都 不 相等 ,这 时 的 椭 面 就 直接 称 为 椭 面 . 
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下 一 类 二 阶 面 ,其 方程 
Ap + Bg: + Cr = a 


的 系数 A, B,C 都 不 为 
和 零 , 但 有 一 个 或 两 个 为 负 . 
设 只 有 一 个 系数 为 负 , 即 
方程 为 

Ap? + Bg? — Cr = a2, 
这 里 4, B,C 都 为 正 数 . 
这 类 二 阶 面 的 中 心 和 直径 
面 同 于 系数 都 为 正 的 人 情 
形 .参见 图 144, 显然 该 草 
面 的 主 截 钱 ABab 是 椭 


ュ 時 -如 
圆 , 这 椭圆 的 半 轴 为 4C= 万 ,BC = -万 .另外 两 个 主 裁 线 4g, BS 


是 中 心 为 5, 共 辑 半 轴 = 全 的 双 曲 线 . 
Yc 
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这 种 面 有 似 一 个 沿 双 曲 线 向 上 向 下 伸张 的 漏斗 ,这 漏斗 有 渐 
近 锥 面 , 渐 近 锥 面 的 方程 为 如 2+ 一 =0, 顶 点 在 中 心 で , 側 
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面 由 双 曲 线 的 渐 近 线形 成 .这 渐 近 锥 面 在 曲面 的 内 部 ,4 = 8 时 为 
正 锥 面 ,4 不 等 于 B 时 为 侨 锥 面 . 锥 面 的 辅 为 生 直 于 平面 ABa 的 
直线 CD ,垂直 于 CD 的 平面 截 得 的 截 线 都 为 相似 于 椭圆 48ab 的 
椭圆 ,垂直 于 平面 ABab 的 平面 截 得 的 截 线 都 为 双 曲 线 . 称 这 种 曲 
面 为 外 切 于 其 渐 近 锥 面 的 椭圆 双 曲 面 .这 是 第 二 类 二 阶 面 . 
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这 第 二 类 二 阶 面 也 可 分 为 三 种 .a =0 时 为 第 一 种 .此 时 初回 
ABab 缩 为 一 点 , 双 曲 线 成 为 直线 ,二 阶 面 跟 它 的 新 近 锥 面 重 合 . 这 
时 的 二 阶 面包 含 所 有 的 锥 面 , 直 的 斜 的 都 包含 ,这 是 第 一 种 . A= 8 
时 为 第 二 种 ,这 时 椭圆 ABab 成 图, 二 阶 面 成 旋转 面 ,是 双 曲 线 绕 
共 轿 轴 旋 转 面 成 .一 般 情况 为 第 三 种 ， 
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第 三 类 ,我 们 把 p,q*,r 的 系数 中 有 两 个 为 负 ,也 即 方程 为 


图 145 
Ap ~ Bg- Cr = a2， 
时 的 二 阶 面 作 第 三 类 ， 参见 图 145， 令 r = 0， 得 第 一 主 截 线 
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KA4Feaf， 是 以 5 为 中 心 的 双 曲 线 ， 模 半 灿 等 于 ， 共 親 半 軸 等 


于 万 令 g=0， 得 第 二 主 截 线 40，ag， 也 是 双 曲 线 ， 横 半 轴 


同 于 第 一 主 截 线 ， 共 入 半 轴 等 于 久 、 第 三 主 截 线 是 虚 的 ， 最 后 ， 
这 类 二 稻 面 整个 位 于 浙 近 色 面 之 内 ， 因 而 称 之 为 内 切 于 渐 近 锥 面 
的 双 曲 双 曲 面 . 如果 有 = C， 则 成 旋转 面 ， 由 双 曲 线 绕 横 轴 生 
成 ， 这 是 特殊 的 一 种 ，a =0 得 到 前 面 讨论 过 的 锥 面 ， 
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再 一 类 是 系数 4, B,C 中 有 一 个 为 零 . 设 C=0, 则 8 114 求 得 
的 通用 方程 为 
An+ Bg + Gpt+ Hgt+ ih+K=0. 
用 增 大 或 减 小 坐标 p,g 的 方法 可 消去 方程 中 的 印 , 画 ,但 消 不 去 
上 ,进一步 利用 去 Mi 六 ,方程 成 为 
Ap + Bq = 
这 里 又 分 为 A,B 同 为 正 数 ， 和 4,B 一 正 一 _ 负 两 种 情形 、 两 种 情形 
下 曲 而 的 中 心 都 在 轴 CD 上 ,在 无 穷 远 处 . 
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先 讨论 4,g 同 为 正 数 的 情形 . 此 时 方程 为 
如 ?+ Bq? = ar 
这 是 第 四 类 . 参见 图 146. 令 + =0， 得 第 一 主 截 线 缩 为 一 点 .、 令 
9=0, p=0, 得 第 二 第 三 主 截 线 M4m, MAn 都 是 抛物 线 ， 对 这 
第 四 类 二 阶 面 ， 垂 直 于 轴 4D 的 平面 截 得 的 线 都 是 椭圆 ， 过 4p 
的 平面 截 得 的 线 都 是 抛物 线 . 因 面 我 们 称 这 第 四 类 为 椭圆 抛物 
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面 . 应 该 指出 ,A = 
时 得 到 的 是 旋转 面 ， 
叫 抛物 臂 锥 面 ; a = 0 
时 方程 为 

Ap’ + Bg? = が, 

是 柱 面 ,A = B 时 为 正 
圆柱 , 4 不 等 于 8 时 为 
斜 圆柱 . 


图 146 


§ 125 


再 讨论 4,B 一 正 一 负 的 情形 ,此 时 方程 为 
Ap*— By = ar. 

这 是 第 五 类 .参见 图 147, 令 r=0, 得 第 一 主 截 线 为 相交 于 4 点 的 
两 条 直线 Be , FY, 我们 称 过 柬 , 不 垂直 于 平面 4BC 的 平面 为 平面 
Ee 和 平面 望 . 平 行 干 4gC 的 平面 截 我 们 的 曲面 所 得 截 线 都 是 双 
曲线 ,这 双 曲 线 位 于 平面 后 , Fi 之 间 , 并 以 平面 be, 所 与 截 平 面 
的 交 线 为 浙 近 线 ,县 中心 在 轴 4D 上 ,可 见 我 们 的 曲面 在 无 窃 远 处 
与 平面 所 , Ff 重合 ,也 即 我 们 的 曲面 有 相交 的 两 张 潮 近 面 . 另外 
两 张 主 平面 4CD, 4Bd 上 的 截 线 都 为 抛物 线 . 因此 称 我 们 的 曲面 
为 有 两 张 浙 近 面 的 抛物 双 曲 面 .a =0 时 ,方程 为 4p*- Ba?= が, 曲 
面 为 双 赐 柱 面 ,垂直 于 轴 4D 的 平面 截 得 的 截 线 是 双 曲 线 , 都 相 
等 .此 外 ,5 =0 时 得 到 的 是 两 张 浙 近 平 面 . 
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图 147 
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最 后 ,第 六 类 二 阶 面 是 抛物 福 面 ,方程 为 
Ap’ = ag. 

乗 皆 子 AD 轴 的 裁 线 是 相似 相等 的 抛物 线 ,顶点 都 在 4D 上 , 轴 都 
平行 . : 
这 样 ,二 阶 面 就 被 分 成 了 六 类 ,二 阶 面 全 都 包 合 在 这 六 类 之 
中 .又 ;如果 令 第 六 类 中 的 a =0, 则 方程 成 为 好 ?= 刀 , 给 出 相 平 行 
的 两 张 平 面 ,已 是 一 种 抛物 面 .这 类 拟 于 二 阶 曲线 ,我 们 讲 过 ,相交 
肯 线 是 一 种 双 曲 线 , 平 行 直线 是 一 种 抛物 线 . 
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虽然 这 六 类 面 是 根据 二 阶 面 的 简化 方程 划分 的 ,但 根据 二 办 
面 的 侍 给 方程 ,我 们 都 可 以 容易 地 羯 定 它 属 于 哪 一 类 .事实 上 , 记 
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给 定 的 方程 为 

a + Bz + Yaz + Oy + Exy + bx: + 写す みみ な = ニ 0, 
根据 它 的 二 次 部 分 

a + a+ Yr + By + exy + Lr? 
即 可 散 出 判定 .如 果 4at > y2。4o9 > 記 ,4 交 >e7, 是 gs + dy + 
< Bye +46 , 则 昌国 有 界 , 属 于 我 们 称 之 为 椭 面 的 第 一 类 . 
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如 果 上 节 前 三 个 条 件 不 都 满足 ,日 等 式 oe? + の 7+ HS = Bye 
+4a6& 不 成 立 , 则 二 阶 面 局 第 二 或 第 三 类 ,是 有 渐 近 锥 面 的 双 曲 
十 . 属 第 二 类 时 内 切 于 锥 面 , 属 第 三 类 时 外 切 锥 面 . 如 果 等 式 . 

q+ + t= Pe +4a8¢ : 
成 立 ,此 时 表达 式 

a + hz + Yrs + Oy + exy + Ex? 
可 分 解 成 或 虚 或 实 的 两 个 因 式 ,为 虚 时 属 第 四 类 ,为 实时 必 第 五 
类 .如果 表 达 式 的 两 个 因 式 相等 ,也 即 为 完全 平方 , 则 属 第 六 类 .可 
见 , 根 据 任 何 一 个 方程 都 容易 判断 二 阶 面 的 类 别 .只 有 一 个 难点 ， 
在 二 .三 类 的 区 分 ,它们 可 能 合 而 为 一 . 
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可 以 类 似 地 对 三 险 和 更 高 阶 面 进 行 考 察 和 分 类 . 显然 只 需 考 
察 通用 方程 的 最 高 次 部 分 .对 三 阶 而 是 考察 次 数 为 3 的 部 分 
a + Pe + Yy 2 + Bz + Ex? + Lye + 
痛 先 要 判明 这 最 高 容 部 分 可 否 分 解 成 线性 因 式 . 倘 不 可 , 则 三 
阶 线 有 新 近 三 阶 锥 而 . 使 最 高 次 部 分 为 零 , 成 为 方程 , 则 渐 近 三 阶 
锥 夯 的 性 质 由 这 方程 表示 .从 方程 可 得 到 多 种 类 型 的 斯 近 三 阶 惟 
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面 ,不 同类 型 的 锥 面 对 应 不 同类 型 的 三 阶 面 .二 阶 锥 面 有 正 有 锋 ， 
属于 同一 类 型 ,三 阶 锥 面 不 同 ,可 分 为 很 多 类 . 
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上 节 讲 了 最 高 次 部 分 不 能 分 解 成 线性 因 式 的 情形 .现在 考虑 
可 分 解 为 线性 因 式 的 情形 . 因 式 可 实 可 虚 . 最 高 次 部 分 有 一 个 实 因 
式 时 ,三 阶 面 有 一 张 浙 近 平面 , 置 男 外 一 个 因 式 为 零 , 则 所 得 方程 
或 者 有 和 解 或 者 无 解 .没有 非 零 解 时 ,三 阶 面 呈 有 一 张 浙 近 平面 ;有 
非 零 解 时 ,三 阶 面 有 两 个 浙 近 面 ,一 个 平面 ,一 个 二 阶 锥 面 .如 果 表 
达 式 有 三 个 线性 因 式 , 则 其 中 必 有 一 个 为 实 ,由 舅 外 两 个 同 虚 或 同 
实 得 新 的 两 类 三 阶 面 . 最 后 ,三 个 线性 因 式 都 为 实数 时 ,其 中 两 个 
相等 和 三 个 全 相等 又 给 出 两 类 .三 阶 面 都 伸 向 无 穷 ,都 无 界 . 
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曲面 与 平面 的 交 线 , 前 面 讲 了 其 性 质 的 考察 方法 .由 于 这 种 交 
线 整个 位 于 截 平 面 上 ,四 而 可 以 用 截 绊 面 上 的 两 个 坐标 来 表示 它 ， 
并 用 我 们 掌握 的 平面 曲线 知识 去 分 析 它 .曲面 与 曲面 的 交 线 ,情况 
不 同 了 , 交 线 不 在 一 张 平面 上 ,不 能 用 两 个 坐标 表示 , 须 用 另外 的 
方法 导出 表示 交 线 上 任意 点 位 置 的 方程 . 
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不 在 同一 张 平 面 上 的 点 的 位 置 ,可 用 至 三 个 相 垂 直 平 面 的 三 
个 距离 来 表示 .这 样 ,描述 不 在 同一 张 平面 上 的 曲线 , 疲 用 三 个 变 
景 ,并 且 变 求 任 给 其 中 一 个 , 即 可 决定 另外 两 个 .一 个 三 坐标 方程 
描述 一 张 而 ,但 要 弄 助 一 个 三 坐标 方程 ,做 到 由 三 变量 中 的 一 个 决 
定 另 外 两 个 ,就 不 够 了 .要 懒 到 这 一 点 必须 有 两 个 三 坐标 方程 . 
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用 直 第 二 坐标 的 两 个 方程 , 米 描述 不 在 一 张 平 面 上 的 曲线 , 基 
方便 的 .我 们 记 坐 标 为 x,y,z. 从 三 坐标 的 两 个 方程 就 已 做 到 由 一 
个 变量 决定 另外 两 个 ,例如 ,使 yz 都 是 x 的 函数 .从 两 个 方程 可 
以 消去 三 个 变量 中 的 任何 一 个 ,从 而 得 到 三 个 二 元 方程 .一 个 合 
アガ 一 介 含 xz 再 一 个 会 y,z. 并 且 这 三 个 方程 中 的 任何 一 个 
都 可 以 从 另外 两 个 推出 .例如 ,从 含 x,y 和 含 x,z 的 两 个 中 消去 
x ,就 得 到 省 y,z 的 . 
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设 纵 定 一 条 非 平面 曲线 如 图 148 所 未, 时 是 它 的 任意 一 点 . 

@ 侍 取 三 个 相 垂 直 的 轴 4B ， 

,AD ,它们 决定 兰 张 相 

垂直 的 平 而 8AC, BAD， 

> CAD. 从 点 有 向 平面 BAC 

引 垂 线 10, 从 吕 向 轴 48 

， g 引 重 线 OP, 则 4P, PQ, 

?| QM 就 是 确定 曲线 性 质 的 

图 148 两 个 方程 的 那 宇 个 坐标 . 

令 AP =x, PQ = yy, ON = 

z, 从 给 定 的 两 个 三 人 誉 标 方 程 消去 z, 得 到 具 含 x,y 的 方程 ,平面 

B4C 上 点 如 的 位 置 就 由 这 个 方程 决定 . 所 给 曲线 上 的 每 一 点 林 

都 对 应 一 个 点 0 ,这 些 点 如 构成 BM4C 上 一 条 曲线 FOF, EOF 的 性 
质 就 由 所 得 *,y 间 方 程 表 示 ， 


-458 ・ 


$ 135 


从 有 昌 线 CH 上 的 每 一 点 时 向 平面 B4C 引 垂 銭 WO , 称 这 所 有 
的 点 9 构成 的 曲线 EOF 为 GMH 在 平面 B4C 上 的 射影 . 从 描述 
GMH 的 两 个 三 坐标 方程 中 消去 z, 所 得 即 射 影 EOF 的 方程 .类 似 
地 ,消去 y,x, 分 别 得 色 平 面 B4D 和 CD 上 的 投影 的 方程 ,但 是 仅 
只 一 条 射影 OF 决定 不 了 有 曲线 GMH ,还 要 加 上 从 每 一 个 0 点 引 
的 垂 线 QM = xz. 也 即 要 次 定 身 线 GMH ,在 以 x,y 为 变 元 的 射影 方 
程 之 外 ,还 要 加 上 以 z,x 为 变 元 ,或 者 以 z,+ 为 变 元 ,或 者 以 z,x， 
y 为 变 元 的 方程 ,用 来 对 每 个 0 点 碑 定 乗組 QW = z 的 长 . 
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CMH 在 平面 BAD 和 和 CAD 上 的 投影 方程 ,分 别 以 z,x 入 zy 
为 变 元 ,而 GMH 所 在 曲面 的 方程 以 z,yyx 为 变 元 ,可见 曲 线 CMH 
可 由 它 在 两 个 平面 上 的 投影 决定 ,也 可 以 由 它 所 在 的 一 张 曲 面 和 
它 在 一 张 平面 上 的 投影 决定 . 后 -一 情 况 下 ,从 射影 的 每 一 点 所 引 重 
线 OM 与 曲线 GMH 所 在 平面 的 交 线 ,构成 曲线 GMH 本 身 . 
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有 了 关于 非 平面 曲线 的 以 上 讨论 ,确定 两 个 曲面 的 交 这 件 事 

就 不 难 了 .种 实 上 ,两 张 平 面 之 交 为 直线 , 面 两 张 曲面 的 交 , 可 以 是 

直线 ,可 以 是 曲线 .这 曲线 可 以 是 平面 曲线 ,可 以 是 非 平 面 曲线 .不 

管 是 哪 一 种 ,这 交 线 上 的 每 一 点 都 同属 于 两 张 曲 面 ,同时 满足 两 个 

方程 .如 果 这 两 个 曲面 方程 参考 的 是 同一 套 三 垂直 主 平面 ,或 者 参 

考 的 是 同一 套 三 垂直 轴 4B,4C, 4D, 那 么 我 们 就 用 这 两 个 方程 天 
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曲面 用 三 坐标 方程 表示 ,给 定 两 个 相交 曲面 ,就 是 给 定 坐 标 
TY: 的 两 个 方程 .这 里 要 两 个 方程 的 坐标 轴 相 网 . 从 坐标 E 
的 两 个 方程 消去 一 个 坐标 ,得 到 一 个 两 坐标 方程 ,这 个 两 坐标 方程 
就 是 交 线 在 剩 下 的 这 两 个 坐标 所 成 平面 上 的 投影 .也 可 以 用 这 个 
方法 考察 曲面 与 平面 的 交 线 .平面 的 通用 方程 为 nz + 记 + yx = 了， 


将 解 出 的 == 万 各 一 次 伐 人 曲面 方程 ,得 到 的 就 是 交 线 在 坐标 


x,y 所 成 平面 上 的 投影 方程 ,并 且 z= 万 全 二 将 给 出 射影 点 0 处 
垂 銭 OM 的 值 ,于 为 交 线 上 的 点 . 
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射影 方程 无 实 解 ,表示 两 张 曲面 不 相交 . 例如 射影 方程 为 x 
+ 好 +o=0 时 ,两 张 面 就 不 相交 .如 果 射 影 方程 只 纵 出 一 个 点 ， 
也 即 整 个 射影 为 一 个 点 , 则 交 线 为 一 个 点 , 即 两 个 面相 切 , 这 切 点 
也 可 以 从 方程 求 出 .两 个 面 可 以 有 无 穷 多 个 切 点 ,这 无 穷 多 个 切 点 
可 以 构成 一 条 线 ,这 线 可 以 是 直线 ,可 以 是 项 线 .例如 ,平面 与 柱 面 
或 锥 面相 切 , 切 点 构成 直线 ; 正 锥 面 外 切 于 球面 , 切 点 构成 一 个 医 . 
射影 方程 有 两 个 相等 因 式 时 , 切 点 所 成 的 线 可 由 方程 求 出 ,此 时 切 
点 所 成 的 线 是 两 条 交 线 的 重合 . 
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为 进一步 说 明 ,我 们 看 看 球面 与 平面 相交 的 情形 , 取 球 面 中 心 
+ 上 本 人) = 


为 原点 ,球面 方程 为 

++ =, 
任何 位 置 上 的 平面 ,其 方程 都 为 

gz エナ 7 ニア 
代 z= 全 应 一 肉 和 球面 方程, 得 到 以 ヶ ,y 为 变 元 的 射影 方程 
0= だ ー aa -28 —-2Yf + (a + FB) +2fyey + (a + 7*) x 
显然 ,该 方程 有 实 解 时 , 它 描述 的 是 椭 圈 ;该 方程 的 解 为 虚数 时 , 球 
面 与 平面 不 相交 ;如 果 椭 圆 缩 为 一 点 , 则 球面 与 平面 相 切 . 为 具体 
考虑 这 几 种 情况 ,我 们 求 出 


_ 诊 -Brxt+ewecfaz+ - +2 (a + + 区 
アニ 2 3 
十 


如 果子 的 值 使 根 导 部 分 不 为 实数 , 则 球面 与 平面 既 不 相交 也 不 相 
切 . 


2 
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貢 げ = ェ ゥ e+ デ + アツ, 購 
_B-Brxrioryv ー(e2+ ディ ォ ア ジェ cya Y -1 
7ー e+ が ] 


ーー 。 
VE A a 記 。 ア 
时 才 有 实 解 ,因此 ,如 果 f= a veal+ 闻 + 77, 册 方程 ++ 
= 了 表示 的 平面 与 所 给 球面 相 切 于 点 
xx = 一 一 和 一 
Vy 
ye 
Ye ティ P+ アク 
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= ga 
” ダ a* 十 en 十 ア * 
这 三 个 值 可 用 初等 几何 方法 验证 . 
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由 此 可 以 推出 一 般 规 则 ,来 判断 一 个 曲面 与 平面 或 另 一 个 曲 
面 是 否 相 切 .从 两 个 方程 消去 一 个 变量 ,再 对 所 得 方程 的 因 式 进行 
考察 :如 果 有 丙 个 虚线 性 因 式 , 则 所 给 面相 切 于 一 点 .这 一 点 可 以 
用 置 商 个 线性 因 式 为 零 的 方法 得 到 ;如 果 有 两 个 实 线性 凑 式 , 且 相 
等 , 则 两 个 面 的 切 点 构成 一 条 直线 ;如 果 有 两 个 相等 的 非 线性 因 
式 , 也 即 被 一 个 完全 平方 除 得 足 , 则 置 平方 根 等 于 零 , 得 切 点 所 成 
线 的 投影 . 由 此 可 见 ,如 果 我 们 的 方程 有 四 个 虚 因 式 , 则 两 个 面相 
切 于 两 点 . 
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为 解释 得 更 清楚 ,我 们 考虑 锥 面 和 中 心 在 锥 面 轴 土 的 球面 ,看 
它们 的 相 切 .球面 和 锥 面 的 方程 分 别 为 呈 + 关 + 和 = 时 和 (人 F- 太 
= ma + my ,我 们 视 了 为 锥 面 了 顶点 至 球面 中 心 的 瞪 离 . 消去 y, 得 

( げ ー タ ニー na -n+(m-n)r’, 
这 是 交 线 在 举 标 x,y 所 定 平面 上 的 射影 方程 . 先 考 虑 正 锥 面 , 即 
m= 5 的 情形 .此 时 
tv n(l+n)a— nf 


= 
f+n 


一 Zz = -一 和 一 个 
如 果 了 = ev1+nm, 得 重 根 万 ，, 切 点 构成 条 线 ,是 一 个 


图 , 它 在 过 轴 的 平面 上 的 射影 为 一 条 垂直 于 轴 的 育 线 . 
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再 考虑 斜 锥 面 , 即 mn 的 情形 ,此 时 从 方程 看 上 去 像 是 恒 有 
交 线 ,但 实际 上 常常 并 无 交 线 . 囊 实 上 ,只 要 m > nn, 我 们 就 得 到 交 
线 射 影 实 方程 .应 该 指出 ,射影 为 实 并 不 意味 着 交 线 一 定 为 实 . 即 
射影 为 实 对 交 线 为 实 并 不 充分 ,必需 再 加 上 从 射影 至 交 线 的 牌 线 
为 实 . 换 和 话说 ,曲线 实 射影 必 实 ,反之 , 则 不 然 , 射 影 实 曲线 可 以 
不 实 .这 是 应 该 特别 给 以 注意 的 ,不 要 错误 地 把 射影 实 作 为 曲线 实 
的 充分 条 件 . 


$145 


但 坐标 *,y 所 定 平 面 上 的 射影 , 捕 况 不 同 . 这 个 平面 上 没有 
不 与 锥 面 上 的 点 对 应 的 点 ,因而 曲线 在 这 个 平面 上 的 射影 为 实 , 则 
曲线 本 身 必 实 . 将 sz=w 玫 - 哇 -六 找 大 锥 面 方 程 ,得 
チー fa x y= me + ny 
或 
a +f (rm (lrn y=2f va 
继而 
0) »  -2(g2ー ア ) 
2(a + fm 上 ー-2(g2+ Fn 了 | 
+ (lm +2(1+m)(l+n)x y+ lr nyt 
进 面 
a + na + —- {1+m){(l+n)x’ 
(1+ nl + 2 
ニヤ“。 
vn(ll+n)o -n+(m- nt nes 
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要 所 得 方程 上 月 因 式 , 则 应 挛 = (1+n)e ,或 六 =(1+ な )a7. 前 
一 情况 下 我 们 有 
= na* — (1+ mJ” Zi vm-n 
l+n {1 +rn)v ltn 
从 而 ,如 果 贡 <n, 则 


%=0,Y= + a 
l+n vl+n 


得 到 至 锥 面 轴 等 距 的 两 个 切 点 ,如 果 m> n, 则 应 取 方 程 
ma (in 2 ル アロ ーm 
il+m (+m lt+tm 
y 关 0 时 , 该 方程 没有 实 解 ,y=0 时 


= 
l+m V+m 


得 到 为 外 两 个 切 点 ,都 位 于 欠 而 的 最 窑 部 分 .任何 情况 下 的 相 切 ， 
都 可 以 用 类 似 的 方法 进行 考察 , 
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前 而 讲 过 曲线 切线 的 求法 ,从 它 可 以 引出 曲面 切 平面 的 一 种 

更 简单 的 求法 .参见 图 149, 设 要 求 出 其 切 平面 的 那 张 曲 面 ,由 举 

标 4AP = x, PO =y, QM = z 何 的 方程 给 出 ,借助 这 个 方程 ,我 们 来 

确定 曲面 上 点 HM 处 的 切 平 而 . 先 考虑 过 点 好 的 一 张 平面 , 求 出 它 
円 464 四 


图 149 


与 所 给 曲面 的 交 线 
在 点 对 处 的 切线 ， 
这 条 切线 位 于 我 们 
所 要 的 切 平面 上 . 
再 考虑 过 点 朵 的 
另 一 张 平面 ,也 求 
出 它 与 所 给 曲面 的 
交 线 在 点 让 处 的 
切线 ,这 条 切线 就 
也 位 于 我 们 所 要 的 
切 平面 上 .这 商 条 
切线 所 决定 的 平面 
就 是 曲面 在 点 形 
处 的 切 平面 . 


在 平面 4PO 上 分 别 引 平 行 和 垂直 于 轴 4P 的 直线 0 和 0P. 
点 对 与 这 商 条 直线 各 决定 一 张 平 面 , 这 两 张 平 面 都 垂直 于 胖 面 
APO . 记 这 两 张 平 面 与 我 们 曲面 的 交 线 为 EM 和 FM, 记 这 两 条 交 
线 在 点 时 处 的 切线 为 MHS 和 HT, 这 两 条 切线 分 别 交 直 线 QS 和 
OT 于 S 和 7T., QS 和 07 分 别 为 次 切线 , 求 得 了 这 两 条 切线 , 则 平面 
SMT 就 是 我 们 曲面 点 M 处 的 切 平面 . 连 成 直线 ST, 则 S7 为 切 平 
面 与 平面 AP0 的 交 线 .从 0 向 ST 引 垂 线 OR, 则 OR 比 OM 等 于 切 


平面 与 平面 4PO 所 成 角 MROQ 的 余 切 . 


"5 ・ 
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令 前 节 用 切线 法 求 得 的 次 切线 0 = s, QT = 4, 则 
7 アニ ルー タニ ュー ジ 。 
从 而 
AX=%+ -ss.. 
即 直 线 ST 与 轴 AP 的 交点 了 已 知 ,又 由 角 4XS = 7SQ 知 角 4XS 的 
正切 = 二 .这 样 切 平面 与 平面 4PQ 交 线 的 位 置 成 为 已 知 .再 由 ST 
=V 于 + 如 ,我 们 有 


QR = 一 过 


WwW 
除 QM 以 该 表达 式 , 得 
角 MRO 的 正 切 = ーー 


引 MN 垂直 于 MR, 则 MN 在 点 时 处 既 垂 直 于 切 绊 面 ,又 垂直 于 曲 
面 本 身 . 它 的 位 置 由 下 面 的 等 式 决 定 


2 2 ょ 2 
本 + 


QN == 
从 育 向 轴 四 引 垂 线 NV, 则 由 角 QWV = 057 ,我们 有 
Pr= 生 = OW, NW = 2-. 


因此 ,如 果 用 所 说 的 方法 确定 下 平面 4PO 上 点 站 的 位 置 , 则 直线 
NM 垂直 于 所 给 曲面 . 
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我 価 誹 了 了 如何 用 射影 求 面 与 面 的 変 会. 現在 看 看 射 影 的 豚 王 
曲面 的 阶 的 关系 .首先 ,两 个 一 阶 面 , 即 两 个 平面 , 交 线 和 交 线 的 射 
影 都 是 一 阶 线 .其 次 ,我 们 看 到 了 ,一 阶 面 ,二 阶 面 ,其 交 线 的 射影 
的 阶 数 不 会 丙 于 2. 类似 地 ,一 阶 面 ,三 阶 面 ,其 交 线 的 投影 的 阶 数 
不 会 高生 3. 类 推 .再 次 ,两 个 二 阶 面 ,其 交 线 射影 的 阶 数 不 会 高 于 
4, 一 般 地 ,m 阶 面 ,” 阶 面 , 其 交 线 射影 的 阶 数 不 会 高 于 mn. 
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两 个 面 都 不 是 平面 ,其 交 线 ,大 多 不 是 平面 曲线 .两 个 面 ,如 果 
从 它们 的 方程 可 以 产生 方程 wz + 房 + Yx = f, 则 这 两 个 面 的 交 线 
为 平面 曲线 .例如 ,从 两 个 方程 可 将 两 个 变量 ,比如 z 和 ? 用 第 三 
个 变 硬 x 表 出 , 即 z=P,y=@O,P, 人 0 是 + 的 盯 数 ,这 个 时 候 , 如 果 
有 数 n 使 得 P+ nO 具 含 > 的 一 次 署 和 常 散 , 即 P+ n0 = mx + 上 上 ， 
则 深 线 为 平面 曲线 ,所 在 平面 的 方程 汐 z+ ny = mx + 上. 


$S 132 


一 个 其 体 的 例子 . 设 给 定 的 两 个 曲面 为 柱 面 和 椭圆 双 上 曲面, 方 
程 分 别 为 
= 二， 
2 =X +2y -20x— a?. 
代 前 一 个 人 后 - -个 ,得 
ャ キク ャ ーー グ gx 一 a 二 好 十 9， 
从 而 
时 407 和 


y= td. 
最 后 这 个 方程 表明 ,整个 交 线 在 方程 * = x + a 确定 的 平面 上 .用 
这 样 的 方法 可 以 回答 关于 曲面 的 很 多 问题 .进一步 的 其 述 贸 给 无 
。 穷 分 析 本 身 去 做 ,我 们 的 这 两 本 书 仅仅 是 个 引 论 ， 


